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Vorwort

Bevor IThr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir Euch darauf hinweisen, dass dieses
Skript weder den Besuch der Vorlesung noch das selbststdndige Nacharbeiten des Stoffes ersetzt. Wer
das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des Skriptes fiir Probleme insbesondere im
Verstandnis des Stoffes sorgen.

Das liegt daran, dass das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier ist eine
Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum Beispiel
miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den Groschen
fallen lassen.

Gut geeignet ist das Skript einfach gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nach-
schlagen; aufkerdem zum Wiederholen fritheren Stoffes; sofern ein ausreichendes Grundverstandnis vor-
handen ist. Nach diesen einleitenden Worten wiinschen wir Euch viel Spaf bei der Arbeit mit diesem
Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion

www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Thr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.
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1 Allgemeines

1.1 Aufgaben der Atom- und Molekiilphysik

Die Atom- und Molekiilphysik untersucht die physikalischen und chemischen Eigenschaften von Atomen
und Molekiilen sowie daraus resultierende optische, mechanische und elektronische Auswirkungen.
Weiterhin sollen, wie in der Experimentalphysik, dazu nutzbare Methoden entwickelt, angewandt und
diskutiert werden.

Im Rahmen dieser Vorlesung werden die Erkenntnisse aus anderen Teilen der Physik, zum Beispiel der
Quantenmechanik, genutzt, um die Eigenschaften einzelner Atome beschreiben zu kénnen. Indem man
untersucht, wie Atome sich unter Einfluss &ufierer elektromagnetischer Felder verhalten, kann man zur
Beschreibung von ganzen Molekiilen gelangen.

1.2 Experimentelle Methoden

e Imaging — Abbildung von Atomen und Molekiilen auf atomarer Skala

e Spektroskopie — Variation von Parametern einer d&uferen Einwirkung (zum Beispiel Wellenlédnge
bei elektromagnetischen Wellen)

1.2.1 Imaging

Zur Untersuchung von Kristallen wird ein Feldionenmikroskop verwen-
det. In diesem ist eine Probe von einem mit einem Fluroeszenzfarbstoff
beschichteten Schirm umgeben. Uber eine kleine Offnung, ein sogenann-
tes Inlet, werden Heliumatome eingelassen. Zwischen Schirm und Probe
liegt eine Spannung an, sodass die Heliumatome bei Kontakt mit der Pro-
be ionisiert und zum Schirm hin beschleunigt werden. Beim Auftreffen
auf die Fluoreszenzschicht entsteht ein sichtbarer Leuchtpunkt, dessen Prinzipskizze zum Feldionenmikro-

Position Aussagen iiber die Struktur der Probe erméglicht. skop

Mit einen solchem Gerét lasst sich nur die Oberflachenstruktur der Probe untersuchen, nicht jedoch
das sogenannte Bulk, das Innere des Festkorpers, welches konstante physikalische Eigenschaften auf-
weist.
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Elektronen- Beim Transmissionselektronenmikroskop (TEM) strahlt ein monochroma-
quelle tischer Elektronenstrahl durch eine Probe hindurch, wobei es zu Interferenz- und
Beugungserscheinungen kommt. Uber eine Fouriertransformation erhilt man

hieraus ein direktes Bild der Probe.
[l [l Kondensor

Man erhalt jedoch nur eine zweidimensionale Projektion der Probe. Nachteilig

Probe ist auerdem, dass die Messung in einem Hochvakuum stattfinden muss, um
Streueffekte am Elektronenstrahl zu vermeiden und die Probe speziell prapariert

[| [| Objektiv werden muss, da die Schichtdicke maximal 10 nm betragen darf.
[l [l Projektiv Eine dritte Moglichkeit ist die Verwendung eines Rastersondenmikroskops.

Hier ist insbesondere das Rastertunnelmikroskop (scanning tunneling mi-
croscope, STM) zu nennen, welches auch Krifte und optische Eigenschaften in
atomaren Strukturen abbilden kann.

Schirm oder
CCD-Sensor

Aufbau eines TEM

1.2.2 Spektroskopie

Schickt man zum Beispiel eine elektromagneti-

Monochro- |§|
. . . Quelle > Analysator == Detektor
sche Welle oder einen Teilchenstrom auf eine Pro- mator |§| Y
be, so werden Teile des Stromes gestreut, absor-
biert, reflektiert und transmittiert. Diese Anteile Prinzip der Spektroskopie

koénnen durch Analysatoren qualitativ untersucht

und mittels Detektoren quantifiziert werden. Um verléssliche Ergebnisse zu erhalten, muss man mono-
chromatische Energiestrome einsetzen (bei Licht nur eine Wellenlénge, bei Teilchen nur eine kinetische
Energie fiir alle Teilchen).

Durch das Spektroskopieren kann man zum Beispiel Informationen iiber atomare oder molekulare
Absténde, Austrittarbeiten, Zustandsdichten oder die Spineinstellung eines Systems erhalten. Im
Gegensatz zum Imaging findet die Spektroskopie nicht im 7-Raum statt, sondern im k-Raum. Das
heif’t, es wird nicht ein direktes Bild geliefert, sondern die Fouriertransformation dieses Bildes.

In diesem Zusammenhang ist das Babinet-Prinzip von besonderer Relevanz: Von der Beugung am
Streuer kann man zur Beugung an der entsprechenden Apertur iibergehen, denn das Beugungsbild
zweier geometrisch komplementérer Blenden ist identisch.

1.3 Entwicklung und Historie der Atomphysik

Um 500 v. Chr. stellten sich Philosophen wie Demokrit die Materie als aus unteilbaren (gr. atomos)
Teilen zusammengesetzt vor. Im 12. Jh. fanden indische Philosophen weitere indirekte Indizien fiir
diese These.

In der Physik wurde dieses Problem mit dem Aufkommen der NEwTONschen Axiome im 18. Jh.
diskutierbar. DALTON nutzte die Idee der Atome, um 1808 das erste Periodensystem der Elemente
aufzustellen. Zum Ende des 19. Jahrhunderts wurden mit der Rontgenstrahlung (1895) und der Radio-
aktivitdt (BECQUEREL, 1896) Effekte gefunden, die sich nur durch Vorgénge im Atom erkléren liefen.
Bereits im Jahre 1897 schéitzte J. J. THOMPSON ab, dass ein Wasserstoff-Kern 1836-mal schwerer ist
als ein Elektron.
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Im Jahr 1900, dem sogenannten ,,PLANCKschen Jahr“, postulierte PLANCK die Quantennatur und
fiihrte das PLANCKsche Wirkungsquantum zu deren Beschreibung ein. 1905 nutzte Einstein die Quan-
tentheorie, um den Photoeffekt zu erkldren. Diese Quantisierung wurde erneut im Jahre 1914 durch
den Franck-Hertz-Versuch nachgewiesen.

Im Jahre 1911 zeigte RUTHERFORD, dass die Masse eines Atomes zu grofen Teilen in einem kleinen
positiv geladenen Atomkern konzentriert ist, wihrend die negativ geladene Atombhiille fast leer ist. Die
moderne Quantenmechanik ldutete DE BROGLIE 1924 durch die Theorie des Welle-Teilchen-Dualismus
ein.
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2 Klassische Ansatze

2.1 Das Rutherford-Bohr'sche Atommodell

Die Atomtheorie nach THOMSON beschrieb das Atom als kontinu-
ierlich verteilten ,Pudding* aus Elektronen, der zum Beispiel a-
Teilchen immer unter einem festen Winkel # = 28" streut. Jedoch
widersprach die Beobachtung grofier Streuwinkel dieser These. Dar-
aus konnte man schlieften, dass die Masse in einem kleinen Bereich,

dem Atomkern, vereinigt ist. Dieser Kern ist positiv geladen, die

. . X Streuung von a-Teilchen im Thomsonschen
negativ geladenen Elektronen umfliegen diesen Kern, sodass das
ganze Atom wieder elektrisch neutral ist. Dies wiirde aber dazu

fithren, dass die Elektronen aufgrund der Radialbeschleunigung Bremsstrahlung aussenden, wodurch

Atommodell

sich ihre kinetische Energie verringern wiirde und sie deswegen aufgrund der Coulombkraft in den Kern
stiirzen wiirden.

Um dieses Dilemma aufzulosen, postulierte NIELS BOHR im Jahre
1913:
1. Es gibt bestimmte diskrete Bahnen, auf denen sich die Elek-
tronen strahlungsfrei bewegen kénnen.

2. Strahlungsaufnahme und -abgabe erfolgt durch Uberginge
zwischen diesen diskreten Bahnen.
Aus diesen Postulaten ergeben sicher einige Folgerungen:
1. Jede Bahn hat eine bestimmte Energie E,,, hierbei ist n € N
die Hauptquantenzahl. Die tiefste Energie ist Ej.

2. Ubergiénge zwischen Bahnen sind ebenfalls ,scharf”, die Energie-
anderung betragt AE = E,y — E,n = h-v =h-w. Ist AE positiv,
so wird diese Energie als Photon abgegeben. Ist AFE negativ, muss diese Energie durch ein Photon

Energieniveaus im H-Atom

zugefiihrt werden.

3. Die klassische Physik ist im Model von Bohr aufgrund des Korrespondenzprinzips wieder
enthalten, wenn man das erforderliche AE — 0 gehen ldsst und damit in das klassische Quasi-
Kontinuum iibergeht.

Das Vorgehen ist nun, die Gesamtenergie klassisch auszurechnen, den Bahndrehimpuls des Elektrons
einzusetzen und das Korrespondenzprinzip anzuwenden.

Als Zentralkraft wirkt die Coulombkraft, es entsteht ein Gleichgewicht zur Zentrifugalkraft:

1 Z - e?
dm-eo |72

=—me-¢*-[F| (%)

Hierbei ist e der Betrag Ladung des Elektrons bezichungsweise Protons, 7 der Abstand des Elektrons
vom Proton, m, die Elektronenruhemasse, Z die Kernladungszahl, ¢ die Winkelkoordinate und ¢ die
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Winkelgeschwindigkeit auf der Kreisbahn des Elektrons. Zu ¢ gehort ein Bahndrehimpuls p,,. Fiir die
verschiedenen diskreten Bahnen ¢,, gibt es natiirlich unterschiedliche Bahndrehimpulse p,,, .

Als Ansatz fiir den Zusammenhang zwischen diesen p,,, wahlen wir

p‘ﬂn-‘rl = pSOn + C
Mit (x) erhalten wir

4 - gq - p?

on=—"—5 ()
Me - ’T|2

Me - Z - €2

Die klassische Gesamtenergie ergibt sich als Summe der Energie im Coulomb-Potential und der kine-

tischen Energie:
Eg,kl = Ep + Ej

o2 p2
E = L .Ze 4 Pon
gkl dmeo T T 2me- |72
2
B,y = —Me. <Z-e ) .1
gkl 2 4m-eq pan

Entsprechend ergibt sich eine Energiesinderung fiir den Ubergang von n zu n + 1:

m Z-e2\? 1 1
AFE = Egun+1 — Egran = 5 - ( ) : [

2 4m - €0 ZE - (P, + 0)2

Die Frequenz des Umlaufes erhalten wir klassisch aus:

g = Pen
T2 2 eme - |7

Damit lisst sich auch eine Frequenzénderung fiir den Ubergang von n zu n + 1 angeben:
AV = Vi nt1 — Vkin

Aufgrund des Korrespondenzprinzips muss diese Frequenzédnderung mit der Energieinderung geméfs
der Quantenphysik in der Beziehung AE = h - Avyg stehen. Unter der Voraussetzung p,,, > C, also
fiir quasi dicht liegende Niveaus, erhédlt man daraus:

h
C:p%ﬂ—p%:%:h Vn

Die Niveaus sind also dquidistant. Der Bahndrehimpuls ist gleich dem klassischen Drehimpuls:

p%:n-h:Ln:]I_;n|

Drehimpuls der Elektronen
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Bisher hatten wir den Kern als fest betrachtet, die Elektronen bewegen
sich auf Kreisbahnen um den Kern. Es ist aber auch moglich, dass sich der
Kern im Atom bewegt. Zu Beschreibung dieses Systems verwenden wir e
Relativkoordinaten und eine reduzierte Masse (Zweikdrperproblem): g :

S Me - Mk
r=7e—7r und m,=—"——
me + mk
Bei der Gesamtenergie und dem Gesamtdrehimpuls nimmt man nun die
reduzierte Masse statt der Elektronenmasse, und kommt damit wieder

auf giiltige Werte. Aus dieser Betrachtung folgt: Zweikérperproblem im H-Atom

1. Die kleinste Umlaufbahn ist
. . 4 - IS h2
M =T = e
Beim H-Atom ist m, ~ m. und Z = 1, damit ergibt sich der BoHRsche Radiusr; = ag =~ 0,5 A.

2. Die Gesamtenergie fiir die n-te Bahn ergibt sich zu

B, = 1. om  (ze\? 1
no— 2 1+:Z—Z 4dmeg-h n2
- __® 1 _ L ; ; ;
= R Ey- -5 Darstellung mit kleinster Energie
= —he- 2% 15& . # Darstellung mit RYDBERG-Konstante

3. Frequenzbedingung;:

V. pr Z2 - C- ROO . 1 J— i
L 1+ 2 \(n+1)?2 n?
Beispiel 2.1 zur Frequenzbedingung

Fiir den Term m, /my gilt bei den verschiedenen Wasserstoffisotopen:
e Wasserstoff: m./m,
o Deuterium: m./(2 - mp)

o Tritium: m./(3-m,)

Damit ist bei den selteneren Wasserstoffisotopen das sonst sichtbare Spektrum in den UV-Bereich verschoben.

2.2 Spektralserien und Energieniveauschema des H-Atoms

Beim Ubergang von |0) zu |n) (diese Schreibweise fiir Zustinde wird spa- £ 4
ter erldutert) handelt es sich um eine Anregung, withrend ein Ubergang € N
von |n) zu |0) eine Abregung darstellt. Eine Anregung fithrt zu einer (beliebig)
Erhohung der Energie um
AFE = En’ - En” = En - El = hc- Z2 : 1fo$ne . <1 - n12> ?gr:nzzustand)
my

Ubergang zwischen Zusténden

Man definiert die Ionisationsenergie als die Energie, die nétig ist, um ein Elektron von einem Atom
abzutrennen. Diese Energie erhilt man durch Betrachtung des Ubergangs aus dem Grundzustand |ng)
des Elektrons mit der Hauptquantenzahl ng in den Zustand |oco). Fiir das H-Atom ist

R

Er=—-FEi=he - 2% —2 = _13,6¢eV
I 1 1_‘_%
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Desweiteren definieren wir den Termwert T, als die dem absoluten Betrag des Energiewertes E,

proportionale Wellenzahl (7 = 1/)\):

By _ o Ru

Tziz .
" he 1"’_7%}

Hieraus konnen wir schliefien:

1.
2.

Avn’,n” = Tn’ — Tn"
A)\nlmu = 1/(Tn/ — Tn”)

Anhand der n” unterscheidet man verschiedene Serien von Spektrallinien, welche sich im spektralen

Raum teilweise iiberlappen.

Die LyMAN-Serie geht vom Zielzustand n” = 1 aus (also sind Werte n' = 2, 3,4, ... moglich). Die
Spektrallinien der LyMAN-Serie liegen im tiefen Ultraviolettbereich (Deep Ultra Violet, DUV).

Die BALMER-Serie tritt bei Ubergéingen zum Energieniveau n = 2 aus hoheren Niveaus auf, Die
BALMER-Serie ist sehr gut experimentell zugénglich, da die emittierte Strahlung im UV- und im
sichtbaren Bereich liegt.

Die PASCHEN-Serie besteht aus Riickfillen nach n = 3, die Strahlung ist infrarot.
Die BRACKETT-Serie besteht aus Riickfallen nach n = 4, die Strahlung ist ebenfalls infrarot.

Die PFUND-Serie besteht aus Riickfillen nach n = 5, die Strahlung ist nah-infrarot.

In allen Formeln taucht die Kernladungszahl Z auf. Das liegt daran, dass sich die Uberlegungen fiir das

H-Atom auf andere Kerne in guter Ndherung iibertragen lassen. Allerdings darf keine Wechselwirkung

zwischen Elektronen auftreten, deshalb gilt die Naherung nur, wenn das Atom soweit ionisiert ist, dass

nur noch ein Elektron iibrig ist. Das ist zum Beispiel bei Het mit Z = 2, Li** mit Z = 3 oder auch
bei U2+ mit Z = 92 der Fall.

Allgemein stimmt das Rutherford-Bohr-Modell im Groben sehr gut mit experimentellen Beobachtungen

{iberein, allerdings nur fiir 1le~-Ubergange.

Anwendungen der Wasserstoffiibergiange

Beim Laser wird Emission bei grofien Quantenzahlen (meist n’ > 100) stimuliert. Die Lebens-
dauer 7, solcher Zusténde ist sehr kurz, weswegen die spektrale Auflésung, also die Genauigkeit
des emittierten Photonenstromes im Spektrum, sehr hoch ist:

g _ & ~ 10715

Vo wo
In der Astrophysik ist auch meistens n > 100, wodurch sich Frequenzen in der Groéfenordnung
von 100 GHz ergeben kénnen. Typisch ist hier das Auftreten von Elektroneneinfingen, bei

denen ein Proton und ein Elektron sich zu einem angeregten H-Atom verbinden.
p+e — Hnj

Hierbei ist n die Hauptquantenzahl des Energieniveaus des Elektrons, und j ist die Anderung
des Hauptquantenzahl. j wird als griechischer Buchstabe notiert, zum Beispiel « fiir An = 1
und v fiir An = 3 (entsprechend der Ordnung im griechischen Alphabet). Man schreibt also zum
Beispiel H10943, wenn das Elektron von n = 109 nach n = 107 springt.

Bei so hohen Quantenzahlen bewegen sich die Elektronen nicht mehr auf Kreisbahnen, sondern
auf elliptischen Bahnen. Dadurch wird eine relativistische Betrachtung notwendig.
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Im Jahre 1916 schlugen BOHR und SOMMERFELD eine neue Theorie zur Erklarung der Elektronen-
bahnen mithilfe des Keplerschen Fliachensatzes vor, bei dem die Energieniveaus FE, nochmals durch
Feinstrukturkonstanten « in Unterenergieniveaus E, 6 aufgespalten werden. Die Bohr-Sommerfeld-
Theorie hat jedoch einige Probleme: Sie kann Ubergangsintensititen und chemische Bindungen nicht
erkldren und ist nur auf Systeme anwendbar, die lediglich ein Elektron enthalten und keine &uferen
Felder beinhalten. Um diese Dinge zu erklédren, bendétigt man die Quantenmechanik.



3.1 Die zeitabhangige Schrédingergleichung Seite 13

3 Quantenmechanik

Im Gegensatz zur klassischen Physik, in der wir von absoluter Gewissheit ausgehen, kann man in einer
Quantentheorie fiir alles nur eine gewisse Wahrscheinlichkeit angeben. Es gibt verschiedene Quanten-
theorien: Die bereits erwdhnte BOHR-SOMMERFELD-Quantentheorie hat, wie oben dargestellt, viele
Probleme und gilt als veraltet. Heute verwendet man die Theorien der Quantenmechanik nach HEI-
SENBERG und nach SCHRODINGER.

Demokrit
(460 - 371 v.Chr.) Rutherford © Niels Bohr
John Dalton 811 (1913)
(1766 - 1844)

3.1 Die zeitabhangige Schrodingergleichung

Erwin Schrédinger
(1926)

Beim Aufstellen der Schrédingergleichung geht man von dem 1924 von DE BROGLIE postulierten Welle-
Teilchen-Dualismus aus. Danach hat ein Teilchen eine Frequenz sowie eine Wellenlédnge:

E ¢ he h_ 1 h
v=1 h b v hv ¢ P
Hierbei ist ¢ die Wellengeschwindigkeit, die nicht unbedingt gleich mit der Lichtgeschwindigkeit ist!
Daraus folgt eine Beziehung fiir Energie und Impuls:

Beispiel 3.1
Ein Virus im Korper hat die Masse m = 1 ug = 1072 kg und die Geschwindigkeit v = 107 ms~!. Dann ist

h h
A=—=——=6,63-10"Ym
p m-v
Die Wellenléinge dieses Virus ist um den Faktor 1000 kleiner als ein Atomkern, also wird man keine Wellen-
effekte beobachten kénnen. Fiir ein nichtrelativistisches Elektron mit der kinetischen Energie Fy, = 10keV

erhalt man:

2 h h h
Ekin:L = p:\/QmE'Ekin = A=— <

2, P V2o Ban  V2me - By

Es ist hc = 1240eV - mm und m.c? = 511keV, weswegen sich eine Wellenléinge von A = 0,01226nm ergibt.
Das heifst, dass man in Atomen durchaus Effekte der Wellenmechanik beobachten kann.

Der Ansatz von SCHRODINGER ist der Energiesatz:

=~
Etot = Ekin + Epot = 2pim + V(?) (D)
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Schrodinger postulierte folgende Substitutionsregeln zur Umwandlung in eine Operatorgleichung:

. o)
EF — Zh'&_)
p — —ih-V

V(#) — Multiplikation mit V' (7)

Das ergibt:
ik V)2
ih-gz( ih-V)
0 2m

Der rechte Term wird als Hamilton-Operator H bezeichnet. Diese Operatorgleichung kann auf eine
(im Allgemeinen komplexe) Wellenfunktion ¥ angewendet werden. Diese Wellenfunktion beschreibt

—h2
HVE) =5 VI V() = H

das Teilchensystem vollstandig:

. _ K2 =, =
ih- 9% — SI2 20 4 V(7). U = HU

Zeitabhdngige Schrédingergleichung

Nun fehlt noch eine physikalische Interpretation der Wellenfunktion W(7,¢). Man kann |\I'|2 = U.U* als
Wahrscheinlichkeitsdichte auffassen, dass das Teilchen mit der Masse m unter Einfluss des Potentials
V(#) zur Zeit t im Raumelement dV = dz - dy - dz mit dem Mittelpunkt 7 zu finden ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen irgendwo im Raum ist, ist gleich 100%:

[ g dv =1

Normierungsbedingung

3.2 Die stationare Schrodingergleichung

Die Zeitabhéngigkeit soll aus der Schrodingergleichung eliminiert werden. Wir machen deshalb einen
Separationsansatz:

\Il(x7y7 Zat) = w(xaya z) ) U(t)

Einsetzen in die Schrédingergleichung ergibt:

. dov
zh-g‘wfv-f-lw

Wir dividieren durch v und :
th dv 1

. H
v dt @ v
Den linken Term kann man gerade als Energie interpretieren. Damit ist E die Separationskonstante
und es ergeben sich zwei Differentialgleichungen:
dv F 1
— = —-dt d — -Hy=F
v ik und - HY
Die erste Differentialgleichung wird geldst durch

o= s (150
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Es kann vg = 1 normiert werden, damit ergibt sich:

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist:

[U|° = 0" - W = ¢*(F) - exp (+z§ -t) - (7) - exp <_z§ : t) = |

Die zweite Differentialgleichung ergibt bei Multiplikation mit 1 die

(=7

Stationdre Schrodingergleichung

Hieraus folgen zum Beispiel die Energieeigenwerte im Wasserstoffatom. Diese sind abhéngig vom je-
weiligen atomaren System, dessen Potential V' (7*) und Randbedingungen. Energiewerte konnen diskret
(wie beim H-Atom) oder kontinuierlich (wie etwa beim harmonischen Oszillator) sein.

Im Allgemeinen ist es ziemlich schwierig, exakte Werte fiir komplexere Systeme zu ermitteln. Meistens
gelangt man nur mit numerischen Methoden, zum Beispiel durch Iteration, zum Ziel.

3.3 Die Schroédingergleichung im Nullpotential

Wir betrachten das Potential V(%) = 0, also ist F = — grad V() = 0. Wir beschriinken uns fiir die
Losung auf den eindimensionalen Fall. Der Ansatz ist wiederum

U(x,t) = A-expli(kr — wt)]

Zunichst bestimmen wir die in der Schrodingergleichung vorkommenden Ableitungen:

% = —iw-V
o = kU
Oy = kU
Eingesetzt ergibt sich:
ih-(—iw) O = (2w
o= g lE

Dieser Ansatz ist also gut fiir eindimensionale Félle, somit auch fiir dreidimensionale Félle.

3.4 Die Schrédingergleichung im Zentralpotential

Wir haben nun als Potential V(7) das radialsymmertische Coulomb-Potential. Aufgrund der nicht
vorhandenen Zeitabhéngigkeit dieses Potentials gentigt die Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-
gleichung Hy = E1. Wir erwarten aufgrund der Struktur der Differentialgleichung, Energieeigenwerte
FE, und Eigenfunktionen 9 fiir den Hamilton-Operator des Coulombpotentials zu erhalten. Der Hamil-
tonoperator ist gegeben durch:
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Es erscheint sinnvoll, dieses Problem zur Losung in Kugelkoordinaten zu tiibertragen:
62—872+872+872—i g 7«2 2 +# i sin ¢ 2 _|_; 872
9z ayr o 922 2 or or r2.sind 0¥ o r?-sind  9p?

radialer Anteil polarer Anteil azimutaler Anteil

Wir verwenden wieder einen Separationsansatz:

U(z,y,2) = P(r,d,0) = R(r) - ©(0) - ©(p)
Es ergibt sich:

B [0d d dR RO d . doe RO d2e .
|: <T2‘ > +m@ <smz9‘> +7“2-Sin219 . dg02 +%(T)R®®:R®¢E

r2  dr

dr

5

Zur Vereinfachung wird multipliziert mit 2m/h? - (r2 - sin? ) /(RO D).

sin?9 d [, dR sind d [ . de\ 2m 5, ., . 1 d%’®
S W) e (e ) S BVl =g

Den linken von r und ¢ abhéingigen Teil nennen wir (xx), der rechte Teil mit der Abhéngigkeit von ¢
soll (%) heifsen. (k) ergibt: ,

d—f—@-const.zO

dep
Der Losungsansatz ist ®(¢) = A-exp (imy - ). Damit ist die bis jetzt unbekannte Separationskonstante
durch —ml2 gegeben. Wir werden sehen, dass m; € Z ist. Die Ganzzahl m; wird als magnetische
Quantenzahl bezeichnet. Als Randbedingung nehmen wir die offensichtlich zu fordernde Periodizitét

U(0) = ¥(27) = A und normieren A = 1.

Zur Losung von (k) konnen wir die gefundene Separationskonstante —m% einsetzen. Wir dividieren
durch sin? ¢ und separieren 7 und ¥:

2
i 1 d (. d®\ 1 d [/, dR\  2m }
- S 9 — ) ==.= . 2B V(F)] = .
sin?g O -sing dv (Sm W) R a\" @) e B VelP)] = cons

Der linke Teil heifst jetzt (%) und der rechte Teil wird voriibergehend (*##%) genannt. Zur Separation
verwenden wir die Separationskonstante [(I + 1). Wiederum werden wir sehen, dass [ € Z ist; [ wird
als Bahndrehimpulsquantenzahl bezeichnet.

Nach der Losung werden die Winkelfunktionen © und ® zusammengefasst zu sphirischen Kugel-
funktionen Y (9, ¢) = ©(9) - ®(¢). Wir nutzen noch die Differentialgleichung (* * %) und erhalten:

1 d d 1 a2
— c—|sinY — | - —— - —=5 Y =1(I+1)Y
( sinv dv <sm d19> sin? ¢ dcp2> (+1)
Die mathematische Physik hat gezeigt, dass diese Differentialgleichung durch assoziierte Legendre-
Polynome gelost wird. Diese haben die folgende Darstellung:

(=)™
2l !

d+mi (cos® 9 — 1)
d (cos 9) ™

P (cosV) = (1 = cos )™/

Hierbei ist [ = 0,1,2,... der Grad des Legendre-Polynoms. Die ersten Polynome haben die Form:

P{(cos¥) = 1

PP(cosd) = cos?

PY(cos9) = 1.(3-cos?¥—1)
P)(cosd) = L.(5-cos?d—3-cosd)
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Die Losung von (x * ) ist also:

2 +1) - (I —my)
47 - (l—l—ml)!

Y =Y"(0,¢) = Py Oy (9) = (=1)™ - \/( P (cos )

Die folgenden Aufgaben werden dem geneigten Leser als simple Ubungsaufgabe iiberlassen:
(a) Zeigen Sie, dass gilt: YV, = (—1)™ - (Y;™)"

(b) Zeigen Sie, dass [(Y;™)*-Y,™ dQ = 1 ist. Hierbei ist dQ2 ein Raumwinkelelement.

(c) Zeigen Sie, dass durch die Legendre-Polynome ein vollstdndiges Orthogonalsystem gegeben ist,
also dass gilt: [(Y,")* - Y™ d2 = 6 - Gy my-

Nun schauen wir uns die Differentialgleichung (x*%%) an, diese lautete:

1 d /4 dR 2m 4 -
-8 V2B =1 (141
R dr (T dr>+h2 B V@l =10

Wir behaupten:

d (2 dR> d*r- R
re - =7r-

dr dr dr?
Zum Beweis:
d | d d dR dR dR d’R dR d?R d dR
— | =@ -R)| =r— |R e =2 L e 2 (2 2
"ar [dr(r )] " dr[ T dr] e T T e T e T (’" dr)

—

Zur Vereinfachung der Differentialgleichung substituieren wir r - R(7) =: u(7):

R du() {hQZ S(1+1)

E- U(F) = _% d?"22

o2 Ve -u(®)

In der Klammer steht ein neues effektives Potential, das zusétzlich zur Coulombkraft die , Fliehkraft®
des Elektrons auf der Bahn [ beschreibt:

Rl (1+1) o L*
omr?2 21

L entspricht dem Bahndrehimpuls (7 ist das Tragheitsmoment des Elektrons). Es ergibt sich:
IL|:=h-/1-(I+1) mit [=0,1,2,3,...

Damit ist die Benennung von [ als ,Bahndrehimpulsquantenzahl® gerechtfertigt. Die Losung von R(7)
ergibt sich schliefslich (siche Quantenmechanik) zu:

22 \* [(n—1-1)
Ry, = - R S A VLN G 1
a(r) (n.au> o (n )] e J L2 (o)
Hierbei sind:
22 _Ameeo -2 mM

= -r und a, = und =m, =
¢ n-ay, K 1 - €2 K " om4+M

Auferdem tauchen in der Losung die assoziierten Laguerre-Polynome auf:

n n, = n—1-—1
r +Z)'29k ) r
L2+ (o) = Z(_l)k+2l+1 _ (n it S 193
n+l AT 1. k! it
— (np — k) (2L+1+k)! - k! I = 01...n—1

Die Separation der urspriinglichen Schrédingergleichung war also erfolgreich. Was gilt fiir die R(7)?
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e Die R(7) sind normiert: [;° RY, - Ry dr =1
b Rn,l ~ eXp(—?“/n)
® Ryo(r=0)#0und R, 2o(r=0)=0

Betrachten wir nun die Darstellung der Kugelflichenfunktion Y:

e V" ist normiert.
e Fiir [ =0 ist Y™ réumlich isotrop, fiir m = 0 ist Yl0 ~ cos? 9.

e Es sind nur solche Y, definiert, fiir die [m;| <1 ist.

Die tibliche Darstellung fiir den Radialteil lautet:

D(r) =12 Ry (r)?
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte D(r) ist ein Mass fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron
sich im Intervall [r,r 4 dr] befindet. Alle Nullstellen von R,,; iibertragen sich auf D. Aufserdem kommt
die Nullstelle » = 0 hinzu (welche eigentlich nur bei R,, ;+o vorkommt).

Zur Bezeichnung: Den Bahndrehimpulsquantenzahlen werden Buchstaben zugeordnet.

Bahndrehimpulsquantenzahl | 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
Orbitale s|ipld| flglh

Aus der Hauptquantenzahl n und dem Buchstaben fiir das Orbital ergibt sich die Elektronenkonfi-
guration, zum Beispiel 3d fiir n = 3 und [ = 2.

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte D(r) hat unter anderem die folgenden Maxima:

Konfiguration | 1s | 2p | 3d | 4f
Abstand r ag | 4ag | 9ag | 16ag

Nun betrachten wir die Funktion ®(¢). Diese hing von der magnetischen Quantenzahl ab:
By = A-e™F mit m=0,+1,42,...

Die Normierung ergibt A = 1/v/27. Dann ist |®,,, |2 = 1/27 unabhéngig von ¢, daher hat das Elektron
in gleichgrofen Winkelelementen dp; und dg, eine gleichgroke Aufenthaltswahrscheinlichkeit. (Die
Losung ist also in der zy-Ebene isotrop.) Die ®,,, bilden ein Orthonormalsystem:

27
/q)ml . @:ﬁn; d(p = (Smhm;
0

Es verbleibt noch ©(¥) zu betrachten. Durch

O, | - sin 9 dV = O, - OF,, - sin W dV

ist die Wahrscheinlichkeit gegeben, das Elektron in dem Intervall [¢, 9+ dv] zu finden. Die Normierung
dieser Funktionen erfolgt wie folgt:

27
/@l,ml : G)l’,m; -sind d¥ = (5[711 . (2l n 1) - (l — ml)'
0

Die Funktion © nimmt einige bekannte Formen an:
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1. Fiir [ = 0 und m; = 0 ergibt sich eine radial symmetrische Wellenfunktion YOO = /1/4x. Diese
Funktion heifst s-Wellenfunktion oder Kugelfunktion.

2. Fiir [ = 1 und m; = 0 ergibt sich Y ~ cos? und daraus Y;? - (Y))* ~ cos® 9. Dies entspricht
einer Dipolantenne, die in z-Richtung strahlt.
Fir [ = 1 und m; = +1 ergibt sich Y*' ~ sin® und daraus Y= - (Y)* ~ sin?9. Dies
entspricht einer Dipolantenne, die in der zy-Ebene strahlt. Die Wellenfunktionen mit [ = 1

heifen p-Wellenfunktionen.

3. Fiir I = 2 und m; = 0 entspricht Yy dem Feld einer Quadrupolantenne. Die Wellenfunktionen
mit [ = 2 heifsen d-Wellenfunktionen.

Die allgemeine Losung hat Eigenfunktionen ¢ und damit auch Eigenwerte F;. Setzt man ¢ in die
Schrédingergleichung ein, erhélt man:

Ry 27

E”:_hc'lJr%'ﬁ

Dies ist analog zur Bohr-Rutherford-Theorie. Allerdings ist die Energie nur von der Hauptquantenzahl
n abhéngig, also haben alle Zustéande die gleiche Energie, unabhéngig von der Bahndrehimpulsquanten-
zahl [. Dieses Dilemma (mehrere Zustiande mit derselben Energie) bezeichnet man als Entartung.

Zur Darstellung der Wellenfunktionen benutzt man eine von WHITE entwickelte Methode, bei der eine
Spindel mit der Silhouette des Graphs von D(r) drehbar gelagert und durch einen Motor auf der z-
Achse gedreht wird; es entsteht eine Bewegung in ¢-Richtung. Der polare Winkel ¥ wird mittels eines
Holzprofils, welches die Form von Y, hat, zwischen 0 und 7/2 eingestellt. Die Bewegung der Spindel
wird mittels einer Kamera mit Langzeitbelichtung aufgezeichnet.

3.5 Die Grobstruktur des H-Atoms

Die Quantenmechanik, insbesondere die Schrodingergleichung, wird angewendet auf das Zentralpro-
blem mit dem Coulombpotential des H-Atomes. Man erhilt eine Losung mit drei Quantenzahlen:

n = 1,2,3,...
l 0,1,2,...
mp = —l—l+1,...,0—1,1

Zu jedem n existieren n verschiedene [-Werte, und zu jedem [ existieren 2! 4+ 1 verschiedene m;-Werte.
Das System ist also iiberbestimmt. Wir wissen, dass es moglich ist, die Energien alleine durch n
zu bestimmen, wihrend die Eigenfunktionen durch alle drei Quantenzahlen beeinflusst werden. Die
Energie eines Quantenzustandes ergibt sich aus:
1
E,~——
n TL2
Die E, sind also entartet, dabei ist die [-Entartung n-fach und die m;-Entartung ist (27 + 1)-fach.
Zum Beispiel haben fiir n = 2 die Zusténde | = 0 (Konfiguration 2s) und [ = 1 (Konfiguration 2p) die
gleiche Energie, also ist die Energie zweifach [-entartet.
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4 Fein- und Hyperfeinstruktur des
H-Atoms

MICHELSON und MORLEY beobachteten 1887, dass die Balmer-Linie des Wasserstoffspektrums eigent-
lich aus zwei sehr dicht nebeneinander liegenden Linien besteht. Ein erster vager Erklarungsversuch
waren die von der Bohr-Sommerfeld-Theorie prognostizierten elliptischen Elektronenbahnen. Heute
kennt man die genauen Ursachen und Probleme fritherer Theorien:

e Das Elektron hat einen Elektronenspin S.
e Der Atomkern hat eine bestimmte Nukleonenstruktur.

e Es miissen einige relativistische und elektrodynamische Korrekturen vorgenommen werden. (Da-
flir nimmt man die Dirac-Gleichung, die relativistische Version der Schrédingergleichung.

ngs = Hkin + Hpot

Die potentielle Energie setzt sich zusammen aus:

Anteil Ursache Grofe
Hcoulomb Coulomb-Wechselwirkung 10eV
Hig Feinstruktur-Wechselwirkung 10~%eV
Hqrp Quantenelektrodynamik-Wechselwirkung 10~°eV
Hyg Hyperfeinstruktur-Wechselwirkung 107°eV
Homa Abweichungen aufgrund unterschiedlicher Nukleonenstruktur | 1078 eV

4.1 ,Normale” Feinstrukturaufspaltung (Spin-Bahn-Kopplung)

Die Niederlander GAUDSMITH und UHLENBEEK postulieren 1925, dass
das Elektron einen Spin haben muss. Damit ergibt sich eine neue Spin- GRAPHIK
quantenzahl s = £1/2. Daraus ergibt sich eine Spinquantenener-

gie ) (wird nachgereicht)

AuRerdem wird der Bahndrehimpuls |L|2 = - (I 4+ 1) - A2 um den Spin-
drehimpuls erweitert:

|,S_"|2 =3- (5 + 1) . h2 = |§| ERVEE (5 + 1) - h Drehimpulskopplung im Atom

Neben der magnetischen Quantenzahl m; fiihrt man eine magnetische Quantenzahl mgs = +1/2 ein.
Man hat insgesamt zwei gekoppelte Drehimpulse L (des Atomes) und S (des Elektrons), es liegt also
ein Kreisel vor. Die Kopplung zwischen Lund § entspricht der normalen Feinstrukturaufspaltung. Sie
folgt aus der Anderung des elektrischen Feldes (in der Grofenordnung von 107 V/m zwischen Kern
und Elektron, was zu einem Magnetfeld fithrt. Dieser Effekt soll jetzt quantifiziert werden.
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Mit der Umlaufperiode T' = 27 - /|9 kann das bewegte Elektron als
Strom aufgefasst werden: GRAPHIK

_dQ _ e e |7

I = T T = or 1 (wird nachgereicht)

Entsprechend ergibt sich ein magnetisches Moment in der durch die Be-
wegung des Elektrons beschriebenen ,Stromschleife (€; sei die Normale
auf der Ebene, in der die Stromschleife liegt):

€-v . 7TT‘2 _ % — i Smry = € . |E’ Zur Quantifizierung der Kopplung

2 -7 2 2m 2m

,ul:I‘\ﬁ]:I'm“z:

Fir ]f\ gibt es zwei Moglichkeiten: Im Bohrschen Modell ist \E| = |- h, damit ergibt sich !

el-h up =
e = —l . e = ——=. L
om HE " € h

= —

Das magnetische Moment ist also quantisiert. Das kleinstmdgliche magnetische Moment ist:

pp = €L =09274-10"%J/T

Bohrsches Magneton

Oben haben wir gesehen, dass fi; linear abhéngig vom Bahndrehimpuls ist. Eine &hnliche Formel gilt
auch fiir Spindrehimpulse, wenn man einen Korrekturfaktor einfiihrt.

—

/:’:l:_gl#B . L /]/’S:_gs'}élB -S
mit mit
g =1 gs =2

Aus den Maxwell-Gleichungen folgt, dass die Bahnbewegung des Elektrons dazu fiihrt, dass auf das
Elektron ein Magnetfeld wirkt, was zu einer Anderung der potentiellen Energie fiihrt:

gs'MB_S:.B’

B=—-—— 9xE = AE=—-——u,-B=
U X 5 s .

c2

N | =

Der Faktor 1/2 wurde 1926 von THOMAS eingefiigt, um relativistische Effekte zu beschreiben. Nun
sechen wir uns die Lorentzkraft F' = ¢ - (¢ x B) an, welche mit dem elektrischen Potential als F' =
—0V/0r - 7/|F] quantifiziert ist. Das Magnetfeld ist damit:

—

Der Bahndrehimpuls war L = m - (Fx ¥) = —m - (¥ x 7), durch Kombination mit der obigen Gleichung

ergibt sich:

.11 .
=i L V.

r emc? Or

Dies kénnen wir, zusammen mit V/0r = e2/(4meq - r?), in die obige Energiesinderung einsetzen:

e? S-L

AFErg = .
Ls 4dmeg - 2mc? 13

(00)

1Wobei zu beachten ist, dass das magnetische Moment und der Drehimpuls per Konvention antiparallel sind.
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Diese Energieéinderung liegt in der Grokenordnung von 10~%eV. Das Magnetfeld hat eine Stirke von
etwa 1T. Die Wechselwirkung kann man sich so vorstellen: Der Bahndrehimpuls L generiert ein Ma-
gnetfeld B, welcher in S bzw. mu, ein Drehmoment erwirkt. Dadurch fiihren S und L eine Prizessi-
onsbewegung um eine gemeinsame Achse, die auch quantisiert sein muss:

J=L+S = |Jl=vVj-G+1)-h

Man wéhlt ein korperfestes Koordinatensystem, fiir das J um die z-Achse prazediert. Dann préazediert
L um die J-Achse und S um die L-Achse, wobei die letzte Prézession um den Faktor 1000 schneller
lauft als die anderen. Im zeitlichen Mittel ist:

(Jo) =(Jy) =0 und (J;) =m;-h#0

Man fiihrt also fiir die Quantenzahl j auch eine magnetische Quantenzahl m; ein, welche die Werte
mj = —j,—j+1,...,7 —1,j annehmen kann. Nun wollen wir die Definition von J ausnutzen, um die

Energiednderung zu vereinfachen:

_Jo=Lss

J-J = L-L+8-5+2-S-L

S-L = %-(f-f—i-i—ﬁ.g)

S L = [-G+)—1-(1+1)—s-(s+1)

AELs = gz 290 -G+ —1-(+1)—s-(s+1)]

Damit wird das Energieniveau n fiir [ # 0 aufgespalten in zwei Zusténde [ 4+ 1/2 und [ — 1/2. Bis jetzt
haben wir nur das H-Atom betrachtet; allgemein gilt:

2. 72 oo
& 2Z E, - 1” .S.I

AELs = —

Hiermit wird eine neue Konstante eingefiihrt.

2
o= —¢ — 1 ~ L
"~ 4meo-he 1370359895 " 137

Feinstrukturkonstante

Fiir J gilt wiederum, dass die z- und y-Komponenten im Mittel verschwinden:
(Jo) =(Jy) =0 und (J;)=m;-h

Hierbei gilt:

‘ mj = my + ms

Als allgemeine Schreibweise fiir die Zustidnde hat sich durchgesetzt:

n(2s+1) L
Hierbei sind n die Hauptquantenzahl und 2s+1 die Multiplizitét. L ist der Buchstabe fiir die Bahndre-
himpulsquantenzahl [ (als Grokbuchstabe: S, P, D, F', G, ...) und j ist die Drehimpulsquantenzahl.

Wir wollen nun die Zusténde fiir das H-Atom auflisten. Hier gilt j =1 4+ 1/2, wobei j > 0 sein soll.
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n|l| j Bezeichung
1/0]1/2 125 /o
2 (0] 1/2 22512
2 1[1/2 2P )5
2 113)/2 22Py
310]1/2 3%51/2
3111]1/2 32Py
311]3/2 3%P3 )5
312)3/2 3%Ds o
312]5/2 32D5 /9
410 1/2 4251 19
4 111]1/2 42Py
4 1113/2 4Py 5
412|3/2 42Ds 9
412|5/2 42D5 5
4 13|5/2 42Fy o
413|7/2 42Fr )y

Unser Ziel wird es nun sein, herauszufinden, unter welchen Umsténden die einzelnen Niveaus besetzt
werden konnen. Vorher fithren wir nun noch zwei weitere Korrenturen zur Feinstruktur ein, zum einen
die relativistische Geschwindigkeit der Elektronen, zum anderen die endliche Ladungsdichte am Ort
des Kerns (fiir [ = 0-Zusténde).

4.1.1 Relativistische Korrekturen

Die relativistische Form des Hamiltonoperators lautet:

H:\/p2~02+m3'c4—m0-62+V(F)

kinetische Energie T

Das bewirkt nur eine ,kleine“ Anderung gegeniiber der nichtrelativistischen Rechnung. Entwicklung
nach p fithrt auf:
p2 1 p4 O 6
T="—4+-. 4. ..
2mo 8 mdc? )

———
=AT
Der erste Term entspricht der klassisch erwarteten kinetischen Energie T, der zweite Term ist ein
Storungsterm.
1 pt T
AT = —= =——9% <71
8m3 - 2 2mg - 2 0

Die klassische kinetische Energie kann abgeschéatzt werden durch:

1 2
To~ E,—-V({#) = ATl =-— | En = V(7

Beim Rechnen mit Stérungen kénnen wir die Erkenntnisse aus der Variationsrechnung anwenden:

ABw = —g5io (B VL)

" 2mg-c2

B 1 2 A 2 Z2 4
= T omge2 [En —2E, - <_47T:0-’I”> + <(47rz—:06-7’)2 >]
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Klassich erhélt man den Erwartungswert einer periodischen Funktion aus:

() =3 [ s &

In der Quantenmechanik muss mit der Wahrscheinlichkeitsdichte gewichtet werden:

(7)) = / ) - @ D2 dr

1 1z q 1 1 zZ?
— —_ . — n J— [ —
T n?  ag b 72 (14+1/2)-n® a3

Daraus folgt fiir die Energiedifferenz zwischen nichtrelativistischer und relativistischer Rechnung:

a? . 7?2 [3 n ]

Es ergibt sich damit:

AErel:_En' n2 1_l+1/2

4.1.2 Korrekturen fiir die endliche Ladungsdichte

Bei 7 = 0 findet sich fiir [ = 0 (also die Zusténde 1s, 2s, 3s und so weiter) eine endliche Ladung.
Klassisch betrachtet kann dass Elektron nie am Ort des Kernes sein. In der Quantenmechanik muss
man zur S-Wellenfunktion einen Korrekturterm hinzunehmen, der von DARWIN entwickelt wurde (und
hier nicht hergeleitet werden soll):

w-h?  Ze?

2 (Za)?
AEDarwin = m : F«EO : W)n,l,ml (T = O)| =LK, n

Daraus folgt, dass es ein endlich grofser Teil der Elektronenladung bei r = 0 liegt.

Die Gesamtenergie des Elektrons ergibt sich mit allen Korrekturen zu:

Eﬂ,j = E, + AEjfs =k, + AEJLS + AE/jlrel + AEjDarwin

- Z2_ 2 3
Bnj=En- (14258 (557 - )]

Gesamtenergie des Elektrons mit Feinstrukturkorrekturen

Die Energie hingt immer noch nicht von der Bahndrehimpulsquantenzahl ab, somit gibt es ab n = 3
weiterhin eine Entartung. Diese Entartung kann man auflésen, wenn man das Kernfeld nicht mehr als
ideales Feld annimmt, sondern im Rahmen der Quantenelektrodynamik als quantisiert betrachtet. Dies
fiihrt zum sogenannten LAMB-Shift nach Willis E. LAMB.

4.2 Lamb-Shift. Anomale Feinstrukturverschiebung

Bisher haben wir den Energieterm mithilfe der Spin-Bahn-Kopplung, der relativistischen Rechnung
und der DARWINschen Niherung der Ladungsdichte fiir = 0 korrigiert. Nun soll, wie in der Quante-
nelektrodynamik tiblich, ein Feld als quantisiert angesehen werden:

\E|:;M- <nw+;)
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Der tiefste Zustand liegt bei n, = 0, also |E | = hw/2. Also existiert immer ein elektrisches Restfeld
im Vakuum, die sogenannte Vakuumpolarisation.

Aufgrund dieser Quantisierung kann sich das Elektron nicht auf einem festen Radius |Fg| bewegen,
sondern weicht zu einem neuen Radius |7| aus. Hierbei sind 7y und 7 die Ortsvektoren des Elektrons
ohne und mit Vakuumfeld. Die Differenz heiftt d7* = 7 —7(. Das Potential kann um 7 entwickelt werden.
Man beachte dabei, dass die Abweichungen im Mittel verschwinden, ihre Quadrate jedoch nicht.
V(F) = V(i +dF)=V(io)+ VV-di +i. V2V (dF)?
=0 im Mittel

V(@) = V(rg)+ 3. V2V . (d7F)?

N[ —

Die Bindungsenergie sinkt aufgrund dieses Effektes also ab, und zwar um etwa 1072 % bis 107° %.
Z4
AE’Lamb ~ ﬁ
Man beachte, dass diese Korrektur nur bei S-Zustédnden angewandt werden muss, da man nur dort
eine Kreisbewegung hat. Damit haben zum Beispiel die Zusténde 225, /2 und 22P, /2 nicht mehr die
gleiche Energie, Entartungen in héheren Bahndrehimpulsquantenzahlen bestehen jedoch weiterhin.

4.3 Hyperfeinstruktur und Isotopieeffekt

Bisher haben wir den Atomkern als strukturlos betrachtet. Jetzt wollen wir nach den Uberlegungen
von PAULI (1924) eine Kernstruktur einfiihren. Die Gesamtmasse setzt sich aus der Masse der einzelnen
Neutronen und Protonen zusammen. Damit haben wir neben dem Gesamtdrehimpuls J des Elektrons
(Masse m,) auch fiir den Atomkern (Masse my) einen Drehimpuls I. Neben der Drehimpulsquanten-
zahl j fir das Elektron (die wie gehabt quantisiert ist) eine neue Zahl i = 0,1/2,1,3/2,... ein, die
aufserdem mit einer magnetischen Quantenzahl m; = —¢, —i+1,...,7— 1,4 versehen ist. Es gilt nun:

I =+/i(i+1)-h
In Analogie zum Elektron gibt es auch hier ein magnetisches Moment:

R I . eh Me
Pr =gr-pN-+ mt gy = =— " IB
h 2m,  my

Hierbei ist g; der g-Faktor des Kernes und uy das kleinstmogliche Kernmagneton (in Analogie zum
Bohrschen Magneton).

Das magnetische Moment war beim Elektron relevant wegen des Elektronenspins. Auch hier gibt es
einen zusitzlichen Eintrag im magnetischen Moment aufgrund eines Kernspins. Aufgrund des Massen-
verhéltnisses von Kern und Elektron erwarten wir eine (gegeniiber AFg um drei Grofenordnungen
kleinere) Korrektur der Elektronenenergie, falls iy zu einem Magnetfeld koppelt:

AByg = —ji; - B(F = 0)

Die relevanten Magnetfelder werden erzeugt durch den Elektronenspin sowie die Bahnbewegung des
Elektrons.

Beim Elektron war J = L + S der Gesamtdrehimpuls. Nun werden Tund J gekoppelt zu einem neuen
Drehimpuls:

—

Fy
F=J+I=|F,
F;
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Wiederum sind die - und F-Komponenten von F im zeitlichen Mittel gleich Null. Wir kénnen zudem
festellen, dass |B| ~ J und |m;| ~ I ist.
ABuy = —jir-BF=0)=A-T-J

Das Quadrat von F ist

Es ergibt sich also:

= BGF=0)
Man beachte, dass die I.J-Prizession im Vergleich zur LS-Priizession sehr langsam verlauft.

Beispiel 4.1 Hyperfeinstrukturaufspaltung im H-Atom
Wir haben nur i = 1/2 und j = 1/2. Daraus ergibt ich fir f:

f=iij={0

1

Der Grundzustand (n = 1) spaltet sich in zwei Niveaus auf und man erhélt AE}, ;; ~ 1420 MHz. Dieser Effekt
ist aber nur wichtig fiir niedrige Hauptquantenzahlen, da die Aufspaltung bei kleinen Hauptquantenzahlen
wesentlich grofer ist als bei grofen (wegen der hoheren Néhe zum Kern).

Zur Hyperfeinstrukturaufspaltung kommen zwei Korrekturen:

(a) Der Kern enthélt noch nicht beriicksichtigte magnetische und elektrische Multipole (aufgrund
seines endlichen Volumens und der inhomogenen Ladungsverteilung). Die Abweichung vom Cou-
lombpotential fithrt auf hohere Multipole, vor allem den elektrischen Quadrupol und den magne-
tischen Dipol. Fiir die Energie der Elektronen im Feld des Kerns galt bisher:

Qe

————dQ
4 -eg -7

2
ECoulomb =Z- e - /

Die Ladungsdichte der Elektronen g, ist isotrop. Nun betrachten wir als erste Abweichung die
Energie des Kerns im Feld der Elektronen:

Ek:e'/Qk'SOedQ

Die Energiedifferenz AFE ist also AE = Fr — Ecoulomb als eine Abweichung vom idealen Modell
einer punktférmigen Ladungsverteilcung im Kern. Fiir eine Quadrupolladungsdichte gilt zum
Beispiel:

- _eQ'SOzz(TZO) § 2 _1
AE—AEQ——4 5 08 P 5

Wir kénnen nun ¢, nach kleinen r entwickeln.
eQ:e-/rg- (3'COS2¢—1) or dQ2

Hierbei ist @ ein Wirkungsquerschnitt (in cm?). Der Fall Q = 0 ist trivial (man hat wieder eine
kugelférmige Verteilung). Ansonsten hat man eine Anisotropie (fir @ > 0 eine ,Zigarre®, fiir
@ < 0 eine ,Oblate").
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(b) Isotopieeffekt: Ein Atomkern besteht aus Z Protonen (Z > 1), jeweils mit der Masse m,,, und N
Neutronen (N > 0) mit der Masse m,,. Die Massen von Neutron und Proton sind in etwa gleich.
Somit haben wir insgesamt A = Z 4+ N Nukleonen mit der Gesamtmasse my ~ A - m,. Fiir
Z = const. und N variabel haben wir verschiedene Isotope. Nun gibt es zwei Korrektureffekte:

e massenabhéngiger Isotopieverschiebungseffekt (IVE): Analog zum BOHR-RUTHERFORDschen
Masseneffekt haben wir eine reduzierte Masse:

Me - MN

my = ————

Me + My
Die Energieeigenwerte ergeben sich nun zu:

.72
En:*hC'Ry 3 . |:]_ me:|
n my

Zwei Isotope unterscheiden sich durch die verschiedenen Kernmassen:

R, Z? 1 1 1
my=A4"m, und mi=A"-m, = AE=hc -me-{ }N

2 ] 2
n my  mliy A
AII_AI
= TAl AT

Offensichtlicherweise ist dieser Effekt besonders stark fiir kleine Kerne. Fiir ein H-Atom
haben wir in der Balmer-Serie etwa A7 = 1,26 - 102 cm™" und A\ = 0,18 nm. Bei A > 30
ist der massenabhéngige IVE kaum noch messbar.

e Volumen- oder Feldeffekt der IVE Dieser Effekt ist analog zum Lamb-Shift: Fir A > 30
muss die endliche Ausdehnung der Kernladung beachtet werden. Das e™-Potential muss also

variiert werden.
o

I(AE) = /Qk S5(AV) - 47r? dr
0

Hierbei ist 0(AV') die Variation der Kreisbahn durch die Kernladung. Dieser Effekt ist
allerdings nur fiir kernnahe Bahnen wichtig, also fiir p- und s-Schalen.
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5 Verallgemeinerung der
Quantenmechanik

Bisher hatten wir die Wellenmechanik des H-Atoms mithilfe der Schrédingergleichung beschrieben.
Nun sollen eingefiithrt werden:

1. die Matrixdarstellung nach HEISENBERG

2. die DIrRAC-Schreibweise fiir Vektoren

3. die Darstellung von Konfigurationen im Hilbertraum
4.

die Anwendung auf Vielteilchensysteme (etwa fiir das Periodensystem oder den quantenmecha-
nischen Tunneleffekt)

5.1 Operatoren. Eigenwerte. Eigenfunktionen. Quantenmechanischer
Mittelwert

Wir haben bereits den HAMILTONoperator H kennengelernt.
Hy=FE -

Hierbei ist 1 eine Eigenfunktion und FE ein Eigenwert. Im Folgenden seien alle Operatoren durch
Uberstriche gekennzeichnet. Zu einem physikalischen Parameter A gibt es immer einen zugehorigen
Operator A. Wir kénnen iiber H einiges sagen:

e H ist ein linearer Operator. Allgemein gilt:
(A+B)f = Af + Bf

e Der Operator ist hermitesch, das heifit, in Af = X - f ist A immer reell. Zum Beweis integrieren
wir iiber den Konfigurationsraum X (also den Hilbertraum). Dann muss gelten:

JFHdx = [(Ff)*-fdX

S dx = [(Af)"- fdX

A fffdX = X[ ffdX
= A = X

e Die Eigenfunktionen f, bilden ein Orthonormalsystem:

/f;:-fmdx_anm

Im H-Atom sind diese Eigenfunktionen die %y, 1 m, s.ms,....- Es gilt immer:

=) ¢y und /w*wdxzzc;.ciél
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Fiir eine periodische Funktion haben wir das zeitliche Mittel definiert:

T
(A>:;-/A(t)dt
0

Dieser Mittelwert gibt auch eine Aussage iiber den Erwartungswert. Allgemein definiert man bei be-
kannter Wellenfunktion :

(A) = / AP dX

Ist 1) eine Eigenfunktion zu A, so ist A der Eigenwert zu 1), denn es gilt Ay = A - 1. Daraus folgt ein
wichtiges Prinzip:

Eine gleichzeitige scharfe Bestimmung zweier physi-
kalischer Parameter A und B ist nur moglich, wenn
1) sowohl zu A als auch zu B eine Eigenfunktion ist.

Fiir den Beweis machen wir einen Ansatz iiber die beiden Eigenwertgleichungen Ay = a -1 und
Bt =b- 1. Wir wollen die erste Gleichung von links mit B multiplizieren.

BAY =B(AY)=B(a-y)=a-Byp=a-b-1
Die zweite wird analog von links mit A multipliziert:
ABYp=b-a-1
Damit sind beide Gleichungen identisch. Es gilt B Ay = A Bi. Umgeschrieben ist:
0=BAy —ABy=[BA-AB|v = [B,Av
Hiermit ist die PO1ssoN-Darstellung erklirt. Wir folgern mit Heisenberg: Beide Grofen A, B sind beide

gleich priizise (also scharf bestimmbar), falls B und A kommutieren. Als Besipiel nehmen wir Ort #
und Impuls P, und setzen ein:

Die Operatoren kommutieren nicht, daraus folgt, dass Impuls und Ort nicht gleichzeitig scharf be-
stimmbar sind. Es folgt die bekannte Ungleichung fiir die Unschérfe:

Aaz'Aprg und AFE-At 2

| St

Nun kommen wir zu Erhaltungsséitzen. Bei der Erhaltung von Gréfen gilt fiir alle Zeiten:
0

(A) = const. = 5 (A)=0
Wie ist das mit der zeitabhéngigen Schrodingergleichung vereinbar?
0 i IT,
ag?f:fﬁ;w.i o
S = R = g () = ) = T
= 3 [JHY) Ap dX — [ A(HY)] dX
= 3 S Y HAY X — [¢*AHY dX]
P (A v ax

Diese zeitliche Mittelung verschwindet (sprich: die physikalische Grofe A ist genau dann zeitlich er-
halten), wenn m,m = 0 ist. Zum Beispiel wenden wir diese Beziehung auf die Energie, Impuls,
Drehimpuls, strahlende Ubergiinge etc.
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5.2 Dirac-Schreibweise und Matrixdarstellung

Bisher hatten wir einen linearen Vektorraum, den sogenannten Hilbertraum. In diesem haben wir
Vektoren V;, die kommutativ und assoziativ addiert werden kénnen und mit Skalaren so multipliziert
werden konnen, sodass wieder Assoziativitdt und Distributivitdt gelten.

Als Verbesserung dieses Modells schlidgt DIRAC Spaltenvektoren (sogenannte Ket-Vektoren |v)) und
Zeilenvektoren (sogenannte Bra-Vektoren (v|). Die Ket- und Bra-Vektoren sind gegeben durch eine
Gruppe von komplexen Zahlen:

) =1 und (o] = (v, ..., vp)
Un

Es gibt entsprechend Basisvektoren |e;) = |i) und (e;j| = (j|, bei der alle Komponenten Null sind, aufser
der i-ten bzw. j-ten Stelle, an der eine Eins steht. Natiirlich ist das Skalarprodukt (j|i) = 6;;. Wir

konnen also schreiben:
o)=Y v li) wnd (= 0f

i i
Die Multiplikation mit einem Basisvektor ergibt:
G0 = G- vl = S (1o = 3w =
Analog ist (v]j) = vj. So konnen alle Komponenten der Vektoren (v| und [v) kénnen bestimmt
werden.

Jetzt lassen wir einen Operator €2 auf |v) wirken.

Zvi-m] =D Q) =3 v )

Nach DIRAC kann man  als n x n-Matrix mit n? Komponenten darstellen.

Q) =Q

Q1 Q2 - Qg
) O
Qo1 : y . o Ol
Q=1 . Qi ‘ = ‘Z>: : = (jli") = (| Qi) = Q
Qi o o Qn

Also ist |i') = Qi) gerade die i-te Spalte der Q-Matrix. Analysieren wir Q |v):
(1Q1v) = GIQY vl =D vi- (j1Q1) =Y vi- Qi = v

In Matrixschreibweise ist:

v e - {1Qfn) vl

Un (n|Q2[1) -+ (n[Q]n) Un
Ein wichtiger Operator ist der Identititsoperator I, der durch die Einheitsmatrix gegeben ist:

I=3 i) (il

%
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o a|v) = |awv) und (av| = (v|a*

e Qv) =|Qv) und (Qu| = (v| Q" (adjungierter Operator)
e hermitescher Operator: Qf = Q

e antihermitescher Operator: Qf = —Q

e unitirer Operator: Q- Qf =T

5.3 Postulate der Quantenmechanik

1. Der Zustand eines quantenmechanischen Teilchens im Hilbertraum wird durch den Ket-Vektor
|v) beschrieben.

2. Die Darstellung von Ort und Impuls in der Quantenmechanik wird durch zwei hermitesche Ope-
ratoren X und P, erreicht. Hierbei ist:

(x| X|z) =2-0pe und (2| Pylz) = —ih - Ops
3. Die Funktion |¢(t)) gehorcht der Schrodingergleichung in folgender Art:

ih - % |7, t))y = H - |¢(7,t)) mit H = Hamilton-Operator

4. Fir den Eigenwert w zum Operator €2 eines Teilchens im Zustand |¢)) ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit:

Pw)~ [{w|¢)]* mit Q) =w-|v)
Infolge der Messung des Eigenwertes w transferiert sich [¢)) zu dem neuen Eigenzustand |w).
Dieses Phianomen wird als Kollaps der Eigenfunktion [¢) bezeichnet.

Bemerkungen und Konsequenzen

(a) Lineare Superposition: Zwei Zustinde « - |w;) und (- |we) konnen zu einem neuen Zustand

kombiniert werden:
o |wr) + B fws)

’¢> - O[2 + 62
In dem neuen Zustand haben die beiden Unterzustdnde eine eigene Wahrscheinlichkeit:
ja? 18
Pw)=577 wd Pl)=575

(b) Heisenberg’sche Unschirferelation
[X,P,]=1ih = B|y), welches gleichzeitig auf X und P, wirken kann

Diese Relation ist ein Ergebnis der statistischen Mechanik; es folgt (pro Dimension):

h
Wie erhalten wir eine Beziehung zwischen der Energie und der Zeit?
Az p; dE _ ps AE | Az
[l = v At 2m dp, m Ve Ap At

Damit folgt insgesamt:

Az-Ap, =AE-At>1
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5.4 Der quantenmechanische Oszillator

Wie in der klassischen Mechanik betrachten wir zwei Massen, zum Beispiel zwei Atome in einem Mole-
kiil. Zwischen den Atomen wirkt hier eine Bindungskraft. (Alles kann im Eindimensionalen betrachtet
werden.) Dieses System vergleichen wir mit einem klassischen Federpendel, bei dem eine Masse m an
der Decke durch eine Feder mit der Federkonstante k& aufgehédngt ist. Die Gesamtenergie kénnen wir
durch den Hamiltonoperator darstellen:

2 2
p m - w
H T L2

- 2m 2

Zu den Grofen z und p, gehoren quantenmechanisch die Operatoren X und P, = ih - 9/0x. Wir
definieren nun einen Operator, der gleichzeitig Orts- und Impulsraum addressieren kann:

a(X,P) = 5 X+ignos P
(LT(X, P"L") = v % X~ 2m-1w-h Py

Im Prinzip ist dies das Gleiche vorgehen wie bei der Superposition zweier Zustdnde. Es ergeben sich
die Relationen:
(a) [a,al] =1
(b) ala=22 . X2+ 1. P24 L. [X,P]=4& -1
Umgestellt ergibt sich H = h-w - (afa + 1/2). Man erhilt den normierten Hamilton-Operator:

~ H 1
H:a:aja‘i‘i

Angenommen, H ist ein Operator zu den (Energie-)Eigenwerten ¢ und den Eigenfunktionen |g),
also gilt H [e) = ¢ - |e).

(¢) Kommutatoren:
[a,ff] = [a,a'a+ 3] = [a,a’a] =a
[aT,ﬁ] = [aT,aTa—i— %} = —al
Nun kénnen a und a' auf die Eigenwerte e einwirken. Wir wollen zeigen, dass a und a! sinnvolle
Operatoren im Sinne der Quantenmechanik darstellen, welche eine Zustandsénderung erlauben. Dazu
benutzen wir Operatoren der Ha |¢) und Ha' |e).
{a,f]} — aH—-Ha = Ha=aH- [aﬁ]

Hale) = (aﬁ— [aﬁD ) = (aﬁ—a) ey = a(H —1)]e) = (e — 1) - ale)

Also hat die Eigenfunktion a|e) einen Eigenwert von ¢ — 1. Wenn a also auf eine Eigenfunktion |¢)
wirkt, wird € um 1 erniedrigt. Analog folgt:

Ha'le) = (e+1)-al|e)

Die Operatoren a und a werden Vernichtungs- und Erzeugungsoperator genannt. Nun haben wir
die folgenden Eigenfunktionen:

e Zum Eigenwert e gehort die Eigenfunktion |e).



5.4 Der quantenmechanische Oszillator Seite 33

e Zum Eigenwert ¢ — 1 gehoren die Eigenfunktionen |¢ — 1) und a |e).

e Zum Eigenwert ¢ + 1 gehoren die Eigenfunktionen |¢ + 1) und af |¢).

Da jeder Eigenwert nur eine linear unabhéngige Figenfunktion haben darf, diirfen sich die Eigenfunk-
tionen |¢ — 1) und a |¢) nur um eine Konstante unterscheiden (analog fiir € + 1):

alg) =C.le—1) und a'l|e) =Coyyle+1)
Die Abbildungen wirken also so:
a:le)le—1) und af:le) e+ 1)

Gibt es einen Grundzustand, also einen tiefsten moglichen Zustand |eg) zum Eigenwert €97 Ange-
nommen, |gp) existiert. Dann miisste gelten:

a |€0> =0
Umgekehrt kann man den Grundzustand ,,aus dem Nichts* erzeugen:
f f g_ L 7 !
0=al(aleo)) =a'aleo) | H 5 |leo) = Hleo) = 5 le0)

Daraus liest man den niedrigsten Eigenwert und die zugehdrige minimale Energie des quantenmecha-
nischen Oszillators ab:

1 1
5025 und Eozﬁh'w

Da die Eigenwerte sich immer um 1 einterschieden ergibt dich eine Energiedifferenz und damit die
Qunatisierung zu:

AE =h- -w

Diese Quantisierung passt zum BOHRschen Atommodell, zum PLANCKschen Strahlungsgesetz und zur
EINsTEINschen Quantisierung in der Beschreibung des Photoeffektes.

Nun sollen die tatséachlichen Eigenfunktionen bestimmt werden. Dazu werden wir P, = —ih0d/0x und
X =z in die Operatoren einsetzen:
d
a = % : (@ + f) ) m-w

al = %-(—d%-i-f)

Den Operator a wenden wir auf |g) an:

1 d d
Oia\e()):\}i-((if—i-f) = @‘50>+§‘|50>:0

Hierfiir ergibt sich die Losung fiir den Grundzustand

. /
= () e (1)

Die allgemeine Losung folgt aus wiederholtem Anwenden des Erzeugungsoperators.

1 m-w\1/4 1
)= o () o (‘2'52> )

Hierbei sind H,(§) die HERMITEschen Polynome.

zu Abbildung 1.27
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Betrachten wir den Ubergang von |g,,) — |uy,):
— Grundzustand quantenmechanisch nicht in Ruhe (entgegen der klassischen Physik)

— Wahrscheinlichkeitsdichte P(£) und |u, (£)|* stimmen fiir n — oo iiberein, n = 0,1 bis n A 10 fiihrt
zu einer starken Abweichung.

— Ogzillator quantenmechanisch hat diskrete Einergiespektren (entgegen der klassischen Physik)

— Der quantenmechanische Oszillator hat auch auflerhalb der Grenzen eine nicht verschwindende
Wahrscheinlichkeitsdichte.

5.5 Der Potentialtopf

Bei der Bindung zwischen Kern und Elektron wirken sowohl die Coulomb-Kraft als auch repulsive
Kernkréfte. Es ergibt sich ein sogenanntes 6-12-Potential:

1
E(T)N_a‘rf(;*'ﬁ'm

Solche Potentiale sind sehr schwer zu 16sen. Wir wollen als Vereinfachung Potentialtépfe und Poten-
tialbarrieren betrachten.

5.5.1 Unbegrenzter quadratischer Potentialtopf

Die Losungen fiir einen Potentialtopf und einem ,,Potentialhiigel sind dquivalent, daher betrachten wir
folgendes Potential:
o~ |z| <a (Bereich 1
vy - [ el <a (Becien 1)
0 |z|>a (Bereich 2)
Die Schrodingergleichung im Bereich 1 lautet:

R d%u
I L Eu=0
om de? + i
Hierbei steckt das Potential im Energieterm. Damit machen wir den Lésungsansatz:
u(z) = A - cos(kz) + B - sin(kx)

Es ergeben sich im Bereich 1 stehende Wellen. Als Randbedingungen nutzen wir, dass u(x) fiir |z| — oo
(allgemeiner: im Bereich 2) verschwindet, und, dass die Losung bei |z| = 0 stetig ist. Es ergeben sich
zwel Losungsansatze:

1. A-cos(ka)+ B -sin(ka) =0
2. A-cos(ka) — B -sin(ka) =0
Durch Einsetzen der Randbedingungen ergibt sich fiir diese Losungsansétze:
1. B =0, cos(ka) = 0 und damit k = n7/2a mit n =1, 3,5, ...
2. A=0, sin(ka) = 0 und damit k = n7/2a mit n = 2,4,6, ...

Zusammengefasst erhédlt man fiir die Energien und die Eigenfunktionen:

22 1. n-z
E, = h 7r2 0?2 und () = \/15 Cos( o ) n ungerade
8ma 7 - sin (”gax) n gerade
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Die verschiedenen Eigenfunktionen weisen eine Paritét, also eine Symmetrie, auf. Zudem weisen die
Eigenfunktionen in sich eine Symmetrie auf: Fiir gerade n sind sie ungerade und umgekehrt:

{un(x) n ungerade
Uun(—) =

—up(x) n gerade

Aus der Struktur der Losung entnehmen wir:

o |uy(x))? wird fiir = 0 maximal, |ug(x)|* wird fiir 2 = +a/2 maximal u.s.w.
e u,(+a) =0 fiir alle n: Es ist ein sogenanntes hartes Potential.

e Es gibt keine Aufenthaltwahrscheinlichkeit aufserhalb der Topfes.

5.5.2 Begrenzter, quadratischer Potentialtopf

Das Potential lautet nun:

V(m):{o lz] <a

Vo lz|>a
Es ergibt sich wieder eine Schrodingergleichung fiir |z| > a:

n? d%u
om a2 0T u=0

Unser Ansatz fiir die Eigenfunktionen lautet wieder:
ui(x) ~ cos(kox),sin(kox)

Hierbei wird ein neuer Index ¢ (von engl. ,incident* = Einfall) eingefiihrt. Die Losungsmethode ist, die
Losungen links des Potentialtopfes (u;), im Potentialtopf (u;), und rechts des Potentialtopfes (u,) zu
ermitteln, in derselben Reihenfolge, in der die Potentiale bei einem Transmissionsexperiment auf ein
durchfliegendes Teilchen wirken wiirden. Damit ist kg = 2m-FE/h? und die u;(x) miissen im Unendlichen
verschwinden. Damit erhalten wir die folgenden Losungsanséitze:

up(z) =C-e K% und  y(z) =0 e Kl
Dabei fiihren wir K2 = 2m/h? - (Vy — E) als neue Wellenzahl ein.
1. gerade (posistive) Paritét:
ui(z) = A-cos(ko-z) = u(z)=C-e X wd w(z)=C e K0
2. ungerade (negative) Paritét:
wi(z)=A-sinlko-z) = u(x)=C-e 5% und w(z)=-C" e Kkl
Fiir beide Losungen miissen wir die Stetigkeit fiir die Funktion und ihre Ableitung beachten:

dul/r du;
uy ) (£a) = ui(£a) und g (+a) = E(:i:a)

Zu der Losung der positiven Paritét:

cos(ko - a) C.eKa
ko - Sin(k() . CL) = KC.e Ko

} = K =ko-tan(ko - a)



5.5 Der Potentialtopf Seite 36

Die Losung der negativen Paritét ergibt:
K = —kg - cot(kg - a)

Dies sind transzendente Gleichungen. Es gibt also nur numerische Losungen fiir die E,,. Die Eigenfunk-
tionen folgen dann aus den Losungen fiir E,,. Damit erkennen wir:

o |un(2)|* # 0 fiir = +a; Daraus folgt eine endliche Wahrscheinlichkeit fiir [z > a.

e Die Eigenfunktionen sind innerhalb des Potentialtopfes &hnlich zum unbegrenzten Potentialtopf.
(Alle paritétischen Erkenntnisse gelten also weiterhin.)

5.5.3 Quantenmechanischer Tunneleffekt

Was geschieht beim Durchgang durch einen rechteckigen, invertierten Potentialtopf (also eine Potenti-
albarriere)? Dazu haben wir folgendes Beispiel:

0 x<0 Bereichl
V(z)=<¢Vy 0<x<s Bereich 2
0 x>s Bereich 3

(Im Allgemeinen sind Bereich 1 und 3 nicht auf demselben Potential.) Interessant ist jetzt die Frage,
wie sich die Losungen fiir £ —Vp < 0 und E —Vj > 0 unterscheiden. (Im ersten Fall sagt die klassische
Mechanik voraus, dass die Barriere uniiberwindbar ist, da die Aktivierungsenergie nicht ausreicht.) Wir
betrachten nun eine von links einfallende Welle, die an « = 0 entweder reflektiert oder transmittiert
wird. Zwischen 0 < x < s wird das Teilchen im Transmissionsfall weiter propagiert und fiir x > s
bewegt es sich im Bereich 3 weiter. Wir machen im Bereich 2 den Ansatz:

wi(T) = i - e
Eine verlustfreie Propagation in +x-Richtung liegt dann vor, wenn die k; reell sind. Fir imaginére k;
(ki =i - |k;|) ergibt sich:

ui(z) = ugg - etkile

Hierbei ist nur die Losung mit Minus physikalisch sinnvoll, sie entspricht einer Dadmpfung der Wellen-
funktion im Bereich 2. Mit diesen Uberlegungen kénnen wir die Losung fiir k; interpretieren. Sie lautet

wie folgt:
o2m - (E =V, <0 k=2%.\/2m|E -V
h >0 k=3 v2m(E-V)

Fiir E—Vp < 0 wird k; imaginér, also ist u;(z) im Bereich 2 exponentiell gedampft. Im Falle E—Vy > 0
ist k; reell, also oszilliert u;(z) sinusformig; allerdings verringert sich die Wellenzahl um den Faktor
1-W/E.

Mit den Postulaten von de Broglie erhdlt man:
Pz 2
m m

1. Fir £ — Vy > 0 entspricht dies einem klassischen Teilchen, das sich im Bereich 2 verlangsamt.
Die Transmissionskoeflizienten steuern bei x = 0:

- 1E - (E - Vo)
"~ 4E - (E —Vp) + V@ -sin®(k; - s)

Man kann zwei Spezialfélle erzeugen: Es ist T =0 fir £ =Vyund T =1 fiir k; - s = n - 7. Fir

alle anderen T liegt eine normale Oszillation vor.
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2. Fir F — Vi < 0 ergibt sich im Bereich 2 eine exponentiell geddmpfte Welle. Daraus ergibt sich
(in Abhéngigkeit von s und V})) eine verkleinerte Amplitude im Bereich 3.

AE - (Vo — E)

T —
AE - (Vo — E) + V2 - sinh(k; - )

Die maximale Transmissionsrate (,,Tunneleffizienz) ist jetzt:

Vo-s2]7"
4

Tmax = |:1 +

Eine praktische Anwendung finden wir im Tunnelmikroskop: Dort werden Atome detektiert,
indem Elektronen punktuell aus den Atomen abgesaugt werden. Die Aktivierungsenergie eines
Elektrons im Grundzustand ist £ = —13,6eV. Im Allgemeinen entspricht die Barriere der Aus-
trittsarbeit; sie liegt dann im Bereich von etwa 4 bis 5eV (dieser Wert entspricht gerade dem
Vo aus unserer Rechnung). Um ein einzelnes Elektron aus einem Atom zu ziehen, muss also die
Spitze des Mikroskops sehr nah an das Atom zu bringen. Dabei darf man die Spannung zwischen
Probe und Spitze nicht iber 5V bringen, da sonst der obige Fall 2 in den Fall 1 umschléagt; damit
haben wir kein Tunnelmikroskop mehr, sondern ein Strommessgerit.

5.6 Auswahlregeln und Ubergangsmatrixelemente

Bei den Elektronen in einem Atom finden Uberginge zwischen den diskreten Energieniveaus statt. Be-
findet sich ein Elektron im Zustand |1), so kann es bei Absorption eines Photons mit einer passenden
Energiemenge in den Zustand |2) iibergehen. Das Elektron ist nun angeregt, es wird nach einer ge-
wissen Zeit wieder in den Zustand |1) zuriickfallen und dabei ein Photon mit derselben Energiemenge
emittieren (stimulierte Emission).

Um diese Vorgénge rechnerisch zu erfassen, stellen wir uns das Atom im Ursprung eines Koordina-
tensystems vor. Eine langs der z-Achse linear polarisierte Welle féllt auf das Atom ein (d.h. fiir das
clektrische Feld und den Wellenzahlvektor: F | € und lzj_é’z). Das elektrische Feld kann beschrieben
werden durch:

F = Fy - cos(k? — wt)

Es findet also eine periodische Storung des Potentials des im Atom gebundenen Elektrons statt. Wir
wollen annehmen, dass die Wellenlédnge wesentlich grofer ist als der Durchmesser des Atoms (damit
kann das elektrische Feld der Welle im Bereich das Atoms als homogen gendhert werden). Damit
kommen wir zu der Naherung k-7 = 0 innerhalb des Atoms (welches ndherungsweise als komplett im
Koordinatenursprung lokalisiert angesehen werden kann).

Weiterhin nehmen wir das Atom als Ladungsverteilung an, welche insgesamt neutral ist, aber unter
Umsténden gibt es ein elektrisches Dipolmoment, Quadrupolmoment, oder ein Moment héherer Stufe.
In einem homogenen Feld liefert aber nur ein Dipolmoment eine Wechselwirkungsenergie. Diese liefert
im Hamiltonoperator einen Storterm:

AH=—-p-F=—ex-F

Es ist ez der elektrische Dipoloperator. Da sich die Elektronen in der Atombhiille bewegen, liegt
zudem eine Stromverteilung vor, es entstehen also magnetische Momente. Im homogenen Feld geht
wiederum nur die Wechselwirkungsenergie des Dipolmoments ein:

AH=—ji-B
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Diese Storterme sollen zunéchst dimensioniert werden. Typische Grofsenordnungen fiir die Momen-
te sind p = e - ag (mit BoHRschem Atomradius) und p = pp (das BoHRsche Magneton). Bei der
elektromagnetischen Welle gilt B = F'/c. Mit diesen Zusammenhéngen ergibt sich uB < pF. Die
Wechselwirkung der elektromagnetischen Welle mit dem elektrischen Dipolmoment dominiert also.
Damit miissen wir im Hamiltonoperator die magnetische Wechselwirkung nicht beachten.

Betrachte zunéchst ein Atom in einem ungestorten Eigenzustand, also zum Beispiel |1) mit der zuge-
horigen Wellenfunktion ;. Der Erwartungswert ist gegeben durch:

<pz>:/TﬂT'GZ'lﬂldV:/|¢1|2'€ZdV:0

Das Betragsquadrat von 1 (z,y, z) ist in z gerade, da das Potential punktsymmetrisch ist. Der Term
ez ist aber offensichtlicherweise ungerade in z, weswegen der Integrand insgesamt ungerade in z ist
und damit das Integral {iber den gesamten Raum verschwindet. Physikalisch bedeutet das, dass es kein
permanentes Dipolmoment gibt.

Nun befinde sich das Atom in einem Zustand, der einer Uberlagerung von |1) und |2) entspricht.
Entsprechend den Uberlegungen zur zeitunabhiingigen Schrodingergleichung kénnen wir die Wellen-
funktion in einem orts- und einen zeitabhéngigen Teil aufspalten.

. Eqt . Eot

¢201'¢1+C2'¢2:C1'u1(7)'e_l'ﬁ +co-ug(f)-e " h

Jetzt ergibt sich:
[ler-ui? ez dV + [eg - ugl® - ez dV

(B — E2)t j(B2—B1)t

dV + [ciea-uf-ez-ug-e™ " n  dV

+ [eich-ub-ez-up-e

Die ersten beiden Terme verschwinden aufgrund derselben Uberlegungen wie oben. Zur Vereinfachung
fiihren wir die Abkiirzung pis = f uj - ez - ug dV ein. Es verbleibt:

. (Eq—Eq)t
— 2h 1 }

(p2) =2Re {CTCQ "P12-€
Falls p1o # 0, dann hat die Superposition von |1) und |2) ein elektrisches Dipolmoment, welches mit
der Kreisfrequenz (Ey — Ey) /R oszilliert. Diese Frequenz heift Ubergangsfrequenz. Die Wechselwir-
kung mit der elektromagnetischen Welle ist dann maximal (resonant), wenn die Welle ebenfalls diese
Kreisfrequenz hat. Das Dipolmoment pis bezeichnet man als Ubergangsdipolmatrixelement. Ein
elektrischer Dipoliibergang zwischen |1) und |2) ist genau dann moglich, wenn pjo # 0 ist.

Die Frage nach den Werten fiir die Quantenzahlen von |1) und |2), bei denen ein Ubergang stattfinden
kann, fithrt uns auf die Auswahlregeln. Betrachte dazu die Wasserstoff-Eigenfunktionen. Im H-Atom
kann der ortsabhéngige Teil u(7) der Wellenfunktion in einem Radialteil, einen Azimutalteil und einen
Polarteil zerlegt werden. Der Erwartungswert (p,) berechnet sich dann wie folgt:

27 ™ o) % )
of dcpofsin ¥dd of r2dr {Rm,h (r)- Pl|1ml|(cos ¥) -e"MiP| . ercosd - [Rn2,12 (r)- Pl|2m2|(cos J) -e_zmw}

=z

2m
f R (1) Ry gy (r) -1 } [f PImll (cos?) - P, |mQ'(cos ¥) - cos 9 sin dﬁ} ' [f gilmi—m2)-p dgo}
0

Alle Integrale miissen ungleich Null sein, damit pio nicht Null wird. Aus dem Integral {iber ¢ lesen
wir ab, dass m; = mg sein muss. Fiir das Integral iiber ¥ verwenden wir die folgende Rechenregel fiir
Legendre-Polynome:

(204 1) - cos ) - P)ml‘(cosﬁ) =({l—|m[+1)- ﬂ'flll(cos J)+ (L +|m|) - P, ‘(cos )
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Damit wird das Integral iiber ¥ nach Substitution zu:

1
2y + 1 lo+1 5y + 1 /Plllml(cos J) -Pl‘:?l' (cos ) d(cos V)
-1 4

1
lo — 1 m l
lo—lmaf 1 -/Pl|1 1|(cos J) - lez‘(cosﬁ) d(cos ) + 21 + |mal.

Fiir mq1 = mo enthalten die Integrale Produkte von zwei assozierten Legendre-Polynomen zu gleichem
m, aber unterschiedlichem [. Die assoziierten Legendre-Polynome sind aber bei Integration orthogo-
nal: B‘fnluﬂ‘;ﬂ, also verschwindet der gesamte Term aufer fiir [y = Iy + 1. Insgesamt haben wir
gefunden:

Am =0 und Al = +1

Neben pio, genauer: p12,, konnen wir auch die anderen Komponenten des Dipolmomentes betrachten,
bzw. die entsprechenden Ubergangsdipolmatrixelemente pja, und D12y-
e e

2

Es ergeben sich wieder drei Integrale fiir die drei Polarkoordinaten. Das Integral iiber ¢ sieht so aus:

1 . .
. i(mi—ma+1)@ | ji(mi—ma—1)
5 /(e +e ) dey

(P122) = € (Uny 1y mi | T |Ung lgme)  mit  x=rsindcosg =rsind -

Hieraus entstehen neue Auswahlregeln:

| Am==£1 und Al = +1 |

Eine analoge Betrachtung bei pig, (mit y = rsind¥sing = rsind - (exp(ip) — exp(—ip))/2i) ergibt
dieselben Auswahlregeln, aber mit einem kleinen Unterschied in den Formeln:

Am=m9—m; =+1 = p12y:_i'p121‘
Am=mg—mi =—-1 = pioy=+i P12

Die z- und y-Komponenten sind um +m/2 gegeneinander phasenverschoben. Das Dipolmoment rotiert
also in der zy-Ebene. Ubergéinge mit Am = +1 bezeichnet man als o-Uberginge, bei Am = 0 liegt
ein m-Ubergang vor. Ein 7-Ubergang wird von lings der z-Achse linear polarisiertem Licht induziert
(kL&,); o-Ubergiinge treten bei Einfall von in der 2y-Ebene polarisiertem Licht auf (k || &,). Nach
dem Superpositionsprinzip sind natiirlich auch Kombinationen mehrerer Ubergéinge moglich. Fiir ein
unpolarisiertes und isotropes Lichtfeld gilt die Auswahlregel: Al = +1 und Am = —1,0,1. (Es sind
alle Polarisierungsarten im einfallenden Licht enthalten.)

Erweiterte Auswahlregeln

Bei erweiterten Auswahlregeln werden zusétzlich die Fein- und Hyperfeinstruktur berticksichtigt.

Ubergiinge zwischen... Moégliche Zustandsinderung
Feinstruktur-Niveaus Aj=-1,0,1 | Al==41 | Am; =—-1,0,1
Hyperfeinstruktur-Niveaus | Af = —1,0,1 | Al = %1 | Amy = —-1,0,1

Auszuschliefsen sind: j = 0 nach j =0 und f =0 nach f = 0.
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Wechselwirkungen héherer Ordnung
Wir haben eine Welle: F = ﬁo . ei(’;?*”t und entwickeln diese um 7 = 0.

R =1 ik T (kT ..

N | —

Bisher hatten wir diese Entwicklung nach dem konstanten Glied abgebrochen. Die zusétzlichen Terme
fiihren zu Wechelwirkungen auch mit héheren Momenten wie Quadrupolen, Oktopolen und so weiter.
Damit ergeben sich auch andere Auswahlregeln. Als Bezeichnungen vereinbaren wir:

Bezeichnung beriicksichtigt...
E1l elektrischer Dipoliibergang
E2 elektrischer Quadrupoliibergang
E3

Fiir die magnetischen Ubergéinge wihlt man analog M1, M2, M3 und so weiter.

5.7 Zweiniveausysteme. Einstein-Koeffizienten. Laser

EINSTEIN hatte 1924 die Idee, die Ubergiinge zwischen Energieniveaus |1) und |2) an die Planck’sche
Hohlraumstrahlung zu koppeln. Damit erkldrte er die fundamentalen Prozesse im Zweiniveausystem,
also Absorption und Emission. Zum anderen hatte Einstein erkannt, dass die Wahrscheinlichkeit des
Ubergangs von der Besetzung der Niveaus abhingig ist. Ein Niveau |n) verfiigt neben dem Energieei-
genwert F,, auch iiber eine mittlere Verweildauer 7,,.

Fiir die Berechnung nehmen wir an, dass die Anzahl der Elektronen im Atom konstant ist. Prinzipiell
ist zur Losung die Quantenelektrodynamik, insbesondere die Quantisierung des dufieren Feldes, notig.
Daraus retten wir uns, indem wir ein Ensemble mehrerer Elektronen betrachten.

Ein Laser besteht prinzipiell aus einem Medium (beliebigen Aggregatzu-
standes), welches einer Punktstrahlung aus einer externen Quelle ausge- GRAPHIK
setzt ist. Die Photonen dieser Strahlung tragen die Energie:

e (wird nachgereicht)

Ep:h‘l/p:T
P

Die Energie der emittierten Photonen ist:

A Atome-LaserAufbau
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Insgesamt muss natiirlich der Enerigeerhaltungssatz und der Impulser-

haltungssatz gelten. Man stellt fest, dass die Absorptionsrate abhéingig GRAPHIK
von der Wellenldnge der Punktstrahlung ist, sie wird maximal fiir ein A o.
Die Emission ergibt ein kontinuierliches Spektrum, die Emissionsrate hat (wird nachgereicht)
ebenfalls ein Maximum, dass mit A bezeichnet wird.

Um den Photonenstrahl mehrmals zu verstarken, bringt man links und

rechts vom Medium Spiegel an. Diese Spiegel S7 und Ss bilden eine Ka-

vitét, sie geben also eine Vorzugsrichtung an. Um das System als Licht-

quelle nutzen zu konnen, wird einer der Spiegel (in unserem Falle S2)  Atome-LaserAbsorptionEmission
teilweise durchléssig gemacht, der Reflexionskoeffizient ist also R < 1.

Im Laser geht allerdings viel Energie verloren durch:

e Wirme

e Absorption

e riaumliche Anisotropie, Kavitét

Insgesamt liegt die Effizienz eines Lasers (also sein Wirkungsgrad) nur bei ungefahr 1 bis 2%.
Im Laser gibt es (fiir zwei Zustinde |1) und |2) mit By < E») drei fundamentale Ubergiinge:

1. Absorption: Ein Photon der Energie hv = E35 — E; wird absorbiert. Das Elektron geht vom
Zustand |1) in |2) iiber, wo es fiir die Zeit 75 verweilen kann. Nach Einstein ist die Ubergangsrate
Bis - 0(v), wobei Byg der entsprechende Einstein-Koeffizient und o(v) die Frequenzverteilung
des PLANCKschen Hohlraumstrahlers ist:

8- 13 1
ov)=—3—" ol /KT _ |

2. Stimulierte Emission: Ein Photon der Energie hv fillt ein, regt das angeregte Elektron ab, d.h. es
verursacht den Ubergang vom Zustand |2) zu |1). Dabei entsteht ein weiteres Photon, welches mit
dem ersten fiir alle Zeiten in Phase sind. Das heifst, man erhélt kohdrente Wellen. Die Energien
lauten —hv = Ey — Fy und hv = Ey — E;. Die Ubergangsrate ist Boj - o(v) mit dem Einstein-
Koeflizient By der stimulierten Emission.

3. Spontane Emission: Nach der Lebensdauer 7 ,zerfillt“ der Zustand |2) zu |1). Die Ubergangsrate
Aoy ist der Einstein-Koeffizient der spontanen Emission.

Die Betrachtung mit der Quantenelektrodynamik ist nicht notwendig, denn:

1. Es wird iiber viele Ubergéinge gemittelt (da man es mit einem Elektronenensemble zu tun hat).

2. Die Elektronen wechselwirken nicht mit dem aufleren elektrischen Feld.

Die Einstein-Koeflizienten sollen nun quantifiziert werden. Wir nehmen an, dass sich auf dem unteren
Niveau [1) genau N; Elektronen befinden, wihrend Ns Elektronen im Zustand |2) verweilen. Diese
Anzahlen dndern sich bei allen Ubergingen; mithilfe der bekannten Ubergangsraten kann man Raten-
gleichungen aufstellen, die die Bevolkerung und Entvolkerung der einzelnen Niveaus beschreiben:

dN;
dt

Der erste Summand ist die Entvolkerung von |1). Der zweite Summand kommt von der spontanen

= —Bi2-0(v) - N1+ A1 - Na+ Bia - o(v) - Ny

Emission und der dritte aus der stimulierten Emission. Beide entsprechen einer Bevolkerung von |1).
Analog bei dem Niveau 2:

d.N:
ditQ:Bl2-Q(V)'N1—A21-N2—B21'Q(V)'N2
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Im thermischen Gleichgewicht muss gelten:

dN; d Ny d
q 1 dt( 1+ Na) 1+ /N2 = cons
Das heift, dass die totale Anzahl der Elektronen konstant bleiben muss. Wir betrachten nun den
stationdren Zustand, in welchem beide Zeitableitungen verschwinden. Dann folgt:

& _ Bia - Q(V) _ Wabs
N1 Ao+ Boi-o(v) Wem

Ny -Big-0(v) = Ny (Ag1 + By - 0(v)) = (*)

Es ist Wyps die Wahrscheinlichkeit fiir die Absorption von Photonen und Wy, entsprechend die Wahr-
scheinlichkeit der Emission von Photonen. Das Verhéltnis No/Nj ist BOLTZMANN-verteilt:

N. v
72 — @ . e_)%“ (**)
N 5

Da mehrere Elektronen auf einem Zustand liegen kénnen, haben wir eine Entartung der Elektronen
gefordert. Die Faktoren g; und go quantifizieren die Entartung der Zustdnde |1) und |2) und stellen
eine notwendige Korrektur dar, da (wie wir bald sehen werden) eigentlich nicht alle

Mit einem Koeffizientevergleich aus den beiden Gleichungen () und (*x*) erhalten wir:

813
Biz = By1 - £ und Ay = ¥~ - By

A und B sind die entsprechenden Einsteinkoeffizienten, die die quantitativen Ubergangsraten der drei
fundamentalen Ubergangsprozesse beschreiben. Betrachten wir nun in z-Richtung linear polarisiertes
Licht und den Dipoliibergang. Dann sind die Ubergangsraten:

2e2 72

2
m |(uz| 2 [u1)|” - o(v)

Tabs = Bl2 : Q(V) =

Im Dreidimensionalen (d.h. wenn die Polarisierungsrichtung des Lichtes nicht bekannt ist):

2e2 72

m (ug| 7 \U1>’2 -o(v)

Tabs = Bi2 - o(v) =

Analog kénnen wir die Ubergangsraten auch fiir die Emission formulieren:

16e272 .
Temm = A21 = W : 1/3 ’ |<u2|7“ |U1>|2

Dieser Term soll weiter abgeschétzt werden:

1672 - e%-ad - 13
3eg - he?

(ug| ?ur) = ag = Ay =

Hierbei ist ag der BorRsche Radius. Typische Werte sind Ap; ~ 108s™!, entsprechend einer Lebens-

dauer von = Aim =10"8s.

Diese neuen Betrachtungen der Quantentheorie eignen sich sehr gut fiir:

e Energieniveauschemata
e Lebensdauer von Zustanden

e Ubergangswahrscheinlichkeiten und -intensitéiten
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e Spektrallinien
Weiterhin gibt es noch die Matrixdarstellung fiir die HEISENBERGsche Quantentheorie.

In der Praxis sind Zweiniveausysteme schlecht, man nimmt meist Vierniveausysteme mit einem stabi-
len Zustand |0), zwei instabilen Zusténden |1) und |2) sowie einem metastabilen Zustand |3). Durch
Einwirkung von aufen wird von |0) nach |3) gepumpt, der Zustand zerfallt dann schrittweise. Der
cigentlich genutzte Ubergang ist der von |2) nach |1). Vierniveausysteme realisiert man durch Mischen
mehrerer Stoffe, da die Elektronen auch zwischen verschiedenen Atomen wechseln kénnen.
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6 Atomstrukturen mit mehreren
Elektronen

Bisher hatten wir nur das H-Atom oder dhnliche Atome mit genau einem Elektron betrachtet. Jetzt
wollen wir das Vielteilchenproblem 16sen, dass sich beim Vorhandensein mehrerer Elektronen ergibt. Da
dieses System selbst bei zwei Teilchen sehr kompliziert sind, miissen wir Ndherungsverfahren anwenden.
Wir erhalten neue quantenmechanischen Effekte, wie zum Beispiel Wechselwirkungen und Spin-Bahn-
Kopplungen zwischen verschiedenen Elektronen.

Daraus ergeben sich die Folgerungen:

e Die einzelnen Elektronen sind unterscheidbar.

e Energieniveaus konnen aufgefiillt werden.

e PAULI-Prinzip: Antisymmetrische Wellenfunktionen spielen eine entscheidene Rolle.
e Die Struktur des Periodensystems kann vollstandig erklért werden.

e Diese Theorien bilden die Grundlage der Festkorperphysik und der Molekiilphysik.

6.1 Die elektrostatische Korrelation

Wir beginnen analog zum FEinteilchensystem mit der Grobstruktur. Dazu betrachten wir ein Atom
(Ladung Z - e) im Koordinatenursprung eines dreidimensionalen Raumes, um das sich Z Elektronen
(mit den Ortsvektoren 7;) bewegen. Der Abstand zweier Elektronen ist 7;; = 7*; — ;. Natiirlich wirkt
sich die Konstellation auf den Hamiltonoperator aus:

P z
/R Ze? e?
H= — VI ) Y ————
Z( 2m ' 47750-7"i>+, ¢ AT - €0 - Ty
=1 1<J

Im ersten Term wird iiber alle Elektronen e~ summiert. Im zweiten Term (x) wird die Korrelation
(Wechselwirkung) zwischen den Elektronen betrachtet. Im Allgemeinen ist die Losung von (x) sehr
schwierig, deshalb betrachtet man zwei Spezialfille:

1. Der Wechselwirkungsterm wird grof.

2. Der Wechselwirkungsterm wird klein.

6.2 LS-Kopplung und jj-Kopplung

Wir betrachten den ersten Fall:

Z 2

1<j %
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Hierbei sind ; und §; der Bahn- und der Spindrehimpuls des i-ten Elektrons. C' ist eine Konstan-
te. Daraus folgern wir, dass die Kopplung im einzelnen Elektron (also die Kopplung von [; mit i)
aufgebrochen wird. Die Folge ist, dass alle f und alle §; zu einem globalen Bahndrehimpuls L und
einem globalen Splndrehlmpulb S zusammenkoppeln. Es ergibt sich auch ein neuer Gesamtdrehimpuls
J=L+ S um welchen L und S (mit verschiedenen Frequenzen!) prizedieren.

Starke Korrelation fithrt also zu LS-Kopplung. Dieser Fall ist wichtig fiir leichte Atome und kann zum
Beispiel mit Kernspinresonanz-Spektroskopie quantifiziert werden.

Nun betrachten wir den zweiten Fall:

z 2 .

1<j %

In guter Naherung bewegt sich jedes Elektron mit seiner l:-—é;——Kopplung in einem mittleren Zentralfeld.
Im Gegensatz zum ersten Fall ergibt sich ein globaler Gesamtdrehimpuls aus den Gesamtdrehimpulsen

Z]z—zl +Sz)

Die einzelnen ;, prézedieren um J. Man erhilt also eine jj-Kopplung mit:
i

Schwache Korrelation fiithrt zu jj-Kopplung, was besonders bei schweren Atomen relevant ist.

der einzelnen Elektronen:

6.3 Pauli-Prinzip. Symmetrie von Wellenfunktionen

Im Jahre 1924 wurde von Wolfgang PAULI das PAULI-Prinzip fiir den Ausschluss von Elektronen
formuliert. Es lautet:

Zwel Elektronen im Zentralfeld des Atomkerns konnen nicht in dem-
selben Zustand sein. Ein Zustand wird durch einen der folgenden
Sétze von Quantenzahlen beschrieben:

e n,l, mund s

e n,l, jund m;

Pauli-Prinzip

Die Umsetzung des PAULI-Prinzips erfolgt durch HEISENBERG und DIRAC als Symmetrieforderung an
die Wellenfunktion. Anschaulich kann man sich das PAULI-Prinzip so vorstellen: Angenommen, zwei
Elektronen wéren nicht unterscheidbar (d.h. sie haben dieselben Quantenzahlen). Die zugehorige Wech-
selwirkungsenergie ergibt sich aus dem Hamilton-Operator H(1,2), der die Wechselwirkung zwischen
dem Teilchen 1 und dem Teilchen 2 beschreibt. Da die Teilchen nicht unterscheidbar sind, kann man
1 und 2 vertauschen: H(1,2) = H(2,1). Zu den Hamilton-Operatoren gehoren zwei Wellenfunktionen
¥(1,2) und 1(2,1). Nun definieren wir einen Austauschoperator Pjo, der die Teilchen 1 und 2 ver-
tauscht. Auf den Hamilton-Operator, die resultierende Wellenfunktion und die Schrédingergleichung
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wirkt der Operator also wie folgt:

Pip[H(1,2)] = H(2,1)
Pro [1/1(17 2)] - ¢(2, 1)
P [H(1,2)9(1,2)] = H(2,1)-¢(2,1) = H(1,2) - P1ay(1,2)
= 0 = PH(1,2)-%(1,2) - H(1,2)P2 - 9(1,2)
0 [P12, H(1,2)]

P15 und H(1,2) haben einen gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen. Diese Eigenfunktionen sind also
¥(1,2) mit den Eigenwerten E beziiglich dem Hamiltonoperator. Es muss eine analoge Schrédinger-
gleichung mit dem noch nicht bekannten Eigenwert p fiir Pyo gelten:

P121/}(17 2) =D 1/)(]-7 2)
Wir wissen aber:
!
Ple(la 2) = w(Qa 1) =D ¢(17 2)
Analog wire (wenn man die Indizes anders nennt):

Pup(2,1) = 9(1,2) = p-p(2,1)  und  Piogh(2,1) = (1, 2) = p* - 4(1,2)

Die Eigenwerte zu Pjo konnen also nur 1 oder —1 sein, damit ist:

‘ 7/}(172) = i¢(27 1) ‘

Folgerungen:

e Jede akzeptable Wellenfunktion v, die zwei Teilchen beschreibt, muss entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch sein.

e Diese Eigenschaft kann auf N Teilchen tibertragen werden: ¥(1,...,N)
e Es existieren zwei Klassen von Teilchen in der Natur:

— Fiir p = 1 liegen Bosonen vor. Hier sind die Wellenfunktionen symmetrisch, und der
Gesamtspin muss immer ganzzahlig sein. Wichtige Beispiele sind a-Teilchen und Pionen
(S = 0) oder Deuteronen (S = 1).

— Fiir p = —1 hat man Fermionen, bei denen die Wellenfunktionen antisymmetrisch und der
Gesamtspin halbzahlig ist. Bekannte Beispiele sind Elektronen, Protonen und Neutronen
(S =1/2) oder Neutrinos.

e Die Potentiale V' (r) sind unabhéngig vom Teilchenaustausch; daher konnen wir einen allgemeinen
Ansatz fiir die Wellenfunktion machen:

1
V2
Hierbei sind u; und ue die Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen. Das Plus gilt fiir Bosonen,
das Minus fiir Fermionen. Ein Spezialfall ist u; = us: Bei Fermionen verschwindet die Wellen-

D(1,2) = —— - [ur (1) - ua(2) £ ur (2) - Wm]

funkion. Hiermit haben wir eine quantenmechanische Formulierung des PAULI-Prinzips (anhand
symmetrischer und antisymmetrischer Wellenfunktionen).

e Diese Beschreibung der Wellenfunktionen ist ausreichend fiir das Auffiillen der Energieniveaus
im Periodensystem.
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6.4 Die Struktur des He-Atoms

Wir betrachten ein Zweielektronensystem (also Z = 2), fiir das keine LS-Kopplung vorliegt, und
betrachten die Grobstruktur. Der Hamiltonoperator lautet:

h? —»2_h2 2 Ze? Ze? e?

V2 — =H ‘H
2m 2 dmeg - 1 47r€0~7"2+47r-60'7“12 0+h

:ﬁ() =3 -ﬁl

Fiir den Fall, dass 0 = 0 ist, haben wir ein wasserstoffartiges Atom. Der Lisungsansatz ist dann eine
Produktfunktion u(71) - ua(72), wobei jedes w;(7;) die folgende Gleichung erfiillt:

~ui(Ti) = B - ui(7)

Hieraus sieht man, dass auch die Eigenwerte wasserstoffartig sind. Die Gesamtenergie ergibt sich aus der
Uberlagerung: FEiot = F1 + Es. Die Eigenfunktionen haben voneinander unabhéngige Quantenzahlen
n1 und l; sowie ng und ly. Der Fall ny = ng und I} = Iy ist zugelassen, was ein Widerspruch zum
Pauli-Prinzip ist. Der Term () kann also nicht vernachléssigt werden.

Im Folgenden ist 3 ein Gewichtungsfaktor, fiir den 8 < 1 gilt, also ist auch 3 - H' < Hy. Solche
kleinen Stérungen approximiert man fiir gewShnlich durch lineare Funktion, analog dazu kénnen wir
einen neuen Losungsansatz als Linearkombination der ungestorten Eigenfunktionen formulieren. Diese
Eigenfunktionen ergeben sich aus:

Houon = Eon - uon

Hierbei sind die uq, also die Losungen fiir die Eigenfunktionen fiir den Fall 3 = 0. Diese Lésungen
bilden eine vollstdndige Orthonormalbasis. Gesucht sind aber eigentlich die Lésungen w,, des gestorten
Problems, fiir die gilt:

Hu, =E, -u,

Wir machen einen Ansatz fiir das gestorte Problem:

Eigenwerte: | B, = FEon + [-Eu, + (2 FEs +
Eigenfunktionen: | v, = wo, + B -un + (% -us +

Darin sind allerdings nur Fy, und ug, bekannt. Den Ansatz setzen wir in das Eigenwertproblem ein:
(Ho+B-H) - (uon+B-tin+...) = (Eon+ 8- Etn+...) - (ton + 8- uin+...)

Beim Koeffizientenvergleich der Potenzen von g3:

ﬁn’ n=0 : FO “ugn, = Eon - uon
— —
prn=1 : Ho-uippn+H -upp = Eon-uon + E1n - ton
— —
5n’n:2 : Ho-ugn +H -uy, = Eop-uon + E1p - w1y + Eayy - uon

Hiermit haben wir eine Rekursionsformel, mit der wir aus den bekannten Ej, und ug, auf die E},, und
Ukn schliefen kénnen. Jeder Schritt ergibt eine hohere Ordnung der Storungsrechnung. Wie viele Ord-
nungen man berechnen muss, hingt von der Anwendung ab. Zur Quantifizierung der ersten Ordnung
machen wir einen Ansatz, der die dhnliche Position der Ey, und Ei, bzw. ug, und ui, in der Formel

berticksichtigt.
Uln = Z Apk * UQk
k
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Einsetzen in die obige Rekursionsformel ergibt:

(FI - Eln)UOn = Z ank - (EOn - EOk) s Uk (**)
k

Dieser Term wird wie folgt umgeformt:
1. Multiplikation von links mit wg, fihrt links zum Erwartungswert (H') = (u,, | H'uop)
2. Integration tiber d2

3. Ausnutzung der Orthonormiertheit der ugg

Wir erhalten die Eigenwerte:
Ei,=H = <F’> - / wl, - H ugp d2
Um die Eigenfunktionen zu erhalten, nehmen wir stattdessen folgende Umformung vor:

1. Multiplikation mit ug,, (n # m)
2. Integration iiber df)

3. Ausnutzung der Orthonormiertheit der ugg

Damit ergeben sich die Koeffizienten zu:
oy

Ump = ——————

" EOn - EOm

Somit gilt fiir die Eigenfunktionen:

fir n#m mit H = <ﬁl> = /u(’;m T H ugp, dQ

Fiir die zweite Ordnung machen wir einen dhnlichen Ansatz:
|H,
UQnZank'uOk = E2n:2¢
k

Wir sehen, dass die Storungsrechnung, also die lineare Entwicklung nach bekannten Losungen, in
diesem Falle ein probates Mittel ist. Der Storungsoperator H' fithrt auf eine Energiekorrektur:

2
~, e

ol L — AE = [ ¢*(1,2) - H'9(1,2) dQ = {¢(1,2) | H'y(1,2
e [ B2 a0 = (w2 B00,2))
Die Struktur von 1 (1,2) enthilt die folgenden Eigenschaften:

e Antisymmetrie

e Der Elektronen-Spin wird berticksichtigt, hier mit der LS-Kopplung;:
ey : f1,§1 und ey :l;,é'g = E:71+l; und §:§1+§2
e Die z-Komponenten des Spins konnen verschiedene Zustinde:

‘S"‘ZO = Ms=Ms1 +Ms =0
1
1Sl=1 = my=mg+mem=10
-1

Es gibt also vier mogliche Eigenfunktionen v(1,2), ndmlich einen Singulett-Zustand und drei
Triplett-Zustande.
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Wie kann der Spin in den FEigenfunktionen beriicksichtigt werden? Dazu fithren wir Spinfunktionen
a(7) und (3(7), die sogenannten Spinoren, ein:

wi(7) - a(i)  und  u(7) - B(7)
Den Spinor «(7) benutzt man im Falle §; 1T €, wiahrend (i) die Situation §; 1T —€, beschreibt. Jedes
Energieniveau kann beide Einstellungen einnehmen, man schreibt die erste als | und die zweite als |.
Wenn man das Pauli-Prinzip beachtet ergeben sich vier Moglichkeiten fiir die Kombinationen:
(a) Triplettfunktion mit ms = +1: Zustand 11
¢£S:+1 = \}5

(b) Triplettfunktion mit mgs = —1: Zustand ||

: <U1(?1) ~ug(T2) — u1(7e) - U2(?1)> (1) - af(2)

Ut = s () wafa) — a(72) ) - (1) - B2)

(c) Triplettfunktion mit ms = 0: Zustand 11 + ||

1
V2

(d) Singulettfunktion mit ms = 0: Zustand 11 — ||

Vo= : (Ul(ﬁ) “ug(T2) — u1(7'2) 'U2(?1)) ' (a(l) - B(2) + a(2) '5(1))

1

Um0 =75 (010) () + () ) - (a() - 52) - a(2)- (1))

Die Funktionen a) bis c) sind antisymmetrisch in der Ortsfunktion, die Funktion d ist hingegen anti-
symmetrisch im Spinor. Wie sehen die Energieeigenwerte aus?

AEY = 4762—0 ﬂ% Sapg g A dQs
2 (u1 (71) - ug(P2) + ui(¥2) - W(ﬁ)) . <UT(?1) i (Ta) + 0l (7o) + U;(ﬁ))
= Tz M) = d01dQy

Die Spinfunktionen «(7) und 3(i) sind normiert und tragen daher nichts zur Energie bei. Die Energie-
anderung AE® = J + K besteht aus zwei Teilen mit:

(u1 7”1 ’LL1 Tl) UQ(?Q) . u;(?z) + ul(?g) . UT(?Q) . 1@(’?1) . u§(?1)>
] dQ; dQ,
47r €0 712

Der Term J beschreibt eine reine Coulomb-Wechselwirkung zwischen e; und e; . Der erste Summand

enthélt die Wechselwirkung 1 <+ 2 an deren Positionen 71 und 75, der zweite Summand ist dieselbe
Wechselwirkung, aber mit vertauschten Orten.

(w1 (F2) - wi(Fa) - wa(F1) - w () + wa (F2) - w3(Fa) - ua() - i () )
] dQ, A€,
47r €0 T12

Dies ist der HEISENBERG-Term, der wahrscheinlich Austauschenergien beschreibt. (Die exakte Bedeu-
tung ist noch unklar.) Im Singulettzustand ergibt sich nun eine totale Energie:
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| ES—E\+ B+ AES=E + Ba+ J+ K

Energie im Singulettzustand

Hierbei ist Fj + E9 = —27,2¢V (die doppelte Energie des Elektrons im Grundzustand des H-Atomes).
Im Triplettzustand ergibt sich eine andere Energieéinderung;:

2

ABT = g [ () - us(Fa) — i (7) - ua(F)) - (i) - w3(Fa) — i () + w3 (7)) A1

Es ist gerade ET = J — K, somit ist die gesamte Energie im Triplettzustand:

| ET =B+ Es+J - K |

Energie im Triplettzustand

Wir sehen, dass ET < E® sein muss. Aus einem Termschema (Abb 1.36) des Heliumatoms entnehmen
wir aufgrund der Energiedifferenz der 2s-Zusténde fiir Singulett (Para-Helium) und Triplett (Ortho-
Helium) 2- K ~ 0,8€V.

Weitere Zustédnde durch Spin-Bahn-Kopplung: Russel-Saundes-Kopplung (fiir leichte Atom wie He).

1. Im Singulettzustand (|S| = 0) ist sy + s = 0 und L - § = 0. Also gibt es keine Spin-Bahn-
Kopplung, und der Gesamtdrehimpuls ergibt sich nur aus dem Bahndrehimpuls (J = L+ S = L,
wobei L2 =1- (1 +1) - h?).

2. Im Triplettzustand ist |§ | =1, also ergeben sich mit L= l_i + l; drei Moglichkeiten:

J, = L+1
Jo = L+0
Jy = L—1

Der tiefste Zustand ist 23 Py 1 o (in der Schreibweise (251

flir die Zweielektronensysteme ein und suchen mogliche Zustédnde mithilfe des PAULI-Prinzips:

Ly, 1,7,)- Wir fithren eine Schreibweise

e Der tiefste Zustand ist 1s? mit der Konfiguration 1'Sj.

—. _ _ _ _1

ey : n1—17ll—0,m11—0,m51—§ 1
—. _ _ _ _ 1
ey: n2=1,1o=0,my, =0,ms, = -5 |

Wir folgern, dass e; und e, anhand des Spins PAULI-unterscheidbar sind.
e Der Triplettzustand 1s2,13S; ist nicht moglich, da |§ | = 1 gefordert wird, also miissten
beide Elektronen den 1-Spin haben, wodurch sie nicht mehr unterscheidbar wéren.

e Die niichsten méglichen Zustéinde sind das Singulett 1s2s,2'Sy (mit [S| = 0) und das
Triplett 1s2s,235; (mit |S| = 1). Hier sind die Elektronen aufgrund der unterschiedlichen
Hauptquantenzahlen PAULI-unterscheidbar. Damit haben wir den niedrigsten Zustand fiir
ein Triplett.

e Hohere Zustinde sind die P- und D-Zustiinde wie 152p,23P, 1 und 1s3d,3' D3 91. Diese
Zustande sind allerdings sehr kurzlebig.

Zur Abbildung 1.36:
e Dipoliiberginge folgen den Ubergangsregeln AL = +1, AJ = 0,+1 und AS = 0.

e Deswegen gibt es kein Intersystem-Crossing, dass heifit es finden keine Ubergiinge zwischen
Singulett- und Triplett-Zusténden.
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e Aufgrund der Heisenbergschen Austauschenergie K liegt das Niveau 235 tiefer als 21S.
e Die Feinstruktur der Triplett-Zustiande hat zwei Ursachen:

1. Spin-Bahn-Kopplung innerhalb der Elektronen: l_i -5 und Iy - 5
2. Spin-Bahn-Kopplung zwischen den Elektronen (starke Wechselwirkung): l—i -89 und l; .81
Fiir He existiert dadurch eine uniibliche Feinstrukturaufspaltung, die gegeniiber dem H-Atom

eine invertierte Abfolge besitzt. (Siche dazu Abbildung 1.37.). Diese Invertierung folgt aus der
starken Wechselwirkung zwischen den Elektronen.

e Aufgrund der geringen Elektronenzahl ist die Abschirmung des Kernpotentials nicht sehr effektiv.
Die resultierende Hyperfeinstrukturaufspaltung soll hier aber nicht behandelt werden.

6.5 Aufbauprinzip. Periodensystem der Atome

Als Basis fiir den Aufbau nehmen wir natiirlich das PAULI-Prinzip. Die vier Quantenzahlen n, I, my
und mg miissen unterscheidbar sein. Man beachte, dass die Konfiguration nur fiir die letzte Schale
vermerkt ist, da die aufgefiillten Schalen inert und damit ohne Einfluss auf die Systemenergie sind.

Element e -Zahl | Grundzustand
Wasserstoff (H) | 1 1s 125, 9
Helium (He) 2 1s? 118y
Lithium (Li) 3 15%2s 225 /9
Beryllium (Be) | 4 152252 215,
Bor (B) 5 15%2522p | 22P, )y
Kohlenstoff (C) | 6 1s225%2p? | 23 P
Stickstoff (N) | 7 1522522p% | 2295,
Sauerstoff (O) | 8 1s22s22p* | 23 Py
Fluor (F) 9 15°25°2p° | 22Py
Neon (Ne) 10 1s22s22p% | 218,

Diese Tabelle erklart sich mit den Hundschen Regeln.

Im Grundzustamd eines Atoms hat der Gesamtspin den groftmogli-

chen mit dem PAULI-Prinzip vereinbaren Wert.

1. Hundsche Regel

Wir kénnen die Schalen nach folgenden Regeln auffiillen:

e Fiir [ = 0 kann man 2e~ auffiillen.
e Fiir [ = 1 kann man 6e~ auffiillen.
e Fiir [ = 2 kann man 10e~ auffiillen.

Fir | = 3 kann man 14e~ auffiillen.

Allgemein kann man fiir ein festes [ maximal 2 - (2] 4+ 1) Elektronen.
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Die Schalenkapazitét ergibt sich aus der Summe der Kapazitéten fiir alle méglichen [. Wir fithren die
folgenden Bezeichnungen ein:

\]
w
W~
ot

n|l
Code | K|L|IM|N|O
e Zahl | 2 | 8|18 32150

Bis jetzt haben wir nur die K- und die L-Schale aufgefiillt:
e Die K-Schale wird aufgefiillt fiir H, He.

e Die L-Schale wird wiahrend des Durchlaufs von Li, Be, B, C,N, O, F, Ne gefillt.
e M-Schalenelemente sind zum Beispiele alle Elemente von Na (15%25%2p53s) bis Ar (1522522p%3523p%).
e Achtung: Die Weiterfiihrung erfolgt nicht fiir die 3d-Elektronen. Stattdessen fiillen Z = 19 (K)

und Z = 20 (Ca) zunéchst die 4s-Elektronen auf, erst darauf folgen die 3d-Elektronen. Analog

zu 4s < 3d gi

Z=19: K (15%2522p%3523p54s)

Z =20: Ca (15%2522p%3523p54s?)

Z =21 Sc (1s%2522p%3523p%4s23d')
Z =22 T (15%2522p%3523p54523d?)
Z =23 V (1522522p%3523p54523d3)
Z=24: Cr (1522522p53523pfis'3d”)
Z =25: Mn (1s?2s22p®3523p%4523d°)

e Achtung: Chrom hat eine Unregelméfigkeit. Ein 4s-Elektron geht voriibergehend in die 3d-Schale
iiber, um dort alle ]-Zusténde aufzufiillen. Dies tritt zum Beispiel auch bei Z = 29 mit der
Konfiguration 15%22s522p%3s23p545'3d'0 ein, ebenso bei hoheren Niveaus.

Aufgrund der Unregelméfigkeiten in der Schalenauffiillreihenfolge fiir héhere Z-Zahlen hat man einige
neue Materialklassen von Ubgergangselementen eingefiihrt:

1. Die Elemente Z = 21 bis Z = 30 bilden die Eisengruppe.
2. Die Elemente Z = 39 bis Z = 48 bilden die Palladiumgruppe.
3. Die Elemente Z = 71 bis Z = 80 bilden die Platingruppe.
Weitere Unregelméafigkeiten sind durch die folgenden Gruppen erfasst:
e Die Elemente Z = 57 bis Z = 70 bilden die seltenen Erdmetalle, die Lanthanoide.
e Die Elemente Z > 89 bilden die Actinoide.

Das sich ergebende Periodensystem, wie es heute vorliegt, wurde 1869 parallel und voneinander unab-
hangig von MENDELEJEW und MEYER entwickelt.

6.5.1 lonisationsenergien der Atome

Element | Ionisationsenergie E;/[eV] Begriindung
H 13,6
He 24,6
Li 5,39 ein Elektron im 2s-Zustand mit gréfserem Kernabstand
somit kleinere effektive Abschirmung
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Die Abschirmung ist minimal bei Edelgasen und optimal bei Alkaliatomen mit Zggelgas + 1, wie zum
Beispiel bei Li, Na und K. Diese sogenannten sind besonders reaktiv. Wie man sieht, kann man mithilfe
des Periodensystems direkt die folgenden Eigenschafen abschétzen:

e chemische Reaktivitat

e Bindungsenergie
Zum Beispiel gilt fiir die folgenden Elementgruppen:

e Edelgase sind relativ inert.
o Alkaliatome sind sehr reaktiv.

e Halogene wie F, Cl sind sehr aktive Elemente.

6.6 Spektrum der Alkali-Atome

Zu dieser Gruppe gehoren die Elemente Li, Na, K, Rb, Cs. Aus dem Termschema des Li-Atoms in
Abbildung 1.39 entnehmen wir allgemein:

e Die Terme sind nach S, P, D, ... geordnet.
e Die Energiezusténde sind relativ zum tiefstliegenden Niveau 2s der Atome referenziert.
e Man kann diese Spektren der Atome mit H vergleichen.
e Durch verschiedene Strichstirken markiert man die Intensitét der Ubergiinge.
e Die Beschriftungen entlang der Ubergéinge beziffern die Wellenléinge in nm.
e Die Ubergiinge geniigen den Dipolauswahlregeln Aj, Al = —1,0, 1.
Zum Beispiel die Ubergiinge: 25’1/2 — 2P1/273/2 als Dublett und 2D3/2,5/2 — 2P1/2,3/2 als Triplett.

Alkaliatome sind, &hnlich wie H-Atome, Einelektronensysteme. Zur Beschreibung eines Niveaus benut-
zen wir den Termwert:

_F_ B
h-c (n*)?
Hierbei ist E die Energie des Zustandes, R die Rydberg-Konstante (in der Grobstruktur) und:
N B()
n*=n-—a(l)+ 7

Wir fithren n* mit den Korrekturfaktoren a(l) und (1) ein und erhalten eine neue ,effektive Haupt-
quantenzahl®. Die Ursache der Korrekturen ist das Eindringen von dufferen Elektronen in den Atom-
rumpf, auf sogenannten Tauchbahnen (siche Abbildung 1.42). Die Grofe und Struktur dieser Kor-
rektur wurde rein empirisch ermittelt. Fiir das Na-Atom findet man zum Beispiel, dass die 3s- und
3p-Elektronen aufgrund der starken Wechselwirkung mit dem Kern Tauchbahn aufweisen. Hingegen
dringen 3d-Elektronen nicht in den Atomrumpf ein.

Man kann diese Korrektur auch als Quantendefekt formulieren:

. B
A(n,l)=n—n :a(l)—?
Relavant ist diese Korrektur fiir die Zustande S (A(n,1) ~ 1,3) und P (A(n,2) = 0,8), fiir hohere
Zustande werden die Quantendefekte sehr klein (zum Beispiel A(n,3) ~ 0,01).
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Feinstruktureinfliisse ergeben sich analog zum H-Atom fiir [ # 0, also j = [4+1/2. Wiederum ist AEjgg ~
Z*/n? weitaus stirker als die relativistische Korrektur. Wir sehen, dass schwere Alkali-Atome zu einer
grofen Aufspaltung fiihren (fiir H ist AE = 0,42 - 10~%eV, fiir C's hingegen ist AE = 6,87 -10" eV
um vier Grofenordnungen grofer).

Nun sind noch die Hyperfeinstruktureinfliisse zu betrachten. Alle Alkali-Atome haben eine ausgepragte
Hyperfeinstrukturaufspaltung. Dazu gibt es drei Moglichkeiten, die wir anhand von drei typischen
Beispielen sehen werden.

e scharfer Ubergang (die Ubergéinge haben eine Frequenzunschiirfe, sind aber voneinander klar zu
trennen; zum Beispiel bei Na® mit j = 3/2)

e breiter Ubergang (alle scharfen Ubergiinge sind wegen dhnlicher Energiewerte iiberlagert; etwa
bei Li% mit j = 1)

e intermedidirer Ubergang (einige Ubergéinge sind scharf messbar, andere sind iiberlagert; z.B. Li7)

6.7 Spektrum der Erdalkali-Atome und Zweielektronen-Systeme

Zu der Gruppe der Zweielektronensysteme gehoren Zn,Cd, Hg. Erdalkali-Atome sind definiert als
Alkali-Atome zu denen ein Elektron hinzukommt. Die Zustdnde werden bezogen auf das He-Atom.

Be(...2s2,215))
Mg(. .. 3s2%,3L5))
Cal(...4s2,415y)
Sl"(. . .582,5180)
Ba(...6s2%,6'9)
Ra(...7s% 7'5))

Wir haben also 2e™-Systeme, welche die optischen Eigenschaften bestimmen. Wiederum gibt es Singulett-
, Dublett- und Triplettiibergdnge geméaft den bekannten Dipoliibergangsregeln. Ebenfalls gibt es einen
Quantendefekt aufgrund von Tauchbahnen, die fiir kleine [ einen prominenten Einfluss auf die Elek-
tronenenergie haben.

Ahnliche Eigenschaften wie die Erdalkaliatome sind die Zweielektronensystem Zn, Cd und Hg. Hier
gibt es noch zehn weitere Elektronen in einer nicht aufgefiillten, tieferen Schale; die Uberginge wer-
den aber vorrangig durch die duferen ns?-Elektronen bestimmt. Neu ist, dass es zusétzlich einige
Ubergiinge zwischen bestimmten Singulett- und Triplettzustinden gibt, obwohl dies scheinbar durch
die Auswahlregeln eigentlich verboten ist. Die Ursache fiir diese Interkombinationsiibergéinge liegt
darin, dass es neben der LS-Kopplung auch eine intermedidre Kopplung der Zustédnde gibt, weshalb
die Niveaus (und damit die Ubergangsmatrixelemente) nicht mehr scharf begrenzt sind.

6.8 Multiplett-Spektrum der Mehrelektronensystem

Nach den ns-Schalen wie in 6.6 und der ns?-Schalen aus 6.7 kommen nun die np- und die nd-Schalen
hinzu. Wichtige Beispiele fiir np-Uberginge sind:

o Al(15%2522p%35%3p) — Man unterteilt die Ubergéinge in einfache Terme (Dubletts 3n2nl) und
komplexe Terme (Dubletts und Quartetts 3s3pnl). Eine reine Darstellung von Singulett- und
Triplettiibergéngen ist nicht mehr moglich.
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e O(ns’np*,3Py) — Markant ist der Ubergang zwischen 1S und 'D mit Al = +2. Bis jetzt hatten
wir nur Dipoliiberginge mit Al = 41, dies ist nun aber ein Quadrupoliibergang. Dieser Ubergang
ist als Aurora-Linie bekannt und die Ursache der griinen Variante des Nordlichtes.

e Halogene (ns’np’) — Das wichtigste Beispiel ist F. Auch hier haben wir markante Dipol- und
Quadrupoliibergéinge (entsprechend Dublett- und Quartettzustianden).

e Edelgase (ns?np% n'Sy) — Hier ist die p-Schale abgeschlossen, somist verschwinden die Gesamt-
drehimpulse |L| = |S| = |J| = 0. Entfernt man ein Elektron aus der Schale (Ionisation), so
ergibt sich ein Loch e™. Das entstehende Ion (ns?np°) hat die Konfiguration 2P /2,3/2

Man beobachtet in diesem Ion einen neuen Effekt: Die Elektronen koppeln an das Loch, und es
entsteht ein Gesamtdrehimpuls K = j + I. Wir bezeichnen diese Zustéinde mit (Py1/2)l[K]; oder
(P3/2)l[K];, wobei J der Gesamtdrehimpuls ist. Diese neue Art von LS-Kopplung fiihrt unter
anderem dazu, dass bei n = 3 eine Verdoppelung gibt.

Die Behandlung der nd-Uberginge ist vollig analog, nur ungleich komplexer.

6.9 Energiestruktur von lonen

Positiv geladene lonen A""

Wir haben die isoelektrische Reihe, also Atome mit gleicher Anzahl von Elektronen.
e H-artige Tonen: H, Het, Li?*, Be3T, ..., U9t .
e He-artige Ionen: Lit, Be?T, B3+, ... Lw!*, .

e Cu-artige Ionen: Znt, Ga?*t, ..., Xe®*, ..
Zwischen den Elektronen gibt es die Coulomb-Wechselwirkung, die mit Z? zunimmt. Hinzu kommen:

e bei den H-artigen Atomen: fiir [ # 0 eine Dublett-Aufspaltung ~ Z4

e bei He-artigen Atomen: fiir n > 2 eine Coulombenergie ~ (Z — §)? (hierbei beschreibt ¢ die von
[ abhéngige Abschirmung der Kernladung)

Negative lonen A"~

Im Allgemeinen werden diese Ionen analog zu den positiv geladenen Ionen betrachtet, konnen aber
meistens nur ein Elektron aufnehmen. Die Bindungsenergie dieses Elektrons wird als Elektronenaf-
finitdt (EA) bezeichnet. Fiir ein beliebiges elektrisch neutrales Atom A im Grundzustand ergibt sich
EA durch:

Ega(A) = Bt (A) — Eot(A7)

Hierdurch erhélt man eine Klassifikation, welche Atome Elektronen aufnehmen kénnen: Fiir Energie-
differenzen Ega(A) > 0 ist A™ stabil. (Benutzt man Tabellenwerte zur Berechnung, muss man auf
das Vorzeichen aufpassen, denn die Gesamtenergie ist negativ.) Besonders hoch sind die Elektronenaf-
finitdten fiir Halogene und die Edelmetalle Cu, Ag und Au. Negative Elektronenaffinitdten treten bei
abgeschlossenen Schalen, also bei Erdalkaliatomen und Edelgasen, auf; hier sind die entsprechenden
A~ -Ionen instabil.



6.10 Energiestruktur der inneren Elektronenschalen Seite 56

6.10 Energiestruktur der inneren Elektronenschalen

Konrad RONTGEN fand 1896, dass Atome in der Lage sind, Rontgenstrahlen im Bereich zwischen 10 pm
und 10 nm zu emittieren. Dabei wird das Atom durch ein einfallendes Elektron zunéchst ionisiert, wobei
aus einer der inneren Schalen (zum Beispiel der K-Schale) ein Elektron herausgeschlagen wird. Dann
fallen Elektronen in den oberen Niveaus in das entstehende Loch. Wir haben also zum Beispiel einen
Ubergang von A*(K) zu A*(L) unter Abgabe von Strahlung AEx = h - vir, dann einen Ubergang
von AT (L) zu AT (M) unter Strahlungsabgabe, und so weiter. Diese Abfolge nennt man Kaskade.

Das entstehende Spektrum besteht aus der Bremsstrahlung des Elektrons im Atomverband, jedoch
{iberlagert von einigen scharfen Spitzen, die durch die Ubergénge in der Kaskade verursacht wird.

Ahnlich zum H-Atom gibt es eine Grobstruktur:

(Z — 6,)2

E,=—-R-hc- 3
n

Hierbei sind R die Rydberg-Konstante und §,, die effektive Nukleonenabschrimung. Die Feinstruktur
kennen wir auch noch:

he - R-o?-(Z —6,)* 1 3
e

n3 j+1/2 4n
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7 Atome in aulderen Feldern

Wir unterscheiden:

o statische Felder: Magnetfelder (ZEEMAN-Effekt) und elektrische Felder (STARK-Effekt)

e dynamische Felder: Lichtwellen (v.a. Laser mit f ~ 10'® Hz, Berechnung mit Quantenelektrody-
namik)

Aufere Felder fithren zu einer Anderung der energetischen Zustinde im Atom:

e Aufspaltung der Energieniveaus
e Verschiebung der Energieniveaus

e Uberlagrund von Zustéinden (Hybridisierung)

7.1 Zeeman-Effekt

Dieser Effekt wurde 1896 von dem Niederlander Pieter ZEEMAN entdeckt. Er schaute sich das Spektrum
eines Atoms an: Ohne ein dufleres Feld und er erhielt ein einzelnen scharfen Peak. Beim Anlegen eines
Magnetfeldes werden daraus sehr viele Peaks, die von einer Glockenkurve eingehiillt sind. Die Erklarung
lieferte LORENTZ mit einer klassischen Theorie. Damit kann man allerdings nur den normalen ZEEMAN-
Effekt erklaren. Fiir den anormalen Effekt bendtigt man die Fein- und Hyperfeinstruktur.

7.1.1 Normaler Zeeman-Effekt. Lorentz-Tripletts

Wir betrachten wieder ein Elektron, das den Atomkern in der zy-Ebene mit dem Abstandsvektor 7
und der Geschwindigkeit ¢ umkreist. Nun wird ein externes Magnetfeld B || €, zugeschaltet.

Auch ohne Magnetfeld haben wir eine Zentripetalkraft: Fy = |Fy| = mwg - r. Hinzu kommt nun die Lor-
entzkraft F; = ew; -r- B. Hierbei unterscheiden wir die Winkelgeschwindigkeit wg ohne Magnetfeld und
die neue Winkelgeschwindigkeit w;. Die beiden Kréfte fiigen sich zu einem neuen Kréaftegleichgewicht

zusamimen:
vorher: Fy, = mwg T
jetzt: Fh+F = mw% T
mwdr+ew - rB = mw?-r
2
o= b [ a]

Uns interessiert der Fall eB/m < 2wp. Dann ist:

wlzwoi%
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Der ZEEMAN-Effekt fiihrt also auf eine Frequenzmodulation. Im Allgemeinen miissen wir aber zwei
Beobachtungsrichtungen unterscheiden, einmal in z-Richtung (entlang des Magnetfeldes) und einmal
in der Ebene der Elektronenbahn (z — y-Ebene).

1. longitudinaler ZEEMAN-Effekt: Beobachtungsrichtung entlang der z-Achse; zwei Spektrallinien

, wo eB , wWo eB
= — d = — —
1 2T + 47 -m R 2 2r 4w -m

Das entstehende Licht bezeichnen wir als o-polarisiert. Das Licht mit v} ist links zirkular
polarisiert, das Licht mit 14 ist rechts zirkular polarisiert.

2. transversaler ZEEMAN-Effekt: Beobachtungsrichtung senkrecht zur z-Achse; drei Spektrallinien

wo

B wo eB , Wwo eB
2

d = — —
2 4w -m i "2 2 4m-m

12 und V) =

Das entstehende m-polarisierte Licht ist entweder parallel zu z (1) oder senkrecht zu z und der
Beobachtungsrichtung (v{, v/4) polarisiert.

Wir wollen diese Effekte jetzt quantenmechanisch erklaren. Dabei vernachléssigen wir den Elektronen-
spin, also |§ | &~ 0. Somit miissen wir nur den Bahndrehimpuls L berticksichtigen. Nach Bohr muss dieses
mit einem magnetischen Moment [ = —my - jip = E/ h verkniipft sein. Durch ein dufseres magnetisches
Feld kommt es demnach zu einer Anderung der potentiellen Energie und einer neuen Gesamtenergie:

AEB:—ﬁl'g = F=FE,;+AEp

Aus den Auswahlregeln Am; = —1,0, 1 folgt:

e o-polarisiertes Licht fiir Am; = £1, also Aw = +eB/2m

e rm-polarisiertes Licht fiir Am; = 0 und Aw =0

Wir schatzen die Starke des ZEEMAN-Effektes in der Grobstruktur ab:

Av=A(<)= —4,665-107°.B. —
Y ()\) h-c 665 - 10 m - Tesla

Zum Beispiel fiir B = 2T ist AT ~ 1ecm ™! und somit A\ ~ 0,025 nm. Dieser Einfluss ist vernachliis-
sigbar, relevant wird der ZEEMAN-Effekt erst in der Feinstruktur.

7.1.2 Anomaler Zeeman-Effekt

Wir unterscheiden die folgenden Bereiche:
1. AEp < AELs (RUSSEL-SAUNDERS-Bereich)
2. AEp ~ AFEg (nichtlineare Losung, im Folgenden nicht beriicksichtigt)
3. AEp > AFg (PASCHEN-BACK-Bereich)
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Zum Russel-Saunders-Bereich

Wir nehmen an, dass AE} s = 0 ist. Damit setzt sich der Hamiltonoperator aus dem normalen kine-
tischen Term, der Feinstruktur-Korrektur und der ZEEMAN-Korrektur zusammen:

H=Ho+Hps+Hp

Der neue Antelil ist:

—

Hp = —ji;- B

Dabei ist J der Gesamtdrehimpuls, der sich aus dem Gesamtspin S = >, 8 und dem Gesamtbahndre-
himpuls L = ), l; zusammensetzt. Das magnetische Moment hat die Form:

iy =~ (£ 28) - 2. <gl-zz:+gs'z§i> —
i %

Der Betrag ist dann:
J?+ 52— L?
2J2

5= 5= —pm T |1+

g; ist der Landé-Faktor fiir die LS-Kopplung.

z-Aufspaltung fiir LS-Kopplung

Wir betrachten als Beispiel die Na-D-Linien: Im Grundzustand 325, /2 ist mg = 41/2, somit spaltet
sich dieser Zustand in zwei Energieniveaus (also ein Dublett) auf. Dabei ist:

1
AEB:i§'2-MB'B::|:,U,B'B

Im néchsthoheren Zustand 32P1/2 ist j =1/2, s =1/2 und [ = 1, somit ist:

gj:l_i_j(j—i—l)—i—s(.s.—kl)—l(l—i—l):g
2-4(j+1) 3

Der Zustand spaltet sich wiederum in zwei Energieniveaus auf. Damit kann man die Energie errech-
nen:

1 2 1
AEp =+-.—. -B=+-". -B
B 53 “B 3 UB

Betrachten wir den néchsthéheren Zustand 3%Pj),. Hier ist j = 3/2, m; = £1/2,43/2 und damit
gj = 4/3. Dieser Zustand spaltet sich in vier Energieniveaus auf, deren Energie ist:

AEy, 132 =42-pup-B und AE, _y5=%3 pup-B

In wie viele Uberginge spalten sich die Na-D-Linien nun auf? Mithilfe der Auswahlregeln findet man:
e Die D;-Linie zwischen 3251/2 und 32P1/2 teilt sich in 4 Uberginge auf.
e Die Ds-Linie zwischen 3251/2 und 32P3/2 teilt sich in 6 Uberginge auf.

Fiir die Zustiande 2° mit AEg ~ AE}g erfordert mehr quantenmechanischen Aufwand, da nichtlineare
Abhéngigkeiten vorkommen.
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Zum Paschen-Back-Effekt

Hier haben wir eine Analogie zur JJ-Kopplung: Lund S koppeln separat zum B-Feld. Die magnetischen
Momente addieren sich:

UB KB
Nj:_?'(gl'ml‘i'gs'ms):_?'(ml+2'ms)

Damit ist dann die Energiedifferenz:

[ ABp = —p. - B=pp B (mi +2m,) |

Durch die Auswahlregeln Ams; = 0 und Am; = —1,0,1 kann man wie oben die Aufspaltung von
Ubergéngen beschreiben.

Zeeman-Effekt mit Hyperfeinstrukturaufspaltung

Wir haben hier eine [J-Kopplung und kénnen wieder drei Bereiche unterscheiden:
o 10 AE%fS & AFEygs — lineare Abhéngigkeit
o 20 AE%fS ~ AFys — nichtlineare Abhéngigkeit (intermedidrer Bereich)
o 30 AngS > AFEys — lineare Abhéngigkeit
Hierbei ist AFEy¢ die Energiedinderung der Hyperfeinstruktur ohne dufseres Magnetfeld.

Zum ersten Fall: Hier dominiert die [J-Kopplung, man erhélt einen Gesamtdrehimpuls F=T+ j,
welcher um die Quantisierungsachse (hier in Richtung von B | €,) priazediert. Wir erhalten ein ma-
gnetisches Moment:

pp = py - cos(J, F) — i - cos(I, F)

Damit ergibt sich die Hyperfeinstrukturaufspaltung:

Der Landé-Faktor ist gegeben durch:

J PP+ JP-T m I F?2+1?—J?
=9 F 2FJ m, U F 2F 1

Der hintere Summand ist aufgrund des Verhiltnisses m./m,, ~ 1073, welches bei groferen Kernen nur
noch kleiner wird, vernachléssigbar.

J F*4+J?-1?
=9 F TaFRs

Damit erhélt man fiir J # 0 eine Aufspaltung in (2J 4+ 1) - (2F + 1) Terme. Wir wollen den Einfluss
dieser Aufspaltung abschétzen. Zunéchst ist:

AFEpg ~ i - Bkem(7=0) und AEM ~pup-B
—

~100T
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Aus beiden Termen erkennen wir:

AN < M ApL = B<01T
uB

Nun betrachten wir den dritten Fall, der wieder als PASCHEN-BACK-Effekt (der Hyperfeinstruktur)
bezeichnet wird. Hier prazedieren J und I unabhéngig voneinander und in entgegengesetzter Richtung
um die Quantisierungsachse. Die gesamte Aufspaltung erhalten wir aus der Summe der Effekte:

AEYs = AE} + AEL
Die einzelnen Komponenten lauten wie folgt:

AE}, = gj-cos(J,B)-pup-B=mj g; up-B
AEL, = —m g cos(T.B) - B

mp

Das Minus in AE{Q kommt aus der umgekehrten Prézessionsrichtung. Auch hier ist (aufgrund des
enthaltenen Massenverhéltnisses) der Anteil von AEé sehr gering.

=

AByg = A-JI-cos(,J) = A-m;m;

Die Gesamtenergie des Paschen-Back-Effekts in der Hyperfeinstrukturaufspaltung:

AEpg = AE} + AEL + AEywg ~mj - gj - pp - B+ A-mjm;

Es gilt natiirlich die Abschatzung AE%fS > AFBy fiir Magnetfelder ]é\ 2 0,1T. Zudem gilt die
Multiplizitét, also (2F + 1) - (2J + 1) und es entsteht eine Umverteilung.

7.1.3 Quadratischer Zeeman-Effekt: Diamagnetismus und
Landaubereich

Es geht um den nichtlinearen Bereich in der Fein- und Hyperfeinstruktur.

1. AEp ~ AFE1g

2. Priizession des Elektrons im B-Feld macht eine Riickkopplung iiber die Induktion, damit Beein-
flussung des magnetischen Moments [i;

LANDAU fand eine diamagnetische Suszeptibilitéit. Diese soll mit dem Hamilton-Operator hergeleitet
werden.

H=Hy+ O +H
Der Term H' = —ji - B beschreibt den linearen ZEEMAN-Effekt. Der zweite Term ist nichtlinear und

beschreibt den sogenannten Diamagnetismus. Der Losungsansatz ist, vom Impuls p iiberzugehen zu
P+ e/c- A mit dem Vektorpotential:

- 1 _
A=—-. (B X *>
5 T
Mit dem neuen Impuls ergibt sich der folgende Hamiltonoperator:

A= p*2F
2m

1/
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Explizit ist:
ﬁ”: 62-32 ~F2

. 2
- sin
8m L4

Hierbei ist ¢ = 4(5,?). Aus geometrischen Uberlegungen folgt 72 - sin? ¢ = 22 4+ 3. Den Vorfaktor
kann man mit der Zyklotronfrequenz w. = eB/2m vergleichen. Damit hat man:

— 1
H' = i-mwf (2% +y?)

Das entspricht einem harmonischen Oszillator in der xy-Ebene. Somit ist die Energie quantisiert, und

die Gesamtenergie ergibt sich wie folgt:

B2 . k2
2m

1

Der erste Term entspricht der Energie in der xy—Ebene und der zweiter Term ist die Energie in
z-Richtung. Die Bewegung in der zy-Ebene folgt also dem Landau-Niveau. Die Losung iiber die
Potentiale erfolgt jetzt iiber eine Kombination des atomaren Potentialtopfes und der parabolischen
Abhéngigkeit durch die LANDAU-Quantisierung. Dadurch wird das Potential nichtlinear.

7.1.4 Zusammenfassung

Mit steigender Feldstérke ergeben sich die folgenden Bereiche:

linearer ZEEMAN-Effekt (COULOMB-Limit, Paramagnetismus): |[H}| < [Hy| = AE ~ B
PASCHEN-BACK-Bereich

I-mischender Bereich

n-mischender Bereich

Quasi-LANDAU-Breich: |Hp| ~ | Hy|

AN e

LANDAU-Bereich (Diamagnetismus): |H| > |Ho| = AFE ~ B2

7.2 Stark-Effekt

Der STARK-Effekt beschreibt die Aufspaltung und Verscheibung von Spektrallinien und atomaren
Zustdnden in einem &ufseren elektrischen Feld. 1913 entdeckten STARK und LO SURDO den Effekt
anhand der Balmerlinien im H-Atom. Es waren Verschiebungen in den Ubergéingen zu beobachten.

Wiederum gibt es lineare und quadratische Ausprigungen des STARK-Effekts:

1. linearer STARK-Effekt: im Falle A Egari > AFEg (dominant fiir H-artige Atome)

2. quadratischer STARK-Effekt: im Falle AFgic << AFEg oder bei S-Zustanden mit AEg = 0
(dominant fiir Mehrelektronensysteme)
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7.2.1 Erste Ordnung der Storungsrechnung

Das Atom sei einem elektrischen Feld F [V /m] ausgesetzt. (Wir schreiben nicht E, da E bereits fiir
die Energie vergeben ist.) Das Feld ist in der Quantisierungsrichtung ausgerichtet (F' || €). Es ergibt
sich im Hamiltonoperator ein Stérungsterm a" (als zusétzliche potentielle Energie) mit

HY =¢F .2

Wir wollen im Folgenden den Elektronenspin vernachlassigen. Wir erhalten Losungen mit der Hamil-
tonwellenfunktion, insbesondere den Zustand:

Ynim(T) = Y100

Fiir diesen Zustand ergibt sich die Energieaufspaltung in der ersten Ordnung der Stérungsrechnung;:
AE) = eF - (100 Z [t100) = eF - / Y100 - 2 A2

Der hintere Term ist eine Analogie zu Dipolmatrixiibergangselementen (hier jedoch fiir einen ,,Uber-
gang" von einem zum selben Term). Auf jeden Fall ersehen wir hieraus, dass das Integral 16sbar ist. Fiir
ein Matrixelement (%1 | 2¢0nim), welches einen Ubergang darstellt, gilt Al = +1. Hier ist Al = 0. Es
ergibt also in der ersten Ordnung kein Beitrag.

7.2.2 Zweite Ordnung der Storungsrechnung

Wir nehmen eine quadratische Abhéngigkeit in F an. Nach einiger Rechenarbeit kommt man fiir 1s-
Elektronen auf:

(nim] Z [¥100)°
AE%oo = —e’F?.
;ﬂ E, — FE;

lym
In den Summanden stehen Matrixiibergangselemente. Also spielen nur solche Quantenzahlen n,l,m
eine Rolle, die den Ubergangsregeln gehorchen.

3
AE() = —8ey - % - F2

Stark-Effekt im H-Atom

Diese Formel ist plausibel, denn dieser Energiebeitrag verschwindet nur fiir |ﬁ | # 0. Um einen Ein-
druck von der Stédrke des STARK-Effektes zu bekommen, nehmen wir zum Beispiel ein Feld von
F=10°V/cm = 10mV /nm an:

IAE®|=25.10%e¢V = Ak=2-10"%cm™!

Dies ist ein verschwindend geringer Einfluss. Wir haben also ein induziertes Dipolmoment:

. Energie 8(AE£(2)2) 92
= = 100 — _9e2F . N L=
Pind = ] "Feld OF c Z

Hierbei ist « die elektrische Dipolpolarisierbarkeit mit

3 1 C-nm?
:262-2---:16w50-%:7,42-10—23-ﬁ ém

Allgemein gilt nun:
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2 —,
AE§02): _%'Fz

Die elektrische Dipolpolarisierbarkeit ist ein typischer Tabellenwert fiir verschiedene Atome.

7.2.3 Starkeffekt fiir Zustande n > 1

Hier kommen wir zu einem linearen STARK-Effekt. Zunachst betrachten wir den Fall n = 2. Damit
haben folgende mogliche Zustédnde (rechts in der Schreibweise |lmy)):

|2s)—]00)
Wir betrachten wiederum die Matrixiibergangselemente:
(nim| Z [y} 70 = Al==41 und Amy=0

In den Zusténden |11) und |1, —1) sind keine Ubergéinge méglich, folglich kann man hier keine STARK-
Effekt-Aufspaltung erwarten. Nun die Zustéinde [00) und |10) erfahren eine lineare Verschiebung AE().
Die erste Ordnung der Stérungsrechnung basiert auf dem Stérungsoperator:

Damit ergibt sich die folgende Schrédingergleichung:
Hy) = (Ho+eF-2) - [¢) = EV - |3)
Wir machen einen Losungsansatz:
) = a1 - |01) + az - [00)
Wir suchen die Koeflizienten a; und as. Dazu setzen wir in die Schrodingergleichung ein:
a1Eg - [10) 4 agEq - |00) + areF - 7 |10) + ageF - 2]00) = a1 EM) - |10) + as EM - 00)

Wir formen um: Multiplikation mit (10| und (00|, Orthonormierung, Auswahlregeln beachten; das fiihrt
auf die Bestimmungsgleichungen:

al-Eo+a2-eF-<10|E|OO> = (Il'E(l)
as - Eo+ay-eF -(00[Z[10) = ay- EW

Es gilt (10| Z|00) = (00| Z|10) = —3 - ao:

(Eo—EW).a; —3ag-eF-ay = 0
(Eo—EW).ay —3ap-eF-a; = 0

Hieraus folgt fiir die neue Energie:

E() = By +3ag- eF

Waéhrend fiir m = +1 die Energien bei Ey verharren, erhalten wir fiir m = 0 eine symmetrische
Aufspaltung um Ey herum. Die entsprechenden Wellenfunktionen lauten:

M = \}i (200 + 210)  und M = \}5 * (Y200 — ¥210)

Als Beispiel fiir die Starke dieses Effektes betrachten wir wiederum eine anliegende Feldstirke F' =
10mV/nm (bei Z = 1). Dann ist Ak ~ 12,8cm ™!, es ergibt sich also eine signifikante Energiesinde-
rung.
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7.2.4 Parabolische Koordinaten

Das Losen der n x n-Matrix von Ubergangselementen wird sehr komplex. Zur Vereinfachung gehen wir
in parabolische Koordinaten &, n, v iiber:

& = r+z
n = r—z mit  r=+/x2+y2
tanty = ¥

z

1. Wir finden zwei neue Quantenzahlen n; und ne. Damit ist die Hauptquantenzahl:

n=mny+ng+ |myl+1

2. Die erste Ordnung der Storungsrechnung ergibt:

E(l):En—F%ao-eF‘%-(nl—ng)

Schwarzschild-Epstein-Formel

Die hochste Energie Er(,}a)m erhalten wir bei ny = n — 1 und ne = 0.
Die niedrigste Energie El(il)n

e Die maximale Energiedifferenz AEM) ist damit:

erhalten wir bei ny = 0 und no = n — 1.

AED Z g _ g0 _gp g M0

max min 7

¢ Im asymptotischen Falle n — oo ist AE(M) ~ n2.
e Zum Vergleich: Fiir n = 5 und Z = 1 mit dem bekannten F ist Ak = 1280cm™".

3. Die Auswahlregeln miissen (in Analogie zum ZEEMAN-Effekt) auch fiir STARK-Uberginge in
parabolische Koordinaten transformiert werden.

e m-Komponente: Am; = 0 (linear polarisierte Strahlung || F)
e o-Komponente: Am; = £1 (linear polarisiert fiir Strahlung LF, unpol. fiir Strahlung I F )

4. Die zweite Ordnung der Storungsrechnung ergibt:

dreg - F?2 /n4
”1376.(*) - (17n? = 3(n1 — n2)* — 9|my|* + 19)

3 n
E(Q)=En+§a0'€F'*'(n1—n2)— 7

VA

Der Klammerterm ist immer grofer Null, denn n > ny —ng und n > |my|, somit fithrt £ immer
zu einer Energieabsenkung. Diese Ordnung fiihrt also zu einer Rotverschiebung.

7.2.5 Elektrische Feldionisation. Quantenmechanischer Tunneleffekt

Wir gehen wieder aus von einem geraden Coulomb-Potential:

Ze?

Velr) = ———3
(r) dmeq - |r|

Dazu kommt ein ungerades elektrisches Potential:

Ve(r) = —eF -r
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Das resultierende effektive Potential ist nicht mehr symmetrisch und verhélt sich fiir grofe r asympto-
tisch wie das reine elektrische Potential. Ein Grenzfall ist das Gleichgewicht beider Potentiale:
Ze? e/

dmeg - r e " dreg - F

Gesucht ist die Hauptquantenzahl n., oberhalb welcher ein Tunneleffekt sehr Wahrscheinlich wird.
Laut unseren fritheren Uberlegungen zum H-Atom ergibt sich der Erwartungswert (r) aus:

1 a a
2 0 . 2 0
<r>ln1——n-<1+2n>-zwn-

Einsetzen des Gleichgewichtsfalles fiihrt auf:

5 3 2
e-Z°>>m* 1 A 1
3 FF n

Oberhalb dieses kritischen Wertes n. sind die Zustdnde nicht mehr gebunden, da dann der Einfluss
des elektrischen Potentials dominiert. Da das n. stark vom F' abhéngt, sinkt die Zahl von mdoglichen
Zustinden (und damit méglichen Ubergéingen) n in einem Atom mit steigender Stirke des dukeren
Magnetfeldes. Diese Methodik nutzt man in der Spektroskopie, um die Zustdnde eines Atomes zu
quantisieren.
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8 Molekilphysik

8.1 Allgemeine Bemerkungen

8.1.1 Definitionen

Die Atomphysik beschreibt den fundamentalen Aufbau der Atome. Es werden die Wechselwirkungen
zwischen Atomkern und Atombhiille untersucht. Zudem ist hier die Wechselwirkung mit dufieren Feldern
interessant.

Die Molekiilphysik griindet auf dem Zusammenschluss von Atomen zu einem Molekiil, und widmet
sich chemischen Bindungen von Atomen und deren Stabilitét.

Der Begriff des Molekiils kommt vom lateinischen Wort ,moles* (Masse) und beschreibt eine Anord-
nung von zwei oder mehr Atomen, die durch ihre Wechselwirkung lange genug aneinander gebunden
sind, um eine Einheit zu bilden, die experimentell als solche auch beobachtet werden kann.

Der Molekiilbegriff kann durch die Unterscheidung von Makromolekiilen verfeinert werden. Diese
Molekiile zeichnen sich durch eine sehr grofe Masse aus, iiblicherweise im Bereich iiber 10% u (hierbei
ist 1u = my die atomare Masseeinheit).

8.1.2 Aufgaben der Molekiilphysik

Die Chemie versucht eine Ordnung in die Molekiile zu bringen. Die Aufgabe der Physik ist eine ganz
andere. Sie sucht Antworten unter anderem auf die folgenden fundamentalen Fragen:

o Welche Wechselwirkung ist verantwortlich, dass aus Natrium und Chlor das Molekiil Natrium-
chlorid wird, oder dass aus Sauerstoffradikalen molekularer Sauerstoff wird?

e Wieso kommen Os, Hy, Ny und so weiter in der Natur nur elementar vor, He hingegen nur
atomar?

e Bindungsenergien AE;, € [-10,...,—0,01]eV
e Warum ist NaCl polar?

8.1.3 Darstellung von Molekiilen

Als erstes betrachten wir die Summenformel, wie zum Beispiel in HyO, NaCl, CH3CH>OH und so
weiter. Desweiteren kénne wir auch die Namen angeben:

Summenformel H5O NaCl CH3CH,;OH CH30CH3
Name Wasser Natriumchlorid Ethanol Dimethylether
Strukturformel Grafiken werden nachgereicht.
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8.1.4 Analytik

Spektroskopie: Wir beschiefsen ein Molekiil mit Strahlung der Energie Fy = h - v; und kénnen
verschiedene Reaktionen auswerten:

e Absorption, Emmission und Streuung von Strahlung

e Bestimmung von Vibrationen und Rotationen
Mikroskopie: Das Molekiil wird abgebildet und kénnen verschiedene Eigenschaften auswerten:

e Anordnung und Struktur von Atomen in Molekiilen, Aufbau von Festkorpern

e Aussagen {iber die Wechselwirkung zwischen zwei Molekiilen

8.2 Bindungstypen

Man kann die Bindungen unterscheinden anhand von:

e Bindungsstarke
e Bindungsrichtung

e Bindungsart
Wir unterscheiden folgende Bindungstypen:

1. Kovalente (homd&opolare) Bindung — Diese Bindung tritt zum Beispiel bei zwei auf der z-
Achse lokalisierten Atomen A und B mit p,-Orbitalen auf, sofern sich die Orbitale iiberschneiden.
Die Bindungsenergie AFE} ergibt sich aus (1 | 12) und liegt im Bereich von —1eV bis —10eV.
Solche gerichteten Bindungen sind insbesondere bei Nichtmetallen, organischen Elementen und
Gasmolekiilen interessant.

2. Ionenbindung (heteropolare Bindung) — Diese Bindung entsteht bei dem kompletten Aus-
tausch eines Elektrons, zum Beispiel Na 4+ Cl — Na®™ + 1le™ + Cl~ — le~ — NaCl. Die Atome
werden nun durch die Coulombkraft

q1492

¢ Admeg - 12

zusammengehalten. Offensichtlicherweise ist diese Bindung stark gerichtet. Die Grofenordnung
der Energie A Fjy liegt ungefahr zwischen —1 eV und —10eV. Diese Bindung tritt insbesondere bei
Paaren aus einem metallischen und einem nichtmetallischen Atom auf, sowie in der organischen
Chemie (zum Beispiel bei Carbonséuren).

3. Metallische Bindung — Diese Bindung entsteht durch das Uberlappen der Atomriimpfe meh-
rerer Atome, sodass die Elektronen delokalisieren (das heiftt: das Elektron kann sich im gesamten
Atomverband frei bewegen und ist nicht mehr einem einzelnen Atom zuzuordnen). Die Bindungs-
energie liegt zwischen 0eV und —6¢eV, die Bindung ist nicht gerichtet. Metallische Bindungen
treten oft in Metallen und Legierungen sowie in dotierten Polymeren auf.

4. Van-der-Waals-Bindung — Bei allen Elementen interessant ist die VAN-DER-WAALS-Bindung,
welche auf ,Dipolkraften” beruht:

o Keesam-Polarisation: Zwei Atome haben magnetische Momente, die miteinander koppeln
(und sich ausrichten).

e Debye-Polarisation: Nur ein Atom besitzt ein Dipolmoment. Das andere Atom besitzt
kein Dipolmoment (zum Beispiel weil alle Schalen voll sind), aber eine Polarisierbarkeit c.
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e London-Polarisation: Beide Atome haben lediglich eine Polarisierbarkeit, aber durch &u-
Kere Einfliilsse kommt es auf zufélliger Basis zu einer initialen Ausrichtung, die durch Kopp-
lungseffekte der beiden entstehenden Momente erhalten bleibt.

Die Energie AE), ~ —1/r% liegt in der Grokenordnung von 0,01eV bis —0,1eV. Diese Bindung
ist gerichtet.

Wasserstoffbriicken-Bindung: Bei dieser Bindung ist immer ein H-Atom und ein elektrone-
gativer Partner im Spiel. Deren Orbitale iiberlagern sich quantenmechanisch. Die Energie dieser
gerichteten Bindung liegt bei 0eV bis —0,5eV, weshalb innerhalb eines Molekiils diese Bindung
nicht von Relevanz, sie fithrt aber zu einer Strukturbildung in Molekiilverbénden.

Modellvorstellungen

Wir wollen einige Modelle der Molekiilphysik kennenlernen und bewerten.

8.3.1 Kossel-Modell

KOSSEL ging 1915 von der vollstindigen Besetzung (zum Beispiel ns?np®) in Edelgaskonfigurationen

aus.

D
D

©

©

Das Modell erklart die heteropolare Bindung.
Es enthélt die Wertigkeit der Atome. — Die maximale Wertigkeit (Valenz) entspricht der grofiten

Zahl an aufgenommenen bzw. abgegebenen Elektronen, zum Beispiel:

P+3H — P3~4+3H" — PH;
P+5Cl — P> +5C1- — PCly

Somit hat P die Wertigkeit 5.

Die Loslichkeit eines Molekiils wird korrekt beschrieben. Zum Beispiel hat NaCl in HyO die
Loslichkeit Ei{QO ~ 81 @ OH,. Dadurch verringert sich die Coulombkraft zu:

1 q- @
F. = .
© dmweg-e 12
Die geringere Coulombkraft begiinstigt die Dissoziation in Na™ und C1~. Analog geht die Losung

in HCN (Cyanwasserstoff) mit ey ~ 95. In Tetrachlorkohlenwasserstoff (mit eqq, ist die
Loslichkeit jedoch dufserst gering.

Diese Modell kann keine polaren Molekiile beschreiben; zum Beispiel wird die Protonenwechsel-
wikrung bei Wasser zwischen den beiden Wasserstoffatomen nicht beachtet.

Es sind keine quantitativen Aussagen moglich.

8.3.2 Lewis-Modell

Dieses Modell, benannt nach seinem Entwickler GORDON NEWTON LEWIS (im Jahre 1916), verfeinert
das KosseL-Modell durch die Vorstellung, dass bindende Atome sich mindestens je ein gemeinsames
Elektronenpaar teilen. Unter Beriicksichtigung der stabilen Eigenschaften von Edelgaskonfiguratio-

nen folgt die sogenannte Oktett-Regel.
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Molekiil Erstes Atom Zweites Atom Strukturformel

Cl, :Cl: -Cl: IC1-ClI
H, H- ‘H H-H
HCI H -Cl: H—ClI
H
CH, H- -Cl H- (:3 ~H
H

8.3.3 Quantenmechanische Modellvorstellung

Wir betrachten wieder zwei Atome A und B, deren Orbitale sich in einem kleinen Bereich iiberlappen.
Die Gesamtenergie enthélt eine Bindungsenergie:

!
Eiot(A+ B) = Etot(A) + Eiot(B) + AE, < Eiot(A) + Eiot(B)

Beim Erstellen der Bindung wird der Energiebetrag AFE, < 0 an die Umgebung abgegeben. Das Molekiil
ist dann stabil. Um die Atome voneinander zu trennen (Dissoziation), muss eine Dissoziationsenergie
AFEgiss = —AFEy > 0 zugefiihrt werden. Nun soll die Bindungsenergie quantifiziert werden. Hierzu gibt
es verschiedene Ansétze:

e Valenzstrukturmethode — gut fiir H, und dhnliche Molekiile
e Molekiilorbitalmethode

Valenzorbitalmethode

Diese Methode wurde 1927 von W. HEITLER und F. LONDON entwickelt. Wir machten die Annahme,
dass das Atomorbital zur Beschreibung von kovalenten Bindungen hinreichend gut geeignet ist, das
heifit, wir beschrénken uns auf die Stérungsrechung in der ersten Ordnung. Betrachtet wird ein H,-
Molekiil. Die Atome haben einen Abstand r voneinander, der Abstand vom ersten Atom (Index I) zum
ersten Elektron (Index 1) sei r1, und so weiter. Das entstehende Vierteilchenproblem ist selbst mit
numerischen Mitteln im Allgemeinen nicht exakt l6sbar. Der Hamiltonoperator hat jetzt die Form:

H = Hy+H.

_ B h2 . —»2 —;2 _ mp+me
Hy = —5- (Vl + V2> und  m, = TEETE

_ _ € 4 0,1 1 1 1 1
Hp o dmeg TI1 + TI2 + Tl + TI2 T Ti2

Die ersten vier Summanden stellen die Elektron-Kern-Wechselwirkung dar. Dazu kommen die Kern-
Kern-Wechselwirkung und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Wir wollen die Schrodingerglei-
chung fiir eine Welle t)ges 0, anwenden:

H - ¢ges,0n = Liges,On ° wges,On

Zur Naherungslosung schlug LONDON vor, die Gesamtenergie nur ale eine Funktion von r; und 79
zu betrachten. Damit reduziert sich der Raum auf sechs Dimensionen, jedoch war immer noch keine
analytische Losung moglich.

Deshalb macht man einen weiteren Ansatz, ndmlich die BORN-OPPENHEIMER-N&aherung;:

e H-Kerne sind sehr viel schwerer als Elektronen: mj, > m., somit ist m, ~ m,
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e 1 = const. sei grofs

Wir teilen den Hamiltonoperator in einen ungestérten Teil °H und eine Stérung 'H. Der Term der
ersten Ordnung der Storungsrechnung fiir den ungestorten Teil lautet:

o — I (V4 V3) - - -<1+1>

2Me dmeg \rrn o rm2

Der Ansatz fiir die Losungsfunktion dieses ungestérten Problems ist:

Ohges.on & Yon(1,2) = tr.on(®1, 91, 21) - Yir.on(22, Y2, 22)

Dies ist eine einfache Zwei-Teilchen-Wellenfunktion, die natiirlich Symmetrieeigenschaften aufweisen
muss. Damit sind auch die Energien klar:

UEges,On = En(l) + En(2)

Einsetzen in die Schrodingergleichung liefert:

2

0 = Yron(2): |5 V3 Uron(1) = (g + En()) - ron(1)]
+ Gron() - [~ V3 vnon(@) — (st + Bn(2)) - iron(2)]

Die nichtriviale Losung der Gleichung erhélt man, wenn die Klammerterme gleich Null sind. Die Ener-
gieeigenwerte sind:
OBgeson =2 En(1) =2 E,(2) =2+ B,

Aus der Ununterscheidbarkeit von e; und e, folgern wir eine allgemeine Lésung:

w()n(la 2) = wI,On(l) : zﬁ]],0n(2)
Yon(2,1) = Yron(2) - Ymon(l)
= wges,On = O« ¢0n(17 2) + /8 : ¢0n(2, 1)

Aus der Orthonormierung folgt |o|* +|38|* = 1. Nun betrachten wir den Stérungsterm:
2
— 1 1 1 1
1 ()
47['60 T T2 r r12

Es ist 'H <« °H. Aus dem vollstindigen Orthonormalsystem Olbgespn und OEgeSpn folgt ein neues
Orthonormalsystem bei der Entwicklung in die erste Ordnung der Stérungsrechnung. Wir erhalten

0 1 0 1
¢ges,0n = ¢ges,0n =+ Q;Z)ges,ﬂn und Eges,On = Eges,On + Eges,On

Die Schrédingerlgeichung lautet dann:

(Oﬁ + lﬁ) ’ (O¢ges,0n + 1¢ges,0n) = (OEges,On + 1Eges,0n) . (Owges,On + lwges,On)

Das Resultat fiir die Eigenwerte ist:

C+A
Egeson =2+ En + 755
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Hierin sind die folgenden Telintegrale enthalten:

Austauschintegral: A = [9§,(1,2) - "Hepon(2,1) dQ2
Coulombintegral: Cc = fwon ,2 1Hwon(l, 2) dQ
Uberlappintegral: S = [¢§,(1,2) Yon(2,1) dQ

Aus der Eigenwertformel erkennt man, dass es zwei Losungen gibt, eine symmetrische (+) und eine

antisymmetrische (—):

ws/as,o - \/ﬁ [dJOn(l 2) + ¢On(2 1)]

Die Beriicksichtigung des Spins erfolgt iiber einer Spinor-Funktion:

X =100

Da diese Funktion antisymmetrisch ist (X(1,2) = —X(2, 1)), folgen zwei Losungen:

X1=1vs0-0(11) und Xo = vaso-6(11)

Wenn man also zwei Atome mit parallelem Spin haben, werden sie aufgrund der PAULI-repulsiven
Kraft auseinandergetrieben; sie konnen also keine Bindung eingehen. Zwei Atome mit antiparallelem
Spin haben hingegen ein Energieminimum der Tiefe AF, = —3,17eV bei einem stabilen Abstand
r= 1,61 *To-

Aus dieser Uberlegung sicht man sofort, dass ein He,-Molekiil nicht stabil sein kann, denn ein
He-Atom hat bereits zwei Elektronen in der Spineinstellung 1|. Bringt man ein weiteres Helium-
Atom (welches auch wieder zwei Elektronen mit 1| hat) an dieses Atom heran, so stofen sich die
Elektronen mit gleichem Spin sehr stark ab. Dieser Effekt kann nicht durch bindende Elektronen
(also Elektronen mit unterschiedlichem Spin, die noch nicht an ein anderes Elektron gekoppelt
sind) kompensiert werden. Helium-Atome gehen also nie eine Bindung miteinander ein, somit
liegt Helium immer atomar vor.

Analog erhélt man, dass die spontane Verkniipfung Hs + H — Hj3 nicht moglich ist, da kein
bindendes Elektron vorhanden ist.

Man kann das Konzept auf beliebige Atome mit Z Elektronen iibertragen. Die einzige Bedingung
ist, dass es H- oder He-ghnliche Atome sind. Zum Beispiel sind O + 0O — O, und N +N — N,
stabil.

Betrachten wir die zwei Atome N und O Diese beiden Atome kénnen eine Dreielektronenbin-
dung eingehen: :N=Q — Dieses System ist stabil. (Die Dreielektronenbindung hat im Vergleich
zur Zweielektronenbindung nur eine etwa halb so grofse Bindungsenergie.)

Ein H*-Atom kann mit einem H-Atom eine Einelektronenbindung zum Molekiil H - H eingehen.
Auch diese Bindung ist etwa um die Hélfte schwicher als die Zweielektronenbindung.

Zwei Sauerstoffatome koppeln zu einem O,-Molekiil mit Zweielektronenbindung 10=0I, es gibt
auch ein O;“—Molekﬁl mit Dreielektronenbindung 10=0I. Ein Ozonmolekiil ergibt sich quasi als
Ring aus drei O-Atomen, bei denen jedes Molekiil mit jedem eine Zweielektronenbindung eingeht.



8.4 Einige spezielle Bindungen Seite 73

Molekiilstrukturorbitalmethode

Die diskutierte Valenzorbitalmethode wird durch das Vorkommen von Ein- und Dreielektronenbindun-
gen aufgeweicht. Als neuen Ansatz nehmen wir die folgende bessere Naherung:

d}ges,On = W}I,On(l) + ¢II,On(2)] : W)I,On(Q) + Q;Z)H,On(l)]

Die Kreuzterme folgen aus polaren Kréften.

8.4 Einige spezielle Bindungen

Wir haben iiberlappende Wellenfunktionen. Zur Darstellung versieht man eine der Orbitalseiten mit
einem Minus, die andere mit einem Plus. Das ist natiirlich nicht richtig. Allerdings kann beim Vorhan-
densein eines Partners die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektron verschoben werden, sodass die
Nominatur durchaus korrekt wird. Abhéngig von der Bindung erhélt man zwei Wellenfunktionen:

Yoin = Ya+UB } o _ ) 0avh +YBYp
Guntibin = Ya—vp | Y {wwg Ul

8.4.1 7- und o-Bindungen

Bei den o-Elektronenbindungen betrachten wir zum Einen zwei Atome mit dufseren s-Orbitalen und
zum Anderen zwei Atome, von denen eines ein s-Orbital und das andere ein p,-Orbital hat. Diese
Orbitale weisen die folgenden Symmetrien auf:

e Drehungen um z-Achse

e Spiegelungen an Ebenen, die die z-Achse enthélt

Typische Fille bei den 7-Elektronenbindungen sind die Uberlappung von p,- mit s- oder p,- mit
p.-Orbitalen. Diese Systeme haben die folgende Symmetrie:

o Anderung des Vorzeichens bei Spiegelung an einer Ebene durch die z-Achse, senkrecht zur Achse,
entlang welcher die Orbitale ausgerichtet sind

Anmerkungen:

e s-Elektronen sind kugelsymmetrisch. Zwischen ihnen gibt es also nur o-Bindungen.

e Bei 2p-Elektronen unterscheidet man p,-Orbitale (Rotationssymmetrie in Bezug auf z-Achse;
somit o-Bindung) und p,- bzw. p,-Orbitale (keine solche Symmetrie; somit 7-Bindung).

e Ahnlich muss man bei d- und f-Elektronen unterscheiden.
e Die m-Bindung ist viel schwiicher als die o-Bindung, da das Uberlappungsgebiet kleiner ist.

e Der o-Anteil einer Bindung sorgt fiir ihre Stérke, der m-Anteil fiir Drehungshemmung. Dies wird
zum Beispiel bei Ethin (H-C=C—H) deutlich werden.

e Die Mischung aus m- und o-Bindungen sorgt fiir die Winkelstrukturen in Molekiilen. Betrachte
zum Beispiel Wasser (H-O—H).

O+ 1s%(11)25*(11)2p2(11)2p2(1)2py (1)

Der Winkel zwischen den H-Atomen liegt bei 104° 27’. Die Abweichung entsteht durch das Ei-
genvolumen der Atome, Coulomb- und Zentrifugalkréfte.
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e Gleiches gilt natiirlich auch fiir SO,, NO, und H,S. Wir vergleichen H,O und H,S wegen:
<(H-S—-H) < <«(H-O—-H) wegen datom,s > dAtom,0

Tatséchlich betréigt der Winkel beim HyS nur 92°.

8.4.2 Hybridisierung

Wir fangen mit dem Beispiel des Be-Atoms an. Die Besetzung ist wie eine Edelgaskonfiguration:
Be : 1s°(11)2s(11)
Be ist zweiwertig. Geht das Atom eine Bindung ein, so verdndert sich die Konfiguration zu:

Be: 182(1 1)2s(1)2p(1)

Hiermit haben wir zwei Elektronen, die eine Bindung eingehen kénnen. Dieser Vorgang heift Hybri-
disierung. Ganz dquivalent funktioniert das mit Kohlenstoff:

C:1s°(11)2s*(11)2p*(11)

Hieraus erwartet man zunéchst, dass Kohlenstoff zweiwertig ist, denn es gibt zwei bindungsfdhige
Elektronen. Zum Beispiel beim Methan aber geht Kohlenstoff vier Bindungen ein. Das erklart sich
durch die Hybridisierung zu:

C:1s%(11)2s(1)20*(111)

Die Ursache fiir Hybridisierungsvorgénge ist der Einfluss der Bindung auf innere Elektronen. Wir
betrachten zum Beispiel ein 2s2-Elektron im Kohlenstoff. Um in eine molekulare Bindung einzugehen
(was eine geringere Energie bedeuten wiirde), muss es zunéchst eine bestimmte zusétzliche Energie, die
Promotionsenergie aufbringen. In unserem Falle hat diese den Wert Ep, = 4,2eV. Es muss gelten:

|Epr| < ‘AEb‘

Als Beispiel betrachten wir Helium:
He : 15*(1]) + Epr — 15(1)2s(1)

Wir hétten also eine neue Bindung mit 1s2s, aber hier ist |Ep;| > |AEp|, deshalb promoviert Helium
nie. Dieses Beispiel ist also langweilig, wir gehen deshalb zuriick zum Kohlenstoff mit seiner sp?-
Hybridisierung:

C : 25(1)2p.(1)2p, (1)2p- (1)

Es ergeben sich damit auch vier Wellenfunktionen v(2s), ¥(2p,), ¥(2py) und 9(2p.). Sie reprasentieren
die folgenden Hybridzustinde:

i o= 3 [0(28) +w(2p0) + w(2p,) + ¥ (2p2)]
Vo = & [W028) +U(2p:) — %(2py) — v(2p:)
U = & [U(2) = ¥(2ps) +(2p,) — $(2p2)]
Yo = g |(25) = ¥(2pe) — U (2py) + ¥ (2p2)|

Diese neuen Wellenfunktionen in der sp?-Hybridisierung sind vollstindig und orthogonal. Da die );
gleichwertig sind erhélt man eine Tetraederstruktur. In dieser gewinkelten Struktur betrégt der Winkel
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zwischen den H-Elektronen gerade 109° 28’. Die @- und ©-Anteile sind unterschiedlich stark. Den
Energieaufwand fiir die Hybridisierung bezeichnet man mit Efyyy,. Betrachtet man das Kohlenstoffatom
weiterhin, so erkennt man, dass die inneren 1s?-Elektronen sich nicht an der Bindung beteiligen. Das
liegt an der zu hohen Bindungsenergie.

Die folgende Tabelle fasst Hybridisierungen bei einigen wichtigen Atomen zusammen:

Atom Grundzustand Art der Hybridisierung Hybridisierte Besetzung

C 252(11)2p%(11) sp3-Hybridzustand im Bulk 25(1)2p%(111)
Si 3s2(11)3p%(11) sp3-Hybridzustand 3s(1)3p%(111)
Ge 452(11)4p* (1) sp3-Hybridzustand 4s(N)4p®(111)

Die Atome Ge und Si sind wichtige Halbleiter, wihrend C' ein fundamentales Element fiir die organische
Chemie ist. Die Elemente unterscheiden sich also mitunter stark in ihren dufteren Eigenschaften, haben
aber das gleiche Bindungsverhalten.

Im Allgemeinen ist eine Hybridisierung immer dann sinnvoll, wenn durch die zusétzliche Bindungsener-
gie ein energetisch niedrigerer Zustand erreicht werden kann. Deswegen ist die Hybridisierung besonders
bei vierwertigen Atomen besonders relevant.

sp?>-Hybridisierung

Analog zur sp3-Hybridisierung kénnen wir auch die sp?>-Hybridisierung betrachten. Im Allgemeinen ist
dies der folgende Hybridisierungsprozess:

ns?(1)np*(1) REZLN ns' (1)np*(11)

Wir konnen sofort die Wellenfunktion aufschreiben:

b = \JE-vs) + /2w
U = /L vns) = /b p(mpe) + /L v(npy)
s = /5 wms) — \f§wpe) — \/3 ()

Wiederum sind die Wellenfunktionen gleichwertig, die hybridisierten Orbitale ordnen sich nun in einem
gleichseitigem Dreieck an. Ein wichtiges Beispiel fiir sp?>-Hybridisierung liefern die Kohlenstoffatome
im Bulk eines Graphitkristalls.

sp-Hybridisierung

Wir haben nun den Hybridisierungsprozess:
+Ep;
ns®(11) — ns' (1)np' (1)
Die hybridisierten Wellenfunktionen hierzu lauten:
Y1 = < |(2s) + ¥ (2pz)
VY2 = 5 [1(2s) = P(2pa)

S s

Ein Beispiel ist hierfiir ist das Ethin-Molekiil H—C=C—H. Neben den eingefiihrten sp-, sp?- und sp>-
Hybirdisierungen existieren noch mehr Méglichkeiten, zum Beispiel sp?d- und sp?d?-Hybridisierung.
(Diese Vorgénge fiithren zu quadratischer bzw. oktaedrischer Symmetrie.)
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8.5 Mehrfachbindungen. Mesomerie

Wir betrachten die Bindungen am Beispiel mit dem Kohlenstoffatom und der sp-, sp- und sp?-

Hybridisierung: %I ITI
1. Ethan: CyHy : H;C—CH; — Einfachbindung mit sp3-Hybrisierung H= (\37? —H

H H
H~c=cH
2. Ethen: C,H, : H,C=CH, — Doppelbindung mit sp>-Hybrisierung H~"~ ~H
H-C=C—-H

3. Ethin: C,H, : HC=CH - Einfachbindung mit sp-Hybrisierung

Hier haben wir kein Dipolmoment, weil die Hybridisierungen symmetrisch sind und gleiche Substitu-
enten haben. (Man erhélt ein Dipolmoment zum Beispiel, wenn man ein H-Atom durch ein D-Atom
ersetzt.) Wir wollen die Dipolmomente in einer Tabelle darstellen:

Molekiil | CH, | C,H, | C,H, | C,H, | CCl, | C4Hg | O, | H,
P00 Cm] | 0 0 0 0 0 | 027 | 00,07
Molekiil | H,0 | HCI | KCI | KBr | Csl
51103 Cm] | 6,34 | 3,47 | 21,32 | 30,29 | 34,36

Untersuchung der Mesomerie am Beispiel Benzen

Wir betrachten Mesomerie und Resonanzen bei Benzen (C4Hy).

e KEKULE 1865: Das Benzen besteht aus einem Ring aus Kohlenstoffatomen mit abwechselnden
Doppel- und Einfachbindungen, daraus ergeben sich zwei mégliche Formen ¥x1 und ¥ o.

e DEVAR 1866: Man erhélt eine weitere mogliche Form, indem man zwei gegeniiberliegende Dop-
pelbindungen hat und eine weiter Bindung zwischen zwei gegeniiberligenden Kohlenstoffatomen.
Daraus ergeben sich weitere drei Permutationen (¢¥)p1, ¥p2 und ¥p3).

e INGOLD 1933: qu.mech. Behandlung (mit Storungsrechnung); fiir alle LEwis-Darstellungen gilt:

— Gesamtwellenfunktion ¥penzen = €1+ (VK1 + ¥K2) + c2 - (¥p1 + ¥p2 + ¥p3) mit ¢ = 0,624
und co = 0,270 — Die Mischung der Wellenfunktionen bezeichnet man als Mesomerie.

— o-Bindungen zwischen C—C und C—H

— m-Bindungen senkrecht zur Molekiilebene ausgerichtet; Delokalisation — Entstehung von
Elektronenwolken parallel zur Molekiilebene

Die w-Elektronen fiihren zu einer neuen physikalischen Eigenschaften:

1. Diamagnetismus: H hat senkrecht zur Molekiilebene einen groken Einfluss, jedoch einen sehr
kleinen bei Ausrichtung parallel zur Molekiilebene.

. Polarisierbarkeit: Fiir die durch «;; = 8]5;/81@ beschriebene induzierte Polarisation gilt die
Relation azp = ayy = 2- ;.. In der Molekularelektronik nutzt man dies, indem mehrere Benzen-
molekiile hintereinander ,gestapelt” und in ein elektrisches Feld gebracht werden. Das fiihrt zu
einer Anisotropie in den elektrischen Eigenschaften (J;;-anisotrope Leitfahigkeit): Es resultiert
eine hohe Leitfahigkeit parallel zur xy-Ebene, einen kleine Leitfahigkeit entlang der z-Richtung
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3. Mesomerie in kettenférmigen Kohlenwasserstoffmolekiilen: Dieses Molekiil schreibt man wie folgt.

_?:C_

n

Man spricht von einer konjugierten Doppelbindung, diese fiihrt zu hoher Leitfdhigkeit. Poly-
mere wie Polyacetylen erhalten durch Dotierung mit Ionen ein um zehnfach bessere Leitfahigkeit
als Kupfer.

8.6 Bindungsverhailtnisse in Festkorpern

Man wendet hier das LEGO-Prinzip an, das bedeutet: Atomare Elemente und deren Wellenfunktio-
nen werden zu o- und 7-Bindungen hybridisiert und man erhélt massgeschneiderte Eigenschaften.

Bindungsart Beispiel Elektronenverteilung
metallische Bindung | Na, Mg, Fe, Legierungen immer delokalisiert
VAN-DER- WAALS- He, Ne, Ar kugelsymmetrisch (o-Charakter),
Bindungen am Atom lokalisiert
VAN-DER-WAALS- H,, N,, O,, HCI, H,O kugelsymmetrisch, am Molekiil lokalisiert
Bindungen
Tonenbindung NaCl, CsCl, ZnS, TiO,, CaF, | kugelsymmetrisch,
am lon lokalisiert
Kovalente Bindung | C, Ge, Si zwischen zwei Atomen lokalisiert
Hybridwellenfunktionen
fiir grofse Abstidnde: Kugelsymmetrie

8.7 Rotations- und Schwingungsniveaus in Molekiilen

In einem Atom konnte ein Elektron sich auf verschiedenen Energieniveaus bewegen. Ahnlich kann man
das auch fiir Molekiile angehen. Zum Beispiel konnen die Elektronen in einer Bindung zwischen einem
Atom A und und einem Atom B auch verschiedene Niveaus unter Aufnahme oder Abgabe von Energie
einnehmen. Wir haben also:

e atomare Uberginge innerhalb der Atome A und B

e Schwingungen und Vibrationen zwischen den Atomen

e Rotation um das Molekill AB
Atomare Spektren weisen immer scharfe Linien auf, hingegen habe molekulare Spektren breite Linien;
es gibt also viele &hnliche Niveaus, die zu Bandern zusammengefasst werden. Die grobe Struktur
des Spektrums resultiert aus atomaren Ubergingen (Abstinde im eV-Bereich), die Aufspaltung der

Linien zu Béndern ist durch die Schwingungen und Rotationen im Atom bedingt (Absténde im meV-
Bereich).
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Rotationsenergieniveaus

Wir nehmen wieder zwei Atome m; und ms und lassen das Molekiil um seinen Schwerpunkt S rotieren.
Die Atome haben dazu einen Abstand r1 und r9, wobei ry = r1 + r9 ist. Wir kénnen schreiben:

1
Erot = 51 : w2

Es ist w die Kreisfrequenz und I das Tragheitsmoment. Aus der klassischen Physik ist L = I-& bekannt.
Damit entsteht:

-,

2

L -
By = 57 mit L*=J(J+1) 1

Das L war aus der Atomphysik bekannt. Wir fiihren eine neue Quantenzahl J als Bahndrehimpuls-
quantenzahl des Molekiils ein. Damit haben wor fiir die Rotationsenergie

J(J+1)- 12

Erot = 97

=JJ+1)-B

So kénnen wir das Triagheitsmoment, damit die Bindungsldngen messen und somit das Molekiil be-
stimmen. Fiir ein zweiatomiges Molekiil ergibt sich (mit my - 71 = mg - 79 fiir den Schwerpunkt):

2 2 2
I'=my-r{+mg-r3=p-1)

Beispiel 8.1 HCI-Molekiil
myp = mMmqgl = 35,511
meg = mp=1u
© o~ 0,982u

Nun sei die Bindungsldnge ~ 0,1 nm = 1A. Damit kann man B sofort ausrechnen:

h2
I=p-r3=B= 57 ~26-10"*eV = 0,26 meV

Zum Vergleich betrachten wir die thermische Anregung: kg - T = kg - 300 K ~ 26 meV

Auch fiir Rotationsiibergéinge in Molekiilen gibt es Auswahlregeln.

h2 h: h?
AT=%1 wnd ABo=E;—Ej =g [J(J+1) = (J=DJ)= =7

Zusammengefasst gilt:

AJ=4+1 und ABn=2.J

Fiir die Analyse nutzt man zum Beispiel Infrarotspektrometer, bestimmt B und erhélt damit In-
formationen iiber Masse, Bindungsldange und Rotationsenergie.



8.7 Rotations- und Schwingungsniveaus in Molekdilen Seite 79

Schwingungsenergieniveaus

Wir stellen uns vor, die Molekiile seien mit einer Feder verbunden. Hierbei entspricht die Federkonstante
k der Stdrke der chemischen Bindung. Da die Schwingungsenergie in meV-Bereich ist, approximiert
man das Potential als ein harmonisches. Die Amplitude der Schwingung soll bei ungefahr Ar < 0,02 nm
liegen, dabei haben wir einen Abstand von r = 0,74 nm. Die Schwingungsamplitude betrigt also rund
3% des Abstandes. Damit stellt die Betrachtung des harmonischen Oszillators eine gute Naherung

dar. .
Eyipr = <7’L + 2> - hw

Aus der Mechanik kennen wir:

Das Eigenwertproblem des quantenmechanischen Oszillators ist bereits geldst, daraus ergeben sich die
folgenden Auswahlregeln:

An = =1
AE‘vibr = En_En—lzhw

Wir schétzen die Grofenordnung der Energie ab:

va5-108Hz = AFE,~02eVax8 kg T~ 1000 Eyo

Beispiel 8.2 CO-Molekiil

Wir haben hier eine Frequenz von v = 6,42 - 10'3 Hz. Mit den Massen m; = m¢ = 12u und my = m— = 16u.
Damit ist k ~ 1,86 - 103 N/m.

Kombinierte Rotations- und Schwingungszustande

Es muss fiir die Ubergéinge gelten:
AJ=41 und An==1

Der Ubergang ist also von einem Niveau |n,J) zu |n 4 1,.J £ 1). Wir betrachten nun die Zielzustéinde
In —1,J — 1) oder |n + 1,.J + 1). Die Energien dieser Uberginge ist:

hv4 (J+1)- 2 AJ=+1

AE = AEyy + AErg =
b ' {hy+J.f AJ =1

Wir regen das Molekiil mit Photonen verénderlicher Energie an. Um die Frequenz v herum ordnen
sich Peaks an, die die einzelnen Ubergéinge représentieren. Die Uberginge mit AJ = —1 ergeben den
P-Zweig (die Energie der Photonen ist hier kleiner als hv, weil Energie beim Ubergang in den héheren
Zustand absorbiert wird), die Uberginge mit AJ = 1 bilden den R-Zweig (hier ist die Energie der
Photonen grofer als hv).
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Rotations-Vibrations-Spektren bei gleichzeitiger Anregung der
Elektronenzustandes. Franck-Condon-Prinzip

Im Allgemeinen tauchen alle drei Potentiale gleichzeitig auf: Wir haben in so einer Situation ein
Lennard-Jones-Potential. FRANCK und CONDON haben festgestellt, dass man in der Nidhe des
Grundzustandes das Potential als Parabel (Potential eines harmonischen Oszillators) annahern kann.
Damit konnten sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir verschiedene n bestimmen.

Vom Grundzustand (n = 0,1,2,3,...) geht man durch Anregung in einen angeregten Zustand (n' =
0,1,2,3,...) iiber. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen ist fiir n,n’ = 0 in der Mitte, und
fiir n,n’ > 0 am Rand am GroRten. Somit sind die folgenden Uberginge fiir Anregung und Abregung
denkbar:

e Anregung (Absorption): n=0—n'>>0
e Abregung (Emission): n’ >0 —n =0

Folglich hat ein Molekiil im angeregten Zustand einen groferen Abstand zwischen den Elektronen und
damit die hohere Energien.

Rotations- und Schwingungsspektren mehratomiger Molekiile

Wir betrachten Molekiile mit NV > 3 Atomen. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist f = 3N — 3 (durch
Translation und Rotation). Bei linearen Molekiilen reduzieren sich die Freiheitsgrade auf f = 3N —
5. Im Fall von genau drei Atomen in linearer Anordnung (Beispiel: CO,) erhélt man also f = 4
Normalschwingungen:

e Valenzschwingung (Streckschwingung)
e

— Ultrarot-inaktive Schwingung;: 0=C=0
— = =
— Ultrarot-aktive Schwingung: O=C=0 mit vg; = 2349,3cm™!
e Deformationsschwingung (Knickschwingung): O|=C'=0, und O,=C®=0q,
— entartet, da sich nur die Raumrichtung unterscheidet
— Frequenz: vgs = 667,3cm ™"
vs1 und v entsprechen quantenmechanischen Ubergéingen, bei denen eine Dipolanregung vorliegt.

Linear polarisiertes Licht: (ug | Zug)
Zirkular plarisiertes Licht: (uq | (T + iy)u2)

Raman-Spektroskopie

Die Ultrarot-inaktive Valenzstreckschwingung entspricht keinem Dipoliibergang, sie bewirkt aber eine
Anderung der Bindungsstirken. Damit kann man eine Polarisierbarkeit angeben:

. = dP;

fina=a-F mit o= QE; = (aj)

Fiir diese Entdeckung erhielten A. G. SMEKAL und C. RAMAN 1930 den Nobelpreis.

Eine duflere Anregung E= EO - cos wopt fithrt zu einer Modulation der Ortskoordinate:

Tvipb = X * COS wvibt
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Die Polarisierbarkeit o wird ebenfalls moduliert. Dazu machen wir eine Taylorentwicklung:

- Tyip + O(az)

Einsetzen liefert das magnetische Moment:

/jind = Qp- E+ 620f : E() - COS Wyibrt + COS wot
vib Tyib=0 B
= ap-Bo- coswot + 552 - 050 [COS(UJO + Wyib )+ cos(wo — wip )t
N vib wvinO
Rayleigh-Peak Stokes-Peak Anti-Stokes-Peak

Die entsprechenden Peaks ergeben sich bei der Raman-Spektroskopie, bei welcher das Molekiil
entsprechend der obigen Formel in virtuelle Energieniveaus an- und abgeregt wird. Fallt ein virtuelles

Niveau mit einem atomaren Niveau zusammen, so ist die RAMAN-Spektroskopie resonant. Weiterhin

sehen wir:

e Die Stokes-Linien sind immer die stéarksten, da sie (anders als die Anti-Stokes-Linien) vom Grund-
zustand ausgehen, welcher starker bevolkert ist.

e RAMAN- und Infrarotspektroskopie sind komplementér (sieche zum Beispiel CO,).

e Physikalisch interpretiert man die RAMAN-Spektroskopie als Seitenbandmodulation.
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