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Vorwort

Bevor Ihr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir vor allem den Studienanfingern eine
wichtige Botschaft mitgeben: Dieses Skript ersetzt weder den Besuch der Vorlesung noch das selbst-
stdndige Nacharbeiten des Stoffes. Wer das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des
Skriptes im weiteren Studienverlauf fiir Probleme sorgen.

Wir weisen darauf hin, weil das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier
ist eine Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum
Beispiel miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den
Groschen fallen lassen.

Nochmals mochten wir uns an die Studienanfanger wenden: Hoffentlich begreift Thr genauso wie wir
die ersten Semester Eures Studiums als Chance, Euren personlichen Lernfluss zu finden. Das Studium
verlangt in dieser Beziehung nach eigener Erfahrung wesentlich mehr von einem Studenten ab als eine
Schule. Umso wichtiger ist es, herauszufinden, wie man moglichst viel Inhalt in mdglichst kurzer Zeit
aufnehmen, systematisieren und abspeichern kann.

Eines ist sicher: Das blofte Durchlesen des Skriptes reicht meistens nicht. Zur Aufnahme des Stoffes und
fiir einen ersten Uberblick reicht in den meisten Féllen das klassische Mitschreiben in der Vorlesung,
bei wenigen auch das aufmerksame Zuhoren. Zum Systematisieren ist der Besuch der Ubungen und das
Bearbeiten der Ubungsaufgaben unerlésslich (auch wenn einige Erstsemester das immer wieder mal
anders sehen, aber das gibt sich). Eine andere gute Idee ist oft auch die Bildung von eigenen kleinen
Lehrgruppen von drei bis vier Personen, auch wenn man da aufpassen muss, sich nicht abzulenken.

Bevor wir abschweifen, fassen wir noch kurz zusammen, wofiir dieses Skript wirklich geeignet ist: einfach
gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nachschlagen; aufserdem zum Wiederholen
fritheren Stoffes, sofern ein ausreichendes Grundverstiandnis vorhanden ist. Nach diesen einleitenden
Worten wiinschen wir Euch viel Spafs bei der Arbeit mit diesem Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion
www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Thr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.



0.1 Grundbegriffe Seite 5

O Einfuhrung

0.1 Grundbegriffe

Menge
e Erklarung (keine Definition): Zusammenfassung von Elementen
e x € M: x ist Element der Menge M
e x ¢ M: x ist kein Element der Menge M

Standardmengen
o O - leere Menge
e N - natiirliche Zahlen (ohne Null)
e 7 - ganze Zahlen

e Q - rationale Zahlen (g,p €Z,qeN)

R - reelle Zahlen (z.B. 7, e)

Menge aller x: {z1, z2, ..., 2}

Menge aller x mit der Eigenschaft P(z): {z|P(x)} oder {z|P(x)}
Beispiel 0.1

(M ={z:zcZnls|<2}={zeZ:|2| <2} ={-2-1012}

Definition 0.1
Sind A,B # &, so heilt A x B :={(z,y) : x € A\ x € B} kartesisches Produkt. Hierbei ist (a,b) ein
geordnetes Paar mit den Elementen a und b. Man definiert (a,b) = (a/,b') :&>a=ad ANb=1.

Statt A x A schreibt man kiirzer A2. Insbesondere ist R? die Menge alle geordneten Paare reeller
Zahlen.

Relationen
e p = q- Aus p folgt ¢ (Implikation). p < ¢ - ¢ gilt genau dann, wenn p gilt. (Aquivalenz)
e Ein Doppelpunkt signalisiert, dass diese Relation per Definition gilt.

® p & q - q gilt definitionsgeméaf genau dann, wenn p gilt.
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Zur Verkiirzung von logischen Ausdriicken verwendet man sogenannte Quantoren:
V heifst , fiir alle, 3 heifst ,,(es) existiert (ein)*.

Definition 0.2

Seien D und E beliebige nicht-leere Mengen. Eine Teilmenge f C D x E heift Funktion (Abbildung,
Operator), wenn gilt:

1.VeeD:3ye€ E: (z,y) € f (Definiertheit)
2. (z,y1) € f A\ (2,92) € f = y1 = y2 (Rechtseindeutigkeit)

Beispiel 0.2

f={(y) e[-1,1] xR:y =2}
Vee[-1,1]:y=a2 € RA(z,y1) € f A (2,y2) € f = 31 = 2% = yp = [ ist eine Funktion.

Beispiel 0.3

g={zye[-1L1]xR:y?> =z}
(-1)’=1=12= (1,—-1) € gA(1,1) € gA—1 # 1 = g ist keine Funktion, da die Rechtseindeutigkeit verletzt
ist.

Definition 0.3
Ist f C (D x E) eine Funktion, dann heifst

e D Definitionsbereich von f

e W=W(f):={ye E:3x € D:(x,y) € f} Wertevorrat von f
Funktionen beschreibt man mit der folgenden Schreibweise:

e f:D— FE - fbildet D nach F ab, dh. fC DxFE

e f:x—y,x€D- fordnet dem Element z € D das Element y zu, d.h. (z,y) € f
Definition 0.4

Ist f : & — y eine Funktion, so heifst:

e x unabhéngige Variable und der Wert von x Urbild

e y abhéingige Variable und der Wert von y Bild oder Funktionswert

Fiir die Schreibweise f : D — E nennt man graph(f) = {(z,y) € f} den Graphen von f.

Geméfs der Definition ist graph(f) = f.

Definition 0.5
Eine Funktion f: D — E heifit:

e injektiv (eineindeutig), wenn gilt: [z, 2’ € D Az # 2] & f(x) # f(2))
e surjektiv, wenn gilt: W(f) = FE
e bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv gilt

Sei y = f(x), wobei y € E gegeben und = € D gesucht sei. Die Funktion f : D — FE ist genau dann



0.1 Grundbegriffe Seite 7

— injektiv, wenn y = f(x) fiir jedes y € E hochstens eine Losung x € D hat

— surjektiv, wenn y = f(z) fiir jedes y € F mindestens eine Losung « € D hat

— bijektiv, wenn y = f(x) fiir jedes y € E genau eine Losung x € D hat
Definition 0.6

Ist f: D — E injektiv, so ist durch f~!(y) = z :¢ f(x) = y die inverse Funktion (Umkehrfunktion)
=1 W(f) — D(f) definiert.

Beispiel 0.4

1. f1:[0,1] = R,z 22 (dh. y = f(z) = 2?) = f; ist injektiv, aber nicht surjektiv.
2. fo:[-1,1] — R,z +— 2% = f, ist surjektiv, aber nicht injektiv.

3. f3:10,1] — [0,1], 2 — 2% = f3 ist bijektiv.

Im folgenden sei die Menge Ay = {1,..., N} gegeben. Wir betrachten geordnete N-tupel aus den Ele-
menten von Ay, wobei jedes Element genau einmal vorkommt, z.B. {1,2,... N}, {1,3,5,4,2,..., N},
{N,...,2,1}. Fiir N-tupel wird die Gleichheit definiert durch:

(al,...,aN):(bl,...,bN) S ar=biAN...Nay = by

Sei (n1,...,ny) ein beliebiges N-tupel aus Ay. Dann ist durch k — ng mit k = 1,..., N eine bijektive
Abbildung Py : Ay — AN gegeben.

Definition 0.7
Eine bijektive Abbildung Py : Ay — An heifit Permutation der Zahlen 1,..., N.

Ist My := {mq,...,m, N} eine beliebige N-elementige Menge, so gehort zu jeder Permutation Py :
k +— ny eine Anordnung der Elemente Mpy: (my,, ..., My, ). Umgekehrt gehort zu jeder solchen An-
ordnung eine Permutation. Die Anzahl der Anordnungen der N-elementigen Menge Mpy, wobei je-
des Element genau einmal vorkommt, ist also gleich der Anzahl der Permutationen Py der Zahlen
1,..., V.

Satz 0.8
Sei N € N. Dann gibt es genau N! Permutationen der Zahlen 1,..., N.

Dabei ist N!:=1-2-...- N = ﬁ i die Fakultét von n.
i=1

Beweis durch vollstandige Induktion
Sei Z(N) die Anzahl der Permutationen der Zahlen 1,..., N. Beh.: Z(N) = NI VYN € N
Induktionsanfang: Es ist Z(1) =1 = 1!
Induktionsannahme: Z(N) = N!
Induktionsschritt: Jede Permutation Py ist gegeben durch die Angabe von (1.) Py41(N +1) und
(2.) einer bijektiven Abbildung Axy — An+1\{Pn+1(N + 1)}. Fir (1.) gibt es N 41 Moglichkeiten, fiir
(2.) geméfs der Induktionsannahme N! Méglichkeiten. Insgesamt ist also Z(N +1) = (N+1)-Z(N) =
(N+1)-Nl=(N+1)!

]

Beispiel 0.5
Man soll 10 Biicher in ein Regal einordnen. Fiir die Anordnung dieser 10 Elemente gibt es geméf obigem Satz
10! = 3628800 Moglichkeiten.
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1 Die komplexen Zahlen

1.1 Definition und Darstellung

Mangel der Menge R: ,Einfache“ Gleichungen der Form
anx™ + ap_12" '+ . +ax+ay=0,a; €R,a, #0 ()
haben héufig keine Losung x € R.

Beispiel 1.1
224+1=0,denn 22 >0=224+1>1Vz eR

Definition 1.1
Auf R? seien die Abbildungen

o +:R? x R? — R? (Addition)
e - : R? x R? — R? (Multiplikation)
definiert durch die folgenden Vorschriften:
o (a,b)+ (a,V) :=(a+d,b+V) (1)
e (a,b)-(a,V) = (aad’ — bV, all + a'b) (2)

Dann heift das Tripel (R?, +,-) Menge der komplexen Zahlen (C).

Die Abbildung (a,0) — a von R x {0} — R ist injektiv. Fiir alle a,a’ € R gilt:
e (a,0) # (d/,0) = a#d
e (a,0)+ (a/,0) = (a+d,0)
e (a,0)-(d/,0)=(a-d,0)

Das heifst, das Rechnen in R x {0} entspricht dem Rechnen in R. Also ist (a,0) = a und R x {0} ist
(als Teilmenge von C) mit R identifiziert. Daraus folgt: R C C.

Fiir alle (a,b) € C gilt:
o (0,1) = (b,0) - (0,1) = (0,)
e (a,b) =(a,0)+(0,b) =a+0(0,1) (3)

Definition 1.2

i:= (0,1) heift imaginédre Einheit.

Daraus folgt die arithmetische Darstellung der komplexen Zahlen: (a,b) = a + ib (4).
i?=i-i=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1 ()
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Satz 1.3 Fundamentalsatz der Algebra

Jede Gleichung der Form () (sogar mit a; € C fiir k = 1,...,n) hat mindestens eine Losung.

Definition 1.4
Ist z = a+ib € C, dann heifst

e Rez := a Realteil von z,

Im 2z := b Imaginéarteil von z,

|z| := va? + b? Betrag von z und
e z*:=a —ib (auch Z) die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Sei ¢ € R. Wir denken ¢ als Winkel im Bogenmaf. Eine Drehung des ,,Zeigers* von (0,0) nach (1,0) um
¢ (in positiver mathematischer Drehrichtung, also entgegen des Uhrzeigersinnes) fithrt zum Punkt:

P := (cos p,sinp) (6)
Hiermit sind die Funktionen cos und sin definiert. (6) in komplexer Form ergibt:
z=-cosp+ising(|z| =1) (6a)

Nun sei z = a+ib # 0 beliebig. Setzen z = é Dann ist |z] = 1 und es ergibt sich die trigonometrische Darstellung

der komplexen Zahlen:
z = |z| - (cosp + isinp) (6b)

Zur Umrechnung;:

R
@ =: argz mit cosy = % und |z] = Va? + b?
z

a=|z|-cospund b=|z|-siny

arg z heifft Hauptwert des Argumentes von z. Beachte hierbei: —m < argz < 7 (Eindeutigkeit!) und
arg 0 ist nicht definiert.

Beispiel 1.2

Sei z:=i — /3, also Rez = —v/3 und Imz = 1. Der Betrag ist |2| = v/3 + 1 = 2 und fiir das Argument gilt:
cosp = 77\/3 == %’r. Also sieht z in der trigonometrischen Darstellung so aus: z = 2 (cos 5% + isin %’T)

Wir definieren zweckméfigerweise:

Definition 1.5
et — e (cosb + isin b) (7)
Ein Spezialfall ist die Euler-Relation: €9 = cos ¢ + isin ¢ (8)

Es gilt (ohne Beweis): €*! - 2 = e*1722 V21, 29 € C (9)
Aus (6b) und (8) folgt die Exponentialdarstellung der komplexen Zahlen: z = |z| %
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1.2 Rechnen in den komplexen Zahlen (C)

Im folgenden sei:
z1 = ay +iby =11 (cosp1 +isinpy) = rie'¥!

Z9 = ag + iby = 19 (COS (2 + 2sin 902) = TQGZ'QOQ
Aus der Definition der komplexen Zahlen als geordnete Paare folgt fiir die Gleichheit:
21 :,22<:>(a1 =as AbDp :b2)<=>(7"1 =19 A 1 = Yo + 2km mit kEZ) (1)
Eine Ordnungsrelation < oder < wird in zc¢ nicht definiert. Eine mit 4+ und - vertrédgliche Ordnungs-

relation miisste u.a. folgende Eigenschaft haben: a > 0Ab > 0 < a-b > 0. Speziell a®> > 0. Dies gilt
in C wegen 2 = —1 nicht.

1.2.1 Addition und Subtraktion

Per Definition ist z; & 22 = (a1 + a2) + (b1 + b2).
Beispiel 1.1

Sei 29 = a +ib. Fiir 2 = z + iy gilt dann: (2 — z9) = (x — a) +i(y — b) = |2 — 20| = /(z — )2 + (y — b)?
Dann ist K := {z € C: |z —z|=r} = {2 €C: (z—a)?+ (y —b)? =r?} in der grafischen Darstellung ein
Kreis mit dem Mittelpunkt (a,b) und dem Radius r.

1.2.2 Multiplikation und Division

Satz 1.1

In der arithmetischen Darstellung erfolgt die Multiplikation gliedweise unter Anwendung des Distri-

butivgesetzes. Lediglich i2 = —1 muss beachtet werden, sonst erfolgt die Rechnung intuitiv. Dividiert

wird durch Erweiterung des Bruches mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl: % = 22

Beispiel 1.2

8-2i _ (3-20)-(=3-5i) _ —9-15i+6i+10i> _ —9-15i+6i=10 _ —19-9 _ _19 _ 9,
—3+5i — (—3+59)-(—3-5i) 0—25i2 = 9+25 = T 31 T T3 34
Satz 1.2

In der trigonometrischen bzw. exponentiellen Darstellung ist

i Rl Tl (-
21 29 =711 -1rp - elP1H2) yupd 2 = L gilermen) (3)
z2 T2

Beispiel 1.3

Sei zg = rg - €0 fest. Mit z = - €% gilt 2z - 2 = 70 - r - ¢/(#0T%) Die Abbildung z — z - z beschreibt eine

Drehstreckung (Drehung um ¢ und Streckung bzw. Stauchung um den Faktor 7).

Ist z =7 -e"¥, dann ist 22 =72 . €. Allgemein gilt der...
Satz 1.3
2t =" en? (4)
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Speziell fiir r = 1: ¥ = (e'¥)", also
Satz 1.4 Moivre-Formel
(cos p + isin @)™ = cos(nyp) + isin(ny) (5)

Gesucht seien alle Losungen z € C der Gleichung 2" = r - ¢'? (6).

Ansatz: z = o - ™.
(:6>)(Q'eiw)n:T-ei‘p:>gn-ein¢:r.ei‘ﬂ

1

(=>)Qn:r/\m/):<p+2kz7r(k:€Z):>Q: {L/?«/\q/,:%_}_%%

Wegen e?M™ = cos(2kn) + isin(2k7w) = 1 sind nur die Losungen z fiir k = 1,...,n — 1 voneinander

verschieden. Die Gleichung (6) hat also genau n Losungen.
Satz 1.5

2=y = W‘ei(%"'%f) mit k=0....,n—1

Beispiel 1.4
P2 =8=n=3r=8¢=0

— 2z =2z =2 %%t mit £k =0,1,2
= 20=2,21 =1+ V3i,20 = —1—V3i =2z}
Die Losungen liegen auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und sind die Ecken eines gleichméfigen

n-Eckes.

1.2.3 Quadratische Gleichungen

Sei 22 + pxr +q =0, p,q € R gegeben. (8)

(3 - Q)0
()

=z =:d

Falld > 0: | Fall d < 0:

20,1 = :E\/g d= (—d) . e”

Satz 1.6
Eine Gleichung der Form 22 + pz + ¢ = 0 mit p, ¢ € R hat die Losungen:

1= —§EVdi=—fE/(5)" —q-i

Beispiel 1.5
24 4r+13=0=>d=-9=m, =—2+3i
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2 Matrizen

2.1 Grundbegriffe

Beispiel 2.1

Lineares Gleichungssystem (LGS) fir z1, 2, x3:

41’1 - 8.’32 + 2253 = -8
3r1 4+ 6zy — %.173 = 4
—2r1 4+ 6x9 — 223 = -1
Wir verwenden im Folgenden die folgende Kurzschreibweise.
r1y T2 X3 1

4 -2 2 |-=8
3 6 -1]|4
-2 6 -2 | -1

Wir schreiben im Folgenden vereinfachend K als Oberbegriff fiir die Mengen R und C.
Definition 2.1

FEin rechteckiges Schema von Elementen aus K heifst Matrix.

Matrizen werden fiir gewohnlich mit Grofbuchstaben bezeichnet, die in Handschriften unterstrichen
werden und in Druckwerken fett gesetzt werden.

a1 a2 - aiyg - QAlp

a21 Q22 -+ Q2 . QA2n
A =

ai1 Qe v Qi Qgp

Aml Am2 - Qmk - Amn

Die Elemente einer Matrix werden wie oben dargestellt mit Doppelindices dargestellt. Das Element a;,
steht dabei in der i-ten Zeile und in der k-ten Spalte. Man schreibt kurz A = (a;z).
Definition 2.2

Eine Matrix M von Elementen aus K mit m Zeilen und n Spalten heifft Matrix vom Typ (m,n) oder
kurz (m,n)-Matrix. Man sagt: M € K™*". Dabei ist K™*" die Menge aller (m,n)-Matrizen iiber K.
Eine (m,m)-Matrix heifst quadratische Matrix.

Definition 2.3

aip - Qin aip - Gml
Sei A = : |, dann heift AT = | : die zu A transponierte Matrix.

am1 - Gmn Qln *°° Qmn
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2.1.1 Spezielle Matrizen

0 --- 0
o= |: - | - Nullmatrix
0 --- 0

Die durch die Elemente a1, a2z, ... einer quadratischen Matrix M beschriebene Diagonale heifst Hauptdiagonale
der Matrix M.

1 0 0 0
010 -0

E=|0 0 1 0 | - Einheitsmatrix
000 - 1

(Alle Elemente der Hauptdiagonale sind gleich Eins, alle anderen Elemente sind gleich Null.)

Eine (n,1)-Matrix heift n-Spaltenvektor, eine (1,n)-Matrix heifst n-Zeilenvektor. Vektoren werden nicht
mit grofsen Buchstaben, sondern mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Die Elemente von Vektoren wer-
den mit einfachen Indizes beschriftet.

ai

a2
S = . 7Z:(a17a2?"'7an)

an

Man schreibt verkiirzend K"*! = K" fiir die Menge aller n-Spaltenvektoren und K" = K, fiir
die Menge aller n-Zeilenvektoren. Zur Ubersichtlichkeit werden die Elemente von Zeilenvektoren mit
Kommata getrennt.

Beispiel 2.2

1
—2| = (1,-2,0)" ¢R3
0 N——

eeeeeeeeee

Beispiel 2.3

3 - 9i .
( - 1) €C?, (3—2i,5) € Cy

Definition 2.4
Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) heiflen gleich, wenn sie gleichen Typs sind und gilt: a; =
b;Vi, k. Man schreibt A = B.

Beispiel 2.4

A= <2 1> ,B= <2 -1 0) = A # B (A ist eine (2,2)-Matrix, B ist aber eine (2,3)-Matrix.)

3 1 0

Nach der obigen Definition gilt zum Beispiel in R?: (Zl> = (
2

by

><:>a1:b1/\a2:b2
ba
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Definition 2.5

Seien A = (a;;),B = (by) € K™*™ Matrizen des gleichen Typs und sei A € K, dann setzt man
A + B = (ajx + big) und A - A = (X - aj). Das heifit, Addition von Matrizen und Multiplikation mit
einer Zahl erfolgen elementweise.)

Beispiel 2.5

. 2 1 2 —1 0 5 1 3
SelA‘(S 1>’B_<3 1 0)’C_<2 9 4)'

Dann sind A + B und A + C nicht definiert.
7 0 3 6 -3
B+C_<5 -1 4)’3'A_<9 3)

Definition 2.6

Sei A = (a;;) eine (m,p)- Matrix und B = (b;) eine (p, m)- Matrix.
Produkt: C = A - B eine (m, n)- Matrix mit den Elementen:

p

Cik, = Z (asj - bjg) = anbix + aizbor + ... + aipbpk
j=1

Die i-te Zeile von A mal k-te Spalte von B!

Beispiel 2.6

2 1 2 0
0 3 -1 1,;B
-3 2 4 3

2 -1 5| —-11 9 25 14

A{.) 0 1 3 5 10 3}O:A.B

Beispiel 2.7
Geg,: LGS

4r1 — 8xg + 223 = 8 4
35(514—61’2—%.’173:4 & 3
1

—2.’E1 + 6%2 — 21’3 = —

I

[\
|
e @ > b
e

[NSRNIE
v
/-~
8 8 8
w N =
v
Il
I |
HH;OO
\/

LGS ist als Matrixgleichung A - x = B darstellbar.

Beachte: Im allgemeinen ist AB # BA!!
Beispiel 2.8

0 1 0 0
A= <O 0) ,B= (1 O) Selber rechnen.
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2.2 Elementare Umformungen, Gaull-Algorithmus

Beispiel 2.1

LGS mit Parameter ¢ € R. Gesucht: Az = b

T o I3 X4 1
T T T3 T 1
2 1 0 3|1[]-2 |2 PR R
—4 2 0 —210 (+<—>) l N 0 0 0 41 2
4 6 9 8|4 (i} 0 —4 2 21 2
0 9 1 —11le¢ 0 2 -1 -1 ¢
A b A by

1. Schritt: An ersten Stellen 0 erzeugen. Az =b < Az =b,

1 w2 w3 x4 | 1 T1 Xo T3 T4 1
2 -1 0 3]1 2 -1 0 3 1
0 —4 2 21 2 % 0 -4 2 2 2
0 0 0 4|2 |7 070 0 4] 2
0 2 1 —-1| e (i? 0 0 0 0]c+1

A by As by

2. Schritt: An den zweiten Stellen 0 erzeugen. Eventuell Zeilen tauschen. A,z = b, & Asz = by

LSG losbar fiir: ¢ = —1

= Ty = %
—4dxo +2x3+1 =2, o =X ER
:>$3=%)\—%, xlzi/\—%
= Losungsvektor:
3 1
1 8 1
- _1 1
= 41 +X]2]|,)eR beliebig. Bedingung: ¢ = —1
T3 0 1
Tq % 0

Verallgemeinerung: Sei A € K™*". Folgende Operatoren heifsen elementare Zeilenumformungen (EZU).

e Typ 1: Vertauschen zweier Zeilen
e Typ 2: Multiplikation einer Zeile mit A € K # 0

e Typ 3: Addition eines A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile



2.2 Elementare Umformungen, GauB-Algorithmus Seite 16

Satz 2.1

Jede Matrix A kann durch endlich viele EZU in eine Matrix A in Zeilenstufenform tiberfithrt werden.

Ak, (*)
0 agk, -+ (%)
A=| (%)
: Qrk,
0 o e 0 )
E hat Zeilenstufenform bedeutet:
® anp, #0firn=1,...,r
e (x): beliebige Elemente
e Links von ayg, fir n=1,...,r steht nur 0, und dessen Anzahl nimmt in jeder Zeile zu ().

Satz 2.2

Entsteht (A|b) durch EZU aus (A[b), so gilt: Az =b & Az = b,
d.h. sie LSG Az = b A Az = b haben das selbe Losungsverhalten..

aiz - aip b
Hierbei: A= (a;x) ,b=(b;), dann (Alb) =
—— ——
Koeffizientenmatrix erweiterte Koeffizientenmatrix aAml ' Qmn bm
Satz 2.3 Gauft’scher Losungsalgorithmus zur Losung Az = b
(EZU)

1. (A]p) "5 (A]b), so dass A in Zeilenstufenform ist.
2. & = E auf Losbarkeit untersuchen.

3. Die Unbekannten lésen (von unten nach oben).
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3 Gruppen und Korper

Definition 3.4
(a) Sei G # @. Eine Abbildung von G X G — G heifit Verkniipfung auf G.

(b) Sei eine Verkniipfung +: G x G — G, (a,b) — a + b (Addition), sodass gilt:
e (Gl)Va,b,e G:(a+b)+c=a+(b+¢) (Assoziativgesetz)
e (G2) JoeGVaeG:a+o=aundo+a=a (o: neutrales Element)

e (G3)VaeGId eG:a+d =oundd +a=o0 (a: inverses Element)
Dann heifit das geordnete Paar (G, +) Gruppe. Gilt zusétzlich:

e (G4)Va,beG:a+b=b+a (Kommutativgesetz)
Dann heifit das geordnete Paar (G, +) abelsche Gruppe.

1. Das neutrale Element o einer Gruppe (G, +) ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Angenommen, es gibt eino’ € G : a+0 =aund od’+a=aVa € G = o0=0+o=10

2. Auch das inverse Element o’ zu a ist eindeutig. (Beweis analog)
Man schreibt statt a’ auch —a und b + (—a) = b — a.

3. Man kann eine Gruppe auch ,multiplikativ® schreiben: (G, -)

Man bezeichnet dann das neutrale Element mit e und das zu a inverse Element mit L.

Also hat man statt (G2) und (G3):
- (G2*)dee GVaeG:a-e=aunde-a=a
- (G3*")VacGIateG:a-at=1unda ! -a=1

Beispiel 3.2

(Z,+) mit {iblicher Addition ist eine abelsche Gruppe

(Z,-) mit iiblicher Multiplikation ist keine Gruppe, da a =2 = a~! = %,
Aber (Q\{0},-) und (R\{0}, ) sind abelsche Gruppen.

¢z

N[ =
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Sei M # & beliebig. S(M) := Menge aller bijektiven Abbildungen M — M
Verkniipfung: (f o g)(x) := f(g9(z)) Yo € M, f o g: Komposition von f und g.
Neutrales Element ist die identische Abbildung idy; : M — M, idy(z) =z Ve € M

g(x) = 1— 2. Dann f,g € S(M), (f 0 g)(z) = VI =, aber (g0 f)(z) =1 — V&
S(M) heifst symmetrische Gruppe von M.

Inverses Element zu f € S(M) beziiglich o ist die Umkehrfunktion f=1, denn fo f~1 = f~lo f =idy,
S(M) ist eine Gruppe (nicht abelsch), denn im allgemeinen fog # go f(z.B .M =[0,1], f(z) = /)

Beispiel 3.4 Spezialfall

Sn = 8({1,...,n}) = symmetrische Gruppe aller Permutationen der Zahlen 1, ..., n =Permutationsgruppe

Sei eine Permutation gegeben o C S, (also bijektive Abbildung von {1,...,n} auf sich selbst)
1 2 3 e n

o(l) o(2) o3) -+ o(n)
1 2 3 4

Z.B.UCSnZO':<3 9 1 4),alsoa(1):3,...
SeiweiterrESn:rz(l 23 4),dannroa:<1 i ?)

o kann als (2,n)- Matrix geschrieben werden: <

2
4 3 21 2 3

3.1 Mengen mit zwei Verkniipfungen

Definition 3.1

Sei K # @ und zwei Abbildungen + : K x K — K, (A, u) — A + p (Addition) und
-t K x K — K, (A p) — A-p (Multiplikation), so dass gilt:

(K1) VA, p € K : A+ p = p+ A (Kommutativitdt beziiglich +)

(K2) VA, pyv € K : (A4 ) +v =X+ (pu+ v) (Assoziativitat beziiglich +)
e (K3) Jdo, A € K : A+ 0 = A (neutrales Element beziiglich +)

)
)
)
o (K&) Ve KI— X € K: A+ (—A) = o (inverses Element beziiglich +, eindeutig)
)
)
)
)

(K5) VA, u € K : A = pA (Kommutativitéit beziiglich -)

(K6) VA, yv € K= (A-p)-v=X\-(p-v) (Assoziativitat beztiglich -)
o (K7)Jdee K,e#0,\ € K : \-e =\ (neutrales Element beziiglich -)

o (K8) VA€ K,A#03\1 € K: X A1 = e (inverses Element beziiglich -, eindeutig)

(K9) VA, uv € K : AMp +v) = A+ Av (Distributivgesetz),
dann heift das Tripel (K, +, -) Korper.
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Beispiel 3.1 Standardbeispiel
| (R,+,-) A (C,+, ) mit tiblicher Addition und Multiplikation sind Kérper.

Beispiel 3.2 weitere Beispiele

K := Menge aller gebrochen rationalen Funktionen.
anx"+a, 12" ... 4ajztag
bpa+by 12"~ 4. brz+bo
Addition und Multiplikation seien Elementweise definiert:

fge K= (f+9)(z) = f(z) + g(z) Vo
= (f-9)(@) = f(z) - g(x) Va
= damit ist (K, +,-) ein Korper.

4. Ein Koérper (K, +,-) ist genau dann ein Korper, wenn (K, +) und (K\{0},-) abelsche Gruppen sind
und das Distributivgesetz gilt.

(@ny-eey G0y by ooy by € C gegben)

X —

5. Schreibe haufig 1 statt e und 0 statt o.
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4 \Vektorraume

4.1 Begriff: Vektorraum

Sei K ein Korper, z.B. R oder C.

Definition 4.1
Sei V' # @ und zwei Abbildungen + : V x V — V,(a,b) — a + b (Addition) und - : Kx V —
V, (A, a) — Aa (skalare Multiplikation), so dass gilt:

e (V) a+b=b+aVa,beV

e (V2)Va,b,ceV:(a+b)+c=a+ (b+c¢)

e (V3)IocVVaeV: :a+o=a

e (Vi))VaeVId eV :a+d =o0(ad =—a)

e (V5)la=a,1€eKVaeV

o (V6) Vae V,\,ueK, (Au)a= Apa)

o (V7)) Va,be V.YAeK: Aa+b) =X a+ b

o (V) VaeV.VA\peK: (A +pa = w

Addition in K Addition in V'

dann heift das Tupel (V, +, ) Vektorraum iiber K oder linearer Raum iiber K oder K-Vektorraum.

Die Elemente von V heifen (!) Vektoren, speziell heifit o Nullvektor (Nullelement). Die Elemente von K
heifsen hierbei
Skalare. Statt (V,+,-) kurz: V.

Beispiel 4.1

R™ ist ein R-Vektorraum (reeller Vektorraum) mit + oder - wie fr Matrizen (4) und reelle Zahlen (-)

a1 bl a1 + by ay Aay
Standardbeispiel: D+ () = ( ) A= :

an, by ap + by
Analog: R,, = Rl#n

sowie: C™ und C,,: dies sind C-Vektorrdume.

an Aa,

Allgemein: K™*™ ist ein K-Vektorraum mit + und - -+ wie in 2.1 definiert.
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Beispiel 4.2

Sei V eine Abbildung (D, W) die Menge aller Abbildungen von einer nichtleeren Menge D in einen Vektorraum
W (z.B W =R).
Fr f,g € Abb(D,W) und A € K (=Skalarkdrper von W) sei
(f+9)(x) = flx) +g(x), (Af)(x) = A ()
—

——
Addition in V Addition in W skalare Multiplikation von W Skalarmultiplikation in W

Dann sind auch (f + g) € Abb(D, W) und (\f) € Abb(D, W)

Betrachte: Abb ist ein K-Vektorraum.

Beweis

zu zeigen: Es gelten (V1) bis (V8)

(V1) (f +9)(x) = f(x) +g(a) "2 T g(a) 4 f(a) = (9 4+ @)V € D
somit ist (f +g) = (g + f)

(V3) o(z) := OVz € D, wobei D=Nullelement von W.

Damit ist die Abbildung o das Nullelement in Abb(D, W), denn es gilt:
(o+ f)(z) =o(z) + f(z) =0+ f(z) = f(z)Vx € D,

alsoist (o+ f) = f — (f +0) = f. Die gilt Vf € Abb(D, W)

o ist tatséchlich Nullelement von Abb(D, W)

(V8) --- analog fr brige Axiome

Sei nun V ein K-Vektorraum
Definition 4.2

Eine nichtleere Teilmenge U von V heifft Untervektorraum von V wenn gilt:

e (Ul)Va,beU:a+beU
o (U2)VaceUAVAEK: dacU

Satz 4.3
Jeder Untervektorraum U von V ist selbst ein K-Vektorraum.

Beweis
zu zeigen: es gelte (V1) bis (V8)
(V1) Va,be U <= a,beV <= a+b=>b+a (Kommutativitit gilt)

(V3) Betrachte das Nullelement o aus V' gehort zu U
Beweis: Sei a € U(3Ja, da U = Q)
zu zeigen: Oa = 0. Es gilt 0a = (04 0)a 2 0a + 0a

V4 V2 V4 V3
aber: 0 = 0a + (—0)a = [0a + 0a] + (=0)a = 0a + [0a 4+ (—=0)a] = 0a + 0 = 0Oa
Somit 0 = 0a € U
also gilt (V3) fr U, da (V3) fr V gilt.

(V8)-- - analog fiir ibrige Axiome
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Beispiel 4.3
Sei (a,b) € Ry fest.
Dann ist U := {A(a,b) : A € R} ein Untervektorraum des reellen Vektorraumes R,.

4.2 Vektoren in der Physik

Im ,Anschauungsraum“ A sei ein Punkt O (Nullpunkt) fixiert. Dann ist jeder Punkt P von A durch
seine Ortsvektoren OP eindeutig bestimmt.

Sei Ay die Menge aller Ortsvektoren OP mit P € A. Addition und Multiplikation mit einem Skalar
A € R werden geometrisch definiert.

Dann ist Ap ein reeler Vektorraum.

Bisher: Vektoren, die in einem festen Punkt ,angeheftet” sind: gebundene Vektoren.
Jetzt: Vektoren, die an verschieden Punkte O und O’ ,angeheftet* sind. Man erhalt verschiedene
Vektorraume Ag und Ay .

Ein freier Vektor @ ist die Menge aller aus einem gebundenen Vektor durch Translation entstehenden
gebundenen Vektoren. Dann gilt:

Satz 4.1

OP und O'P’ reprasentieren den selben freien Vektor @ genau dann, wenn sie gleiche Lange haben
und gleichgerichtet sind.

Definition 4.2

Sei Ajye; die Menge aller freien Vektoren. Sei P € A und @ € Ay,.;. Dann heifst die Menge g aller
X € A, fiir die ein A € R existiert, so dass OX = OP + \d (1)
Gerade durch P mit dem Richtungvektor a.

Hierbei heifst (1) Parameterdarstellung der Geraden g.

Definition 4.3

Nun sei gegeben: P € A und die freien Vektoren d, g, so dass @ und b nicht parallel sind.

(d.h. es gilt nicht: @ = A\b oder b = ua)

Dﬁnn heifst die Menge FE aller X € A, fiir die Skalare A\, u € R existieren mit OX = OP + \d@ +
pb o (2) .

Ebene durch P mit den Richtungvektoren a A b.

Hierbei heifit (2) Paramterdarstellung von E (mit den Parametern A und p)




4.3 Lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension Seite 23

4.3 Lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension

Definition 4.1

Sei V ein K-Vektorraum, vi,...,v, € V und Aq,..., A, € R, so heitt \; - v1 + ... +
Ar - v € V eine Linearkombination der Elemente vi,...,v,. Die Menge lin(vy,...,v,) :=
{A-v1+.. .+ v A, A € K} heifit lineare Hiille von vy, ..., vy,

Zusétzlich definiert man lin(&) := {o}.

lin(vy, ..., v,) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis

(Ul) Seia=A1-v1+...+ Ao, €lin(vg, ..., vp) und b= pq - v1 + ... + piy, - V7 € lin(vy, ..., v,) mit
Alyeeos Apy b1, -+ ., i € K. Dann gilt:

a+b=A-v1+...+Ncv)+ (v + .+ o) = (A +p)vr 4+ oo (A + )

Axiome von V'

(U2) Analog

|
Beispiel 4.1
Gegeben:
1 0
vi=10],vo=|1] € R
0 0
Dann is
1 0 A1
lin(vl,vg) =< A |0 +A]1], A, A ER = Ao |/\1,)\2 eR
0 0 0
Definition 4.2
Die Vektoren vy,...,v, € V heiflen linear unabhéngig, wenn aus A\; - v1 + ...+ Ay - v, = 0 (wobei
AL,y A € R) stets A; = ... = A\, = 0 folgt, andernfalls heifsen sie linear abhéngig.
Fiir vq,...,v, € V sind dquivalent:
(a) vi,...,v, sind linear unabhéngig.

(b) Keiner der Vektoren lasst sich als Linearkombination der iibrigen darstellen.
Beweis

(a) = (b) Beweisen indirekt.
Gelte (a), angenommen (b) gilt nicht. Dann gilt z.B. v; = Ay -v1 + ...+ N1 - vi—1 + Nip1vip1 +
...+ Arv, mit bestimmten A\, € K. Es folgt Ay -v1 + ...+ N1 - 021 + Air1vie1 + ... + Arv, = 0.
Hierbei ist \; := —1 # 0. Also sind v1, ..., v, nicht linear unabhégig: Widerspruch!
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(b) = (a) Beweisen indierkt. Gelte (b), angenommen (a) gilt nicht.
Mit A1 -v1+...+ A v = 0 und einem A # 0 folgt v; = —%Ul —
ist v; eine Linearkombination der iibrigen vg: Widerspruch zu (b).
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Ar

Lor also

Definition 4.3

Ein n-Tupel (v1,...,v,) von Vektoren heift Basis von V, wenn gilt:

(B1) wvi,...,v, sind linear unabhéngig.

(B2) lin(vy,...

Ist (’Ul,...,
M-V 4.+ A0, =V

avn):V

vy,) Basis von V' so gibt es zu jedem v € V genau ein n-Tupel (Aq,...
(1)

Beweis

Nach (B2) gibt es (Aq, .
mit A'q,..., N, € K Dann folgt (A — N)vi + ...
A=A =0,...,\ = A, =0.

+ N =)o, = v—wv =

,An) € K, so dass

.y A € K| so dass (1) gilt. Angenommen es gibt auch Ny vy +...+ N, v, = v
0 wegen (B1) also

Beispiel 4.2

Betrachten in R"™:

1 0 0
0 1 0
Ql = : ) QZ = : 9 ) Qn = :
0 0 1

Behauptung: (e, ...

,€,) ist Basis von R", die sogenannte Standardbasis oder kanonische Basis.

Beweis
Al 0
u(Bl) Mgy +...+ e, =0 =i e A, =0
An 0
U1
zu (B2) Sei v € R", also v = . Dann gilt:  nv=v;-¢;+...+v, e, €liney,...
Un

) €
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Satz 4.4 Basisergdnzungssatz
Seien vy, ...,V W1,...,ws € V und gelten:
(bl) wvy,...,v, sind linear unabhéngig.

(b2) lin(vy,...,vp,w1,...,ws) =V

Dann kann man (vy,...,v,) durch eventuele Hinzunahme geeigneter Elemente aus (wq,...,ws) zu
einer Basis von V ergénzen.

Beweis

(durch Induktion beziiglich s)

Ist (v1,...,v,) bereits Basis, setze s := 0(Induktionsanfang). Hierfiir gilt die Aussage definitionsge-
maéfs.

Nun sei die Aussage fiir s = m wahr (Induktionsannahme). Zu zeigen: Aussage gilt auch fir s = m+1.

Sei also v1, ..., Up, W1, ..., Wyt1 € V gelte (bl) sowie lin(vy, ..., v, w1,..., wWyy1) = V. Falls vy, ... 0,
nicht Basis von V' dann ist mindestens ein w; nicht in lin(vy, ..., v,) enthalten.
Behaupung: vy, ..., v, w; sind linear unabhéngig.
Beweis: Gelte A\; -v1+...+ A0+ ...+ pw; = 0 wire w; = —%vl - = %vr: Widerspruch: Somit
gilt 4 =0 und daher A\; - v + ...+ A\ - v, = 0. Wegen (bl) folgt Ay =... =X\, =0
Nach Induktionsannahme kann vy, ..., v, w; zu einer Basis ergénzt werden. Also gilt die Aussage auch
firs=m+1

|
Lemma 4.5 Austauschlemma
Seien v1,...,v, und w1, ..., w,, Basen von V. Dann gibt es zu jedem v; ein w;. so dass aus vy, ..., v,
eine Basis entsteht, wenn v; durch wy ersetzt wird.
Beweis
Sei v; gegeben. Dann gibt es ein k, so dass wy ¢ lin(vi,...,v—1,0i41,...,0,) (andernfalls wére
lin(vy,...,0-1,0it1,..-,0) 2 lin(wy,...,wy) = V). Somit sind vy,...,v;—1, Wk, Vit1,...0n  (*)
linear unabhéngig (Bemerkung 2). Weiter ist lin(vy, ..., vi—1, Wk, Vit1,...,0,) = V (vergleiche (b2)).
nach Satz 1 gilt also Fall 1 oder Fall 2:

Fall 1: (*) ist bereits Basis.
Fall 2: (*) kann durch Hinzunahme von v; zu einer Basis ergénzt werden.

Fall 2 kann nicht eintreten, da wy, € lin(vy,...,vy), also vy, ..., v;—1, Wk, Vit1, ..., vy, linear unabhingig.
Also liegt Fall 1 vor.

]
Theorem 4.6 mit Definition
Seien (ni,...,ny) und (wi,...,w,) Basen von V| so gilt n = m. Diese gemeinsame Zahl heifst

Dimension von V. Man schreibt dim V.
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Beweis Beweis des Theorems

Angenommen es wire n # m, also 0.E.d.A n > m. Nach Satz 2 kénnte jedes v; gegen ein wj ausge-
tauscht werden. Es entsteht eine neuen Basis, in der mindestens ein wy, zweimal vorkommt (da n > m):
Wiederspruch, da ein solches System linear abhéngig ist

Der Vektorraum V' = {0} hat keine Basis. Man setzt dim {0} = 0.

Sindwy,...,v, € V und gilt 7 > dim V so sind vq,...,v, linear abhéngig. Also ist dim V' die maximale
Anzahl linear unabhéngiger Vektoren von V.

Beweis

Sei (wy, ..., w,) Basis von V (also dim V' = n), dann gilt lin(v, . .., vp, w1, ..., wy) = lin(wy, ..., w,) =
V. wéren vy, ..., v, linear unabhégig, so konnte man diese System nach Satz 1 durch Hinzunahme von
geeigneten wy, zu einer Basis ergénzen. Deren Elementzahl wére also > r > dim V' = Widerspruch.

Beispiel 4.3

Nach Beispiel 2 ist (eq,...,¢e,) Basis von R™. also dimR"™ = n. Somit sind mehr als n Vektoren in R™ stets

linear abhéngig.

Definition 4.7

Ist V' # {0} und besitzt V fiir keine n € N eine Basis (v1,...,vy) so heift V' unendlich dimensional,
andernfalls endlich dimensional.

Beispiel 4.4

Sei V' = Abb([0,1],R), also V der reelle Vektorraum aller Funktionen f : [0,1] — R (siehe 4.1). Fir k = 1,2, ...
sei fr € V wie Skizze.

Beweis
Die Funktion A1 - f1 +...+ X - fu + ...+ A fr hat fiir x = z;, den Wert Ay, wobei zj, := % = %—{—ﬁ_l
Ist also Ay - fi + ...+ A - fr =0, d.h. gilt:
Mfi(x)+ ...+ N fr(z) =0 Vz € [0,1]
, dann folgt \y = ... = A\, = 0 (betrachte Punkte x = x). Somit sind fi,..., f, linear unabhéngig.

Die gilt fiir jedes » € N. Hétte V eine Basis (g1,...,9n), dann miisste »r = n (siche Bemerkung 5):
Widerspruch. Also ist V' unendlich dimensional.
|
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5 Lineare Abbildungen und Matrizen

5.1 Grundbegriffe

Seien stets V und W Vektorraume iiber K.

Definition 5.1
Eine Abbildung L : V — W heifst linear, wenn gilt:

(L1) L(z+y) = L(x) + L(y) Vr,y eV
(L2) L(A\x) = AL(x) VieKzeV

Statt lineare Abbildung auch Homomorphismus.
hom(V.W) := Menge aller linearen Abbildungen /: V — W.

hom(V.W) ist ein Untervektorraum (=Teilraum) von Abb(V, W).

Beweis

Sind Ly, Ls € hom(V, W), so folgt (L1+ Lo)(z+y) = Li(x+y)+ Lo(x+y) = Li(x) 4+ L1(y) + La(x) +
La(y) = (L1 + L2)(w) + (L1 + L2)(y).

Analog ( € hom(V.W) und A € K) = AL € hom(V, W)

Beispiel 5.1

aq a1 aq
Sei V=W =R3 und L : R® — R? definiert durch L (ag) = (ag) v (a2> eR?

as 0 3

ay by ay + by ay + by ay by ay b1
L a9 + b2 =L as + b2 = as + b2 = as + bg =L a9 + L b2
as b3 as + b3 0 0 0 as b3
ap aq
LA an =\-L as
as as
Beispiel 5.2

Sei a, € R™ fest vecag # vec0. Sei T : R™ — R™ definiert durch T'(a) :=a+a, Va € R™: Translation um q,.
Es gilt T(2a) = 2a + a,, aber 2T (a) = 2(a + ay) = 2a + 2ay # 2a + ag = T(2a) = T ist nicht linear.

Analog

Also ist L € hom(R3, R3).
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Ist L: V — W linear, so gilt:

L(/\1v1 + ...+ )\,-’U,-) = /\1L(’U1) 4+ ...+ )\,,.L(’U,,.) Vr e N, A\ € K,v; eV
Beweis durch vollstdndige Induktion.

Satz 5.2

Sei (v1,...,v,) Basis von V. Dann gibt es zu jedem n-Tupel (wy,...,w,) € W genau eine lineare
Abbildung [ : V — W mit L(v;) = w; fir i = 1,...,n.

Beweis

1. Eindeutigkeit:
Seien Ly, Ly : V — W linear mit Ly(v;) = w; fir i = 1,...,n und K = 1,2. Sei v € V beliebig.
Dann gilt v = Av1 + ... A\yv, mit gewissen \; € K. Es folgt: L (v) LJin. MLy(v1) + ...+
)\nLl(’Un) = \Nwi + ...+ \w, = )\1L2(’U1) 4+ ...+ )\nLg(Un) = LQ()\lvl 4+ ...+ )\n’Un) = LQ(’U),
also L1 = Lo

2. Existenz:
Fir v = A\v1 4+ ... \yop (1)
sei L(v) == Mwy + ... Apywy, (2)
Da es zu jedem v € V' genau ein n-Tupel (fI\) gibt, so dass (1) gilt,ist L : V — W durch (2)
eindeutig definiert, Es ist L linear und es gibt L(v;) = w; firi=1,...,n

Nach Satz 1 ist eine lineare Abbildung durch die Werte auf den Besisvektoren bereits vollsténdig festege-
legt.

Definition 5.3

Sei L : V. — W linear. Dann sind Bild(L) := {L(v)|v € V} ¢ W (Wertevorrat) und Kern(L) :=
{v € V|L(v) = 0} € W(Kern oder Nullraum) Untervektorraume von W bzw. V. Ist Bild(L) endlich-
dimensional, so heift Rang(L) := dim Bild(L). Rang der linearen Abbildung L.

Ist W endlichdimensional (also auch Bild(L) endlichdimensional), so gilt: L ist surjektiv
< Rang(L) = dim W (3)
L ist injektiv <> dimKern(L) =0 (4)
Beweis
(3) (a) L surjektiv < Bild(L) = W = Rang(L) = dimBild(L) = dim W
(b) Rang(L) = dimW = Bild(L) = W: Wire Bild(L) & W, dann kénnte eine Basis (w1, . . . , wp)

von Bild(L) durch Hinzunahme von mindesetns einem wg € W zu einer Basis von W ergénzt
werden, also wéire Rang(L) = m < dim W: Widerspruch, also ist Bild(L) = W.
(4) L injektiv < (L(vi) = L(va) = v1 = v2) i (L(vy —v2))0 = v —va =0) & (L(0) =0=v =
0) & dimKern(L) = dim {0} =0 .
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Beispiel 5.3

ay ay
Projektion L : R3® - R2, [ as | — [ a2
as 0

ay
Bild(L) = {(@) |a1,a2€R}, Rang(L) = dimBild(L)
0

|
2o

< 3 = dimW,Kern(L) =

0
{ (0) las € R} ,dimKern(L) = 1 # 0 = L ist nich injekitv.

as

Definition 5.4

L: V — W heikt Isomorphismus, wenn L linear und bijektiv (also sowohl injektiv als auch surjektiv)
ist. V und W heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus L : V — W gibt.

Ist L: V — W ein Isomorphismus, dann ist auch L=!: W — V ein Isomorphismus.

Satz 5.5

Sei (vi,...,vy)) eine Basis von V und L : V — W linear. Dann gilt:
L ist ein Isomorphismus < (L(v1), ..., L(v,)) ist eine Basis von W.
Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Satz 5.6 Aus Satz 1 und Satz 2 folgt:
Sind V' und W endlichdimensional, so gilt V und W sind isomorph < dim V = dim W

Sei B := (v1,...,v,) Basis von V. Betrachten K" mit Standartbasis (ej,...,¢,).
Nach Satz 1 mit K" statt V unf V statt W gibt es genau eine lineare Abbildung &5 : K" — V mit
dp(e;) =wv, fiiri =1,...,n. Nach Satz 2 und Satz 3 ist ®p ein Isomorphismus. Es gilt

(I)B()\h ey /\n) = @B()\lgl + ...+ )\ngn) = )\1@3(@1) + ...+ )\nCI)B(gn) = /\1@1 4+ ...+ /\nvn
Definition 5.7

A1

Ist v = Av1 + ... \yv, € V so heifst @El (v) = | @ | Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis
An

B. Die endlichdienemsionenalen Untervektorraume lin(vy), . . ., lin(vy,) heifen Koordonatenachsen, ®p

Kanonischer Isomorphismus (,,Koordinatensystem®).

*gehort zu einem bild*
vV = A\MU1 + Aavg
Theorem 5.8

Sei V ein endlichdiemensionaler VR und W eine beliebiger VR. Weiter sei L : V — W linear.
Dann gilt die Dimensionsformel dim Kern(L) + Rang(L) = dimv.

Beweis
Sei dimV =n,dimKern(L) =r (also 0 <r <mn)
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Eine Basis (v1,...,v,) von Kern(L) kann zu einer Basis von (Flur,v,41,...v,) von V ergénzt erden
(2.3 Satz 1). Sei w; := L(vy4;) fiir i = 1,...,n — r. Dann gilt

LAvr+. - Avr A1 01+ - AA0n) = A L(v1)+. o AN L(vp)+ A1 L(vpg1)+. - A X L(vp) = Mgrwr +
=0 =0 =wq Wy —

Also ist Bild(L) = lin(Flwn — r). (I)

Behauptung: wi, ..., w,—_, sind linear unabhéngig. (II)

Beweis:

Gelte 0 = aqwy + ... + ap—rwp—p = 1 L(vp41) + ... + an—r L(vy) = L(0qvrg1 + .. . + ap_pvy) also ist
V41 + . vy, € Kern(L)

Daher gilt aqvr41 + ... p—pvy, = FtlAvr mit gewissemy, ..., A, € K (da (vr) Basis von Kern(L) ist).
Esfolgt oy =...=ap—» =0 (und \y =... = A\, =0da (vy,...,v,) Basis von V ist).

Nach (I) und (II) ist (ws,...,w,—,) Basis von Bild(L), also gilt Rang(L) = dimBild(L) = n — r.
Insgesamt gilt dim Kern(L) + Rang(L) =7+ (n —r) =n=dimV.

|
Folgerung;:
Seien V und W endlich dimensional mit dim V' = dim W. Dann gilt:
L ist surjektiv < L ist injektiv.

Beweis
Sei dim V' = dim W = n. Dann gilt:
L ist surjektiv < Rang(L) =n <«  dimKern(L) =0 < L ist injektiv.

Theorem 1 4 -

Unter der Voraussetzung dim V' = dim W sind &uqgivalent:

(a) Fiir jedes b € W hat die lineare Gleichung L(x) = b mionestens eine Losung = € V
(b) Die homogene Gleichung L(z) = 0 hat nur die Losung = = 0.

Gilt (b) und somit (a), dan hat die homogene Gleichung L(x) = b fiir jedes b € W genau eine Losung
zeV.

Beweis
(a) & L surjektiv ist & L injektiv < [L(z) =0 < z = 0] < (b)
olg.

Gelte (b), also auch (a). Sei b € W gegeben. Dann 3z € V':  L(x;) = b (nach(a)).
Sei 2 € V und gelte auch L(x2) = 0. Dann folgt 0 = L(x1) — L(z2) = L(x; — z2). Nach (b) folgt
Tr1 — L9 = 0.

]

W 1))
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5.2 Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Betrachte K™ und K™ mit den Standardbasen.
Sei eine Matrix A € K™*" gegeben. Mit A = (A1,..., \,)T € K® gilt:

ailx - a0 Qg A1
: : : : N
A=\ an - ap - an Xl = Z aipA; | € K™ (1)
k=1
am1 *+ Qmkg - Omn An

Das heifst, es gilt:
AN = (Z alk)\k> e t+...+ (Z amk)\k> e = (Z az’k>\k> e (1x)
k=1 k=1 i=1 \k=1
Offenbar ist die Abbildung Ly : K” — K™ mit L4(\) = A\ linear. (2)
Beispiel 5.1

A1
. (30 -2 - (30 —2 [ 3M—2) e
Se1A<1 9 4)€R ,dannLA(/\)<1 9 4><i2)<)\1+2/\2+4/\3 ,also Ly : R — R”.
3

Beispiel 5.2 Spezialfall

Sei A € R3*? gegeben. Durch La()) @ ANV € R? ist eine lineare Abbildung R? — R3 definiert.
Ay a11 M1 + @122
La(A)=|a2an a2 ()\ ) = | ag1\ +axnls | €R?
2
asy a3z a31 A1 + az2 Ao

3
La(d)=AN= Z (@1 A1 + ainXa) g

i=1

Behauptung: L4 ist linear.

Beweis
Seien z = (m) und y = <y1> cR? alsoz +y = (:rl + yl). Dann ist
2 = Y2 = T2 + Y2
a11(x1 +y1) + ar2(z2 + y2) (@111 + ar2x2) + (a11y1 + a12y2)
La(z+y) = | a2i(z1 4+ y1) + a22(z2 +12) | = | (2121 + a2x2) + (a21y1 + a22y2)
azi(x1 +y1) + az2(z2 + y2) (a3171 + asews) + (as1y1 + as2y2)
G1121 + a1222 a11Y1 + a12y2
La(z+y) = | aniz1 + agexe | + | a2iy1 + ao2y2 | = La(z) + La(y)
a31Ti + azax2 as1y1 + asay2

Analog: La(az) = aLa(z) Yo € R.

Nun sei eine lineare Abbildung L : K" — K™ gegeben. Ist A € K", dann gilt:

A=XMe +...+ e, = L(A) =ML(ey) +...+ M\ L(e,) (3)
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Wegen L(e;,) € K™ gibt es ag, . - ., mi € K mit
L(ey) = aigey + ...+ ampe,, firk=1,....n (4)
Hiermit ist eine Matrix A := (a;;) € K™*™ gegeben und es gilt:

L)) = Z M L(er) = Z Ak - (Z aik‘fi) = Z Zaik)\kﬁi = Z ( aik>\k> e; = A\
k=1 =1 i1 k=1

i=1 k=1 i=1

Damit ist gezeigt: Zu jedem L existiert ein A mit L(A) = A\.

ayr vt Qi ot Glp A1
A= | an - @p o Gin Ak
am1 ot Qmk ot Gmn )\n

Geméf (4) ist die k-te Spalte von A gerade der Koordinatenvektor von L(e;,) bzgl. der Basis (eq,...,€,)
mit k=1,...,n.

Mit diesen Uberlegungen ist gezeigt, dass unter Verwendung der Standardbasen ey, ...,e,(e,,) jede
lineare Abbildung L : K™ — K™ durch eine Matrix A eindeutig beschrieben ist.

Behauptung: Fiir alle L existiert genau ein A mit L(A) = A\.

Beweis
Existenz wurde schon gezeigt. Zur Eindeutigkeit: Ist B € K™*" und gilt auch L(\) = BA VA € K", so
gilt insbesondere Ae, = L(e;,) = Be,, fur k = 1,...,n. Somit ist die k-te Spalte von A gleich der von
B (siehe Gleichung (4)). Also ist allgemein A = B.

[

Definition und Satz 5.1

(a) Ist eine Matrix A € K"*" gegeben, so ist durch L4(A) := A\ eine lineare Abbildung
L, : K" — K™ definiert.

(b) Ist eine lineare Abbildung L : K" — K™ gegeben, so gibt es genau eine Matrix A € K™*",
sodass gilt: L(A) = AAVA € K" und L4 = L.

Die Matrix A heifst Abbildungsmatrix der linearen Abbildung L bzw. L 4 beziiglich der Standardbasen
von K" und K™.

Seien nun V' und W endlichdimensionale K-Vektorraume mit den Basen B := (vy,...,v,) und C =
(w1, ..., wy). Weiter sei L : V. — W linear. Seien @5 : K" — V und ®¢ : K™ — W die kanonischen
Isomorphismen. Fiir A = (Ax) € K" und p = (ug) € K™ gilt also:

v —Lr W (A

=\Mv1+...+ M\, €V
¢p T o, |1 D¢ Po(p) = pwr + ...+ pmwm € W

K" _ K™ L((I)B(A)) = L(/\lvl + ...+ )\nvn) ew
5 oLodp
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Beachte: <I>61 o Lo ®p ist als Verkettung linearer Abbildungen wieder linear. Also ist <I>61 oLo®p mit
einer Matrix A = (a;;) € K™*" darstellbar:
b loLodp()) = AAVA €K = L(Pp()) = (AN VA €K™ (6)

n
Es gilt: A\ = > (Z aik)\k> e;, also
i=1 \k=1

Po(AN) = Z (Z az’k)\k> w;  (7)

Einsetzen von (5) und (7) in (6) ergibt:

LO " Mvr) =) (Z aim> wi VA1,..., Ap) €K™ (8)
k=1

i=1 \k=1
Die Eindeutigkeit der Matrix A folgt wie oben.
Definition und Satz 5.2
Seien V' und W K-Vektorrdume mit den Basen (vi,...,v,) und (wy,...,wpn).

(a) Ist eine Matrix A = (a;;) € K™*" gegeben, so ist durch (8) eine lineare Abbildung L : V — W
definiert.

(b) Ist eine lineare Abbildung L : V' — W gegeben, so gibt es genau eine Matrix A = (a;) € K™*",
fir die (8) gilt. Die Matrix A heift Abbildungsmatrix von L bzgl. der Basen (vy,...,v,) und

(Wi, ..., Wy).

Beispiel 5.3

Sei V.= W = R?® mit Standardbasis (ej,es,e3). Betrachten Projektion L : R3 — R3, L(\i,\2,)\3) =
()\1, )\270)T VA1, A, A3 € R3.

Gesucht ist Abbildungsmatrix von L.

Losung: L(ey) = L(1,0,0) = (1,0,0)T, L(es) = L(0,1,0) = (0,1,0)T, L(e3) = L(0,0,1) = (0,0,0)7.

0

0
1 0 0 A1 A1
Kontrolle: A\ = (O 1 0) ()\2) = (/\2) = L(A).
0 0 0 A3 0

Beispiel 5.4

1 0 0
Nach Bemerkung 1 gilt: A = (O 1 0) , L(esy)
0

Sei V =W = R? mit (e;,e). Fiir ¢ € R sei A, = (Cf)w _Sm‘/’>.
singp  cosg

Wir definieren eine lineare Abbildung D, := A, A VA € R?.
Gesucht: Abbildungseigenschaften von D, : R? — R

) cos
Losung;: Dtp(gl) = Awgl = <sin :2)’

_ _ [(—singp\ —COS(%—(,O)
pten = s = () = (L))
Ergebnis: D, beschreibt die Drehung aller Vektoren des R? um den Winkel ¢. Drehung um Nullpunkt, fiir

¢ > 0 entgegen dem Uhrzeigersinn, fiir ¢ < 0 im Uhrzeigersinn (jeweils bei Blickrichtung —e5). Daher heifst
A, auch Drehmatrix.
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Beispiel 5.5
Sei V=W = R3 mit (e;,e,,¢3)-
cosp —sinp 0
Firp € Rsei A, := |sinp cosp 0 yDy(A) = ALAVA € R3.
0 0 1
Analog Beispiel 5.4 gitl: D, bescheibt die Drehung aller Vektoren des R? um den Winkel ¢. Drehung um die

Achse Lin(es), fiir ¢ > 0 im Uhrzeigersinn bei Blickrichtung e;.

Beispiel 5.6
Sei V =W = R? mit Basis (e, ¢€,)-

.. . cosa  sina
Firae Rsei A, := <

sina  —cosa

e .t = (222) e - (2

> ,Sa(A) = ANV € R2.

sin o — CcoS «

Ergebnis: S, beschreibt die Spiegelung alle Vektoren des R? an der Geraden g.

Beispiel 5.7

Zusammenhang zwischen linearer Abbildung L : V' — W und Matrix A € R™*" beziiglich gegebener Basen
(v1,...,0,) in V und (wy,...,wy) ind W (siehe Satz 2):

L(/\lvl + ...+ )\nvn) = Z;il(ZZ:l aik)wN(Al, ey )\n)T e K" (9)

hierbei A = (ax).

Sei jetzt V = R® mit Basis (v;,v,,v5) und W = R? mit Basis C' := (w;, w,), wobei

1 2 -2
vpi= |1, u=-1],v:=| 2 |;
1 4 -1

o G

Beispiel 5.8

Beweis der linearen Unabhéngigkeit: Gleichungssystem A\jv; + A\avy + Asvs = 0 hat nur die Losung A; = Ao
A3 = 0. Analog fiir w; und w,.

Sei L : V — W linear und gelte

L(vy) := 2wy + 3wy, L(vy) := —bw; L(vg) :=w; — 2w,.

Hierdurch ist L vollstindig definiert. Ist ndmlich v € R3 gegeben, so existieren A, A2, A3 € R3 mit v
A0 +A205+A3v5, und die A; sind eindeutig bestimmt. Da L linear, folgt L(v) = A\ L(v;)+A2L(vy)+AsL(vs) =
A1 (2w, + 3wy) + .. ., also

L(y = (2)\1 — 5oy + )\3)@1 + (3)\1 — 2/\3)@2. (*)

L(v = Y7 (Xhey aishe)w;: siehe (9).

Es folgt A = (a;) = ( 2 =5 1 >: Abbildungsmatrix von L beziiglich B und C.

3 0 =2

Achtung: Betrachtet man A als Abbildungsmatrix beziiglich einer anderen Basis, so erhédlt man eine
andere lineare Abbildung!
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Beispiel 5.9

A wie in Beispiel 5.8

Betrachte A als Abbildungsmatrix beziiglich der Standardbasen (e, ey, e3) von R® und (e;,e,) von R?, so
erhilt man eine andere lineare Abbildung 7 : R? — R2.

Fir v = z1e; + x2e5 + 2365 gilt:

2 -5 1 > 1 . <2$1 — b1y + 13

T(v):=Av = (3 0o —2)|"™ 3z, — 23
Z3

0
SeizB. vi=—e,+83=|-1] € R3, dann ist
8
0

-7 ) (5)- (%)

Zur Berechnung von L(v) wird der Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B benétigt:
A1V; + Aoty + Agvg = v, also 1-A; +2- g —2- A3 = 0 usw.
Man erhélt \y = =2, Ay = 3, A3 = 2.

Mit (*) folgt L(v) = (2-(=2) —=5-3+1-2)w; + (... )wy = <_717) # T(v)

) = (2$1 — dx9 + $3)Q1 + (3$1 - 2$3)§2'

5.3 Der Rang einer Matrix

Definition 5.1
Sei A € K™*™ A Ly : K" — K™ definiert durch L4 () := AAVA € K".
Das heifit:

Rang(A) := Rang(La) = dim Bild(L,)

Rang der Matrix A.

Weiter nennt man:

Spaltenrang von Matrix A := Die maximale Anzahle linear unabhéngiger Spalten von A.
Zeilenrang von Matrix A := Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A.

aip -0 Al . Glp
aml e amk ... amn
La(e)

Nach 5.2 Bemerkung 1 ist Bild(La) = Lin(Spaltenvektoren von A)

Satz 5.2

Fiir jede Matrix A € K™*" gilt:
Rang(A) = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)

Beweis

1. Rang(A) et Maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren aus
La(e1),...,La(en) = Spaltenrang(A).

2. Behauptung: Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)
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Erlauterung am Beispiel:

Beispiel 5.1
Sei

-1 0 -3 2 -1 0 -3
A=|3 2 5 —4|,A4=|3 2 5
2 1 4 -3 2 1 4

Eine Zeile (Spalte) heiftt ,linear iiberfliissig”, wenn sie eine Linearkombination anderer Zeilen (Spalten) ist.
In unserem Beispiel gilt:

(—2)(1.Spalte) + (2.Spalte) = 4.Spalte

, also ist 4. Spalte iiberfliissig.

Behauptung 1: Eine Linearkombination der Zeilen von A ist genau dann gleich Null, wenn die ,linear
tiberfliissigen” Spalten von A =0
Erlauterung am Beispiel:

Beispiel 5.2

1 T 3 T P oo\ T
At _03 + Ao ? W i _ 8
(=2)(-1)+1-0 (=2)(3)+1-2 (—2)(2) + (1)(2) 0

()

1\’ 3\ " AT o\
S M| O + Ao +A3 |1 =10
3 5 4 0

Nach Behauptung gilt 1: Zeilenrang(A) = Zeilenrang(A,). Analog gilt: Weglassen ,linear iiberfliissiger*

Zeilen dndert nicht den Spaltenrang(A).
Durch weglassen iiberfliissiger Zeilen und Spalten A reduzieren zu einer Matrix A* ohne linear iiber-
fliissiger Zeilen und Spalten. Es getle dann:

Spaltenrang(A) = Spaltenrang(A*) = Spaltenanzahl(A*)

Zeilenrang(A) = Zeilenanzahl(A¥)

Wire A* € K™ *™ und z.B. m; < ny, dann wéren die n; Spaltenvektoren von A* im Raum K™ linear
unabhéngig. = Widerspruch, da dimK™ = m; < ni. Somit m1 = nq, also A* quadratisch. Daraus
folgt:

Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)
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5.3.1 Verfahren zur Bestimmung von Rang(A)

A durch EZU iiberfiihren in Zeilenstufenform A (siche 2.2)

A1k,
0 a2, *
0 0
A=| :
0 0 0 - apk,
0 0 0 0 0

Alkq s -y Ark, 7é 0
* = beliebige Elemente
Dann gilt:

Rang(A) ™2 " Rang(A) = r

Beispiel 5.3

Gesucht ist Rang(A) fur

-1 0 -3 2 -1 0 -3 2 -1 0 -3 2\
A=(3 2 5 —4|=(0 2 -4 2|=[0 2 4 2|=4
2 1 4 -3 0 1 -2 1 00 0 0

Rang(A) = Rang(4) = 2

5.4 Invertierbare Matrizen

Definition 5.1

Sei E die (n,n)-Einheitsmatrix.

Die Matrix A € K"*" (also A quadratisch) heifit invertierbar, wenn eine Matrix B € K™*™ existiert,
sodass A- B = B-A = E. Die Matrix B ist eindeutig bestimmt (Beweis ist Ubungsaufgabe). Man
schreibt B := A1,

Man nennt A~! zu A inverse Matrix (Kehrmatrix).

Alsogilt: A-A'=A1 A=E (1)

GL(n,K) := {A € K" : A ist invertierbar}

(General Linear Group)

Satz 5.2

GL(n,K) ist beziiglich der Matrixmultiplikation eine (im Allgemeinen nicht abelsche) Gruppe, mit £
als neutrales Element. Fiir A, B € GL(n,K) gilt: (AB)"! =B '4™! (2)

Beweis (Gleichung 2)
(B'AYAB)=B'(A'AB=B'(EB) =B 'B=E
N—_—— \%_/
=E =B

Analog (AB)(B~'A™) = E
RAR Die zu AB inverse Matrix (AB)~! = A=1B~!




5.4 Invertierbare Matrizen

Fir A € K"*" sei La(A) = AAVA € K"

Satz 5.3
Fir A € K™ sind aquivalent:

a) A ist invertierbar

(a)
(b) IBeK™":A-B=FE
(c) ICeK™:.C-A=FE
(d) RangA =n

)

() Ly : K™ — K" ist ein Isomorphismus.

Seite 38

Gilt (e) und somit (a), dann ist A~! die Abbildungsmatrix der Umkehrfunktion. L -1 beziiglich der

Standardbasen von K".
Beweis
(b) = (e) Behauptung: Ly ist surjektiv.

Sei y € K™. Dann gilt L4(By) =€ A(By
Das heift fiir z := By € K" = LA( ) =
Da (*) beliebig war, ist L4 surjektiv.

Also ist L4 auch injektiv (sieche 5.1). Somit ist L4 ein Isomorphismus.

)=(€AB)y = Ey=y.
Yy

(e) = (a) Sei B eine Abbildungsmatrix von Lgl.
Fiir jedes y € K" gilt:
v =By=15'(y) & Lae) — La (L3'W)) =
Ey=y= Az = A(By) = (AB)y.

& y=La(z) = Az, also

<

Mit y = ey,...,¢e, € K" folgt: Alle Spalten von E stimmen mit den Spalten von AB iiberein,

also E = AB.
Analog gilt fiir jedes €K" : y = Az = La(z) & Lgl (y) = By.

Ex =2 = B(Azr) = (BA)z E = BA.
= A ist invertierbar und es gilt A= =

(wie oben iiber Spaltenvektoren)

|

Analog fiir die iibrigen Aussagen.

Beispiel 5.1

Zu E = (AB)y Vy € K"

Y1 C11 Ci12 €13 Y1
Y2 | = | €21 C22 C23 Y2
Y3 €31 €32 (€33 Y3
Nun y =e¢y,...,¢,. Hier fiir e,:
100 Y1 c11 ¢ c13 Y1 0 12
0 1 0 Y2 | = | C21 C23 Y2 | = 1] = C22
0 0 1/ \ys €31 C32 C33) \Us 0 Ce32

= Spalten gleich = Matrix gleich.

[ () [\
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5.4.1 Untersuchung auf Invertierbarkeit

Definition 5.4

Die quadratische Matrix D = (d;x) heifst obere Dreieckmatrix, wenn d; fiir i > k
dip di2 dis

o 0 dy dos

d;;: Diagonalelemente

Satz 5.5

Jede Quadratische Matrix A kann durch EZU von Typ 1 und/oder Typ 3 in eine obere Dreieckmatrix
iiberfiithrt werden. Es gilt:

A ist invertierbar < Alle Diagonalelemente von D sind ungleich 0.

Beweis
Umformung A — D (siehe 2.2/Satz 1)
Invertierbarkeit:

(a) Geltedy; #0Vi=1,...,n. Ist nun A\j(erste Zeile von D)+Agzweite Zeile von D+...4+\, (n-te Zeile von D) =
0 (%
M (du, di2,d13, ) + )\2(0, doo, dos, ) + ...+ )\n(O, R dnn) = (0, ey 0), dann folgt:
AM=X=...=X, =0
Also ist Zeilenrang von D = n und somit Rang(A) = Rang(B) = n. Nach Satz 2 ust A invertier-

bar.
(b) Gelte dll 75 0, . dr—lm—l 75 O, aber d?“,r =0
Aus (*) folgt dann Ay = A2 = ... = \,_1 = 0, aber A, kann z.B. d = 1 gewéhlt werden.

5.4.2 Verfahren zur Berechnung von A™!

| EZU
Satz 5.6

Gegeben sei eine Matrix A € K™, B, C € K"*P. Es gilt AC = B. Entstehen E und B aus den selben
EZU, so gilt: AC = B.

(A]B]AC=B

| EZU

i[B)ic-5

Schema 1
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Beweis zum Beweis EZU Typ 1
<a11 a12> <011 012> _ <a11011 + ai2c21  a11c12 +a12622>
a1 a2/ \Ca1 C22 a21C11 + a22C21  A21C12 + A22C22
A (& B=AC
<a21 a22) (011 012> _ (a21011 + ac21  azici2 +a22022)
a1l a1/ \C1 €22 a11€11 + @12€21  a11€12 + A12C22
A ¢ B=AC
]
Art=F
| EZU
pat = 47
Schema 2
5.4.3 Verfahren zur Berechnung von A™' (Schema 2)
1. Notiere A und E wie in Schema 2. Wende alle folgenden Umformung auf beide Matrizen an.
2. Uberfithre A durch EZU in eine obere Dreieckmatrix D.
Fall 1 Fall 2
Sind die ersten Diagonalelemente D gleich 0. | Fall 1 tritt nicht ein.
A ist nicht invertierbar D kann durch EZU riickwérts (von unten nach oben)

in F iiberfithrt werden.
Rechts steht dann A~!.

Beispiel 5.2

1 -1
Gesucht: A™! von 4 = ( 0o 1 2
-1 3 1
1 2 -1 1 0 0 11
0 1 2 0 1 0 !
-1 3 1 0 0 1 )
1 2 -1 1 0 0
0o 1 2 0 1 0 | -5
o5 o1 0 1 )
1 2 -1 1 0 0 9
0 1 2 0 1 0 9 7
0 0 -10| 1 -5 1 1t |-3
1 0 0 z z z
01 0|+ 0 %
0 0 -10] 1 -5 1 |—15
1 0 0 z z z
o1 0|+ o0 %
0 0 1 |-% 1 L
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Beispiel 5.3 Betrachte Drehmatrix

(cos @ —sin <p)

A, =1 .

@ sinp  cos¢

D - M — A M beschreibt Drehung um Winkel
Ist die Drehmatrix invertierbar?

cosp —sing 1 0 | :)“Ti
+

sing  cosp 0 1 (<—’)

cosp —sing 1 0 q

0 &% | e 1 [sinpcosp

Fall 1 cosp # 0, also ¢ # (2k+ 1)7,k € Z. Da d11 = cos¢ # 0 und dog # 0, ist Aw in diesem Fall invertierbar.
Fall 2 cosp =0, = (2k+1)5, k€ Z

cosp —sinp |1 0 1
sing cosp |0 1 T
sing cosp |0 1 | — zz’;;’
cosp —sinp |1 0 —
sing cosyp |0 1
1 ‘
0 " sing L - Z?r?g

= Invertierbar

A_1:<Coss0 Sinw>:<008(—w) —sin(—w)>: 4

@ —sing cosp sin(—¢)  cos(—¢) oY

5.4.4 Losen einer Matrixgleichung

Gegeben: A € K" B € K"
Gesucht: X e K"™" : AX =B
Losung: Ist A invertierbar, dann gilt:

AX =B A'(AX)=A"'Bo (AA )X =A"BeX=4"B
E

Durch Anwendung von Schema 1 mit C = X folgt:

ZU

=

(_
=

X=A"B

)
B

5.5 Basiswechsel

Betrachte in K" die Standardbasen (e, ...,¢,) und eine weitere Basis (b, ...,b,). Fir x € R™ gelte:

T=&ey + o+ Eney = Eby + oo+ Enby,



5.5 Basiswechsel Seite 42

&

z = | ! | ist der Koordinatenvektor von x beziiglich (e;,...,e,)
£n
&1

z=| ¢ | ist der Koordinatenvektor von x beziiglich (by,...,b,)
3

Gesucht: ist der Zusammenhang zwischen x und Z
Losung: Sei B := (by,...,b,) (1)

Hierbei sei b als Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis als i-te Spalte notiert (i = 1,...,n).
ﬂll /Bln ﬁll T /gln
Istby:=| : |,...b,:= |,dann B=| : :
ﬁnl ﬁnn ﬂnl e ﬁnn

Da (b,...,b,) eine Basis ist, sind die Vektoren linear unabhéngig. Also gilt: Rang(B) = n. Daher
existiert B! (siche 5.4/Satz 2).

(51511 + .+ fnﬁm

bBr = élﬂnl + ...+ gnﬁnn

)=&m+m+&%=x

Also gilt: z = Bz und Z = B~ 'z (2)
Beispiel 5.1

Gegeben sei R? mit (e;, e,), weiter sei (bl, by) die aus (g ©,) durch Drehung um ¢ = —1 entstehende Basis.
_1 41
Mit Drehmatrix: A = C,OS £ s 4 =1 \f 1 gilt:
@ sin—3  cos— Z 1

1 1 1 1
bi=Ae = 5V2 (—1> » b=Age=5V2 (1)

B = (by,by) = A, und daher Bl = ﬁfl -A

1 1 -1
-1 _ +
also B —2\/§<1 1)

)

Ist z.B. x = <?) = 3e; + le,. Dann folgt:

2B 2= %\/i G _11> (3) (2\\§> also z = V2b, + 2v/2b,

Nun sei L : K" — K" eine lineare Abbildung mit der Abbildungsmatrix A beziiglich (by,...,b,), d.h.
L(z) =AzV ez ecK"

Gesucht: Abbildungsmatrix A = (@) von L beziiglich (by, ..., b,)

Losung: Nach 5.2/Satz 2 (mit V =W := K" und v; = w; := bl) gilt:

L(z) = L(&1by + - + &nb,) = Z (Z azk§k> by

i=1
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Der Koordinatenvektor von L(z) beziiglich (b;,...,b,) ist

n ~
>
=1

n -
> kb
k=1
Es folgt:

A7 = L{z) @ B-Y(L(z)) = B (4z) = (B'A)2 & B~'A(BZ) = (B~ AB)i

Dies gilt fir alle 2 € K", daher folgt:

A=p'AB  (3) )

Beachte: Nach (*) ist die k-te Spalte von A der Koordinatenvektor von L(b;) beziiglich der Basis
(bla s 7bn)'

Beispiel 5.2

1 0 1
Betrachte R? mit (e, e, €5) und by = (1) by = (—1) by = ( 0 )
0 0 -2

Sei L : R? — R? die Projektionsabbildung:
L(&iey + &2e5 + &3e3) := G161 + 26y

O O =
O = O

Nach 5.2/Beispiel 1 ist die Abbildungsmatrix A von L : A = (

1 1 0 1
Fiir B2 (b,by,by) = [1 —1 0] gilt:
0 0 2

1 o0 i 101
Blt=[1 -1 % = A @ B 'AB= (0 1 1] ist Abbildungsmatrix von L beziiglich (b;, by, bs)
1
0 0 -1 00 0
3
Ist z.B. £ = 3b; — by + 2bs, also z = [ —1 |, dann folgt:
2

L(z) = Az = (5,1,0)7, dass heit es gilt L(z) = 5b; + bs.
Bisher: K™ mit (e,...,e,) und (by,...,b,)

» En

Verallgemeinerung;:
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Satz 5.1 Basiswechsel in V'

Sei V' ein K-Vektorraum mit den Basen (vy,...,v,) und (vy,...,0,). Weiter sei L : V. — V eine
lineare Abbildung. Es gelte:

A € K" =Koordinatenvektor von v € V' beziiglich der Basis (v, ...,v,) (4
A € K" =Koordinatenvektor von v € V beziiglich der Basis (7,,...,7,) (5
A € K™ =Abbildungsmatrix von L beziiglich der Basis (vy,...,v,) (6
A € K" =Abbildungsmatrix von L beziiglich der Basis (3;,...,3,) (7
B € K™ =Matrix, deren k-te Spalte der Koordinatenvektor von v, beziiglich

(v1y...,u,) firk=1,....n

Dann gilt: A= B I\ )\ = B\ (vergleich (2)) (8)
Weiter gilt: A = B~'AB (vergleich (3)) 9)

(4) bedeutet: v = Av1 + ... + Apvn, d.h. A = ®~1(v), wobei ® ein kanonischer Isomorphismus
beztiglich der Basis (vy,...,v,) ist.
(6) bedeutet: A = (o) und es gelte:

LA vy + ... + Apon) = Zn: <Zn: aik)\k> v; (10)

i=1 \k=1
M1
Mit w = pyv1 + ... + pipvp und p = | gilt:
Hn
(10) & .
L(Q):w ~ Zaik)\k::)ui (Z:L"'an)v also:
k=1
Lv)=we A=y (11)

Analog fiir n Groken.

~— — — —
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6 Determinanten

6.1 Definition der Determinante

Definition 6.1
Fiir a,,a, € R? heifit

D(QluQQ) = {)\1Q1 + /\QQQ 0< M <L,0< A < 1}

von a; und a, aufgespanntes Parallelogramm.

Gesucht: Eine Funktion D : R? x R? — R, die den Flicheninhalt von P(a;,a,) beschreibt.
Sinnvolle Forderung:
(d1) D(Agy,ay) = AD(ay, a5)

D ay, )‘a2) )‘D(Q17Q2)

(

(a1 +b,a5) = D(ay,a,) + D(b, ay)
(a1,a9 +b = D(ay,ay) + D(ay,b)
D(a
D(e

D
D

(d2)

(d3)

Man kann zeigen: Es existiert genau eine Funktion D, namlich

. aii az1 *
D(a,,a,) = ai1a22 — aj2a21 wobei a; = y oy = (*)
a2 ao?

ay,a,) =0 < aq und g, linear abhéngig.

€1,€9) = 1 (Normierung)

Weiter gilt:
(%) G trie) .
|D(ay, a5)| = |atiaz — arzas| (Geometrie |ay | |ag| siny
—_——
—h

|D(a;, ay)| =Flacheninhalt von P(ay,as) (**)
Beachte:

. . a1 a . .
Zu ay, as gehort die Matrix A = ( 1 12) € R>*2 d.h. Q;T = (a1, a;2) =i-te Zeile von A.
az1 a2
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Definition 6.2

Fiir A = (ai) € K" sei o’ := {a;1, ..., ain } die i-te Zeile.

Also A = aiT ,i =1,...,n Eine Abbildung det : K"*" — K heift linear in jeder Zeile, wenn gilt:

o Ist Q;TF = b;fr +g;fp, dann gilt det | o | = det bZ-T + ciT

i

e Ist A € K, dann gilt: )\aiT = Adet al-T , d.h.

ain  az - ail a2

" Aag1 Aagg - B a1 G2
e =

a31 asy - asy  as2

Definition und Satz 6.3
Es gibt genau eine Abbildung det : K"*™ — K mit folgenden Eigenschaften:

(D1) det ist linear in jeder Zeile

(D2) Ist (Zeilen-)Rang A € K™ < n, dann ist det A =0

(D3) det E =1

Diese Abbildung det heifst Determinante (die Zahl det A heifst Determinante von A € K™*")

Vorbereitung des Beweises:

Lemma 6.4

Es sei det : K"*" — K eine Abbildung mit den Eigenschaften (D1) und (D2). Geht nun A € K"*"
durch EZU in A iiber, so gilt:

Typ 1 (Vertauschen zweier Zeilen): det A = — det A
Typ 2 (Multiplikation mit A # 0): det A = Adet A
Typ 3 (A faches einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren): det A=detA

Beweis des Lemmas
Typ 2 Folgt aus (D1)

Typ 3 Erlauterung am Spezialfall:

all a12 “e ‘ .
A= |a2 a2

a1l a12
a1 + Aair  az + Aaiz

— >

1%
!
S
I
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ain a2
Betrachte auferdem: A’ = [ Aai1  Aaiz

(D1)

Dann sind zwei Zeilen von A’ linear abhiingig, also Rang(4’) < n 2Y et A =0
Hiermit ergibt sich:
detg 2 det A+det A’ =det A
Typ 1
al al al al al al
det | @ | +det]| @ | =det| | 4det | ¢ | +det | | +det
al al al al al al
—_———
=0 (D1) =0
al + (zf,‘ al + a%
= det : + det :
(I'[/' (I,Z
a;; + a{ aZT af
= det : =0,also det | : | =—det | :
al +al af, aj
|

Beweis des Satzes
Eindeutigkeit:

Angenommen, es gibt zwei Abbildungen det und det’, die (D1) bis (D3) erfiillen.

zu zeigen: det A = det’ A VA € K"*"

Ist Rang(4) <n=det A=det’ A=0 (D2)

Nun: Rang(A) = n. Dann kann A durch EZU Typ 1, Typ 2 (Multiplikation mit A # 0) und Typ

3 in E umgeformt werden (siehe 5.4). Mit Lemma 1 folgt:

/ /
l1=FE=24XdetAund 1 =detE = +£)Xdet A
!/
aus A # 0 folgt det A =det A

Existenz:

Beweis durch vollstdndige Induktion beziiglich n:

e Induktionsanfang: n =1
A = (a), wobei a € K. Man setzt: det A = a. Offenbar sind (D1) bis (D3) erfiillt.

e Induktionsvoraussetzung: Sei det B VB € K"~ 1*7~1 definiert
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e Induktionsschritt: Sei A € K™"*" gegeben. Sei Az’j die aus A durch streichen der i-ten Zeilen und
der j-ten Spalte entstehende (n — 1,n — 1). Matrix.

Beispiel 6.1

di1 di2 dis ot ns
a1 ¢22 a23 u o
A= as1 sz ass , dann A, = :.>,1 33

Nach Induktionsvoraussetzung ist det A;; definiert. Hiermit erhélt man:
n . .
det A=Y (=1)/Ta;;det A;; (1)
i=1

a/ll .. (][\1 LY a/ln
j-te Spalte

Gpl -+ Gpi - Gpp
(1) Entwicklung von det A nach der j-ten Spalte.

Induktionsbehauptung: Fiir det A geméfs (1) gelten (D1) bis (D3):

zu (D1): Erlduterung am Spezialfall
Entwicklung vo det A nach der 2- Spalte (Also j = 2)

o))

det A = (—1)"2apdet Ajy + (—1)*ag det Agy + ... *)

Liniaritdt von A — det A beziiglich der ersten Zeile:
Sei ajp = b1y +ec11, a2 = b2 +cia, ...

(a)
(—1)"2agpdet Ajy = (—1)""2 (b2 + c12) det Ay = (—1)""?bradet Ajy + (1) crp det Ay
Beachte: a1 hiangt nicht von 1. Zeile ab.

(b) (=1)>*2ay9 det Ay, : azo hiingt nicht von 1. Zeile ab, aber die Matrix A,

bin+cin bis+as
Agy = | b31+ 31 b3z +c33

Nach Induktionsvoraussetzung ist det A,, linear beziiglich neuer erster Zeile.

Analog fiir die zweiten Summanden in (*). Hiermit folgt die Liniaritét von det A beziiglich der
ersten Zeile. Fiir alle anderen Zeilen analog.
(D2) und (D3): ohne Beweis

Satz 6.5
Fiir A € K™ gilt die Leibnizformel.

det A = Z Sign(T)aT(l),l'y 15 "Qr(n),n (2)
TESn

(ohne Beweis)
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1 ...
Hierbei ist S,, die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,...,n.Ist 7 € S,,, dann 7 = (T(l) o T(sz))

Gilt i < k = 7(i) > 7(k), so heifit dies Ordnungswidrigkeit von 7. Man nennt:

. 1 falls die Anzahl der Ordnungswidrigkeiten von 7 gerade ist .
sign(r) = Signum von Tau

—1 falls die Anzahl der Ordnungswidrigkeiten von 7 ungerade ist

Beispiel 6.2

2 3 1 4

o4 (G111 a2 2x2 _ (1 2 r_ (1 2
SelA_<a21 G22)€R ’ T_<1 2)’T_<2 1

sign(r) = +1, sign(7) = —1
Nach (2) gilt:

TESy, T= (1 23 4> Zwei Ordnungswidrigkeiten = sign(7) = +1

det A = lar(1),10-(2),2 + (=1)ar(1)10r/(2),2 = 11022 — G21012

6.2 Berechnung von Determinanten

Nach (6.1(1)) gilt: det(A) =

n . .
(=1)""ajj det A;;, wobei A € K™,
i=1

n=1 det(a) =a

a a
n =2 det < 1 12) = a11a22 — 12021 (1)
as1 a3

aip a2 a3 a a a a a a
22 23 12 13 12 13
n=3 det | as1 ass a3 | = a1 det — a9 det + a3 det
azz2 ags asz2 ags azz @23

@31 az2 ass
Nun (1) anwenden.

Lemma 6.1

Fiir jede Matrix A € K™*™ gilt: det AT = det A (2)

Beweis

Sei det” (A) := det AT VA € K. Hiermit ist det” : K™*" — K definiert.

Wegen Zeilenrang = Spaltenrang gilt Rang AT = Rang A.

Also gilt (D2) fiir det”. Bedingung (D3) wegen ET = E erfiillt.

(D1): A+ det AT linear in jeder Zeile, d.h A +— det AT linear in jeder Spalte (folgt aus Entwicklungs-
formel (6.1(1)).

= det” hat die Eigenschaft: (D1),(D2) und (D3).

Wegen 6.1(1)(Eindeutigkeit) folgt det” A = det A.
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Satz 6.2 Entwicklungssatz

Man kann det A, A € K™*" durch Entwicklung nach einer beliebigen Spalte oder einer beliebigen Zeile
berechnen.

Beweis folgt aus 6.1 Satz 1 und dem Lemma

Beispiel 6.1
Gesucht: det A fiir:

1 3 4 -
A=[3 -2 2 :—2det(3 2>:—2(2—12):20
0 2 0

+ - +
Vorzeichen nach Schachbrettmuster: (— + —)
+ - +

Beispiel 6.2

di1 di2 dis dy du
det 0 d22 d23 = d33 det ( 0 ) = d33 (d11d22)
0 0 ds3

Lemma 6.3

n
Ist D = (d;) eine obere Dreiecksmatrix, so gilt: det D = [] d;.
i=1

Beweis ist analog zu Beispiel 2.

6.2.1 Effektives Verfahren zur Berechnung von det A

Uberfiihre A durch EZU vom Typ 1 und/oder Typ 3 in eine obere Dreiecksmatrix D = (d;z) (siche 5.4
Satz 3).
Werden hierfiir r Zeilenvertauschungen (EZU Typ 1) vorgenommen, so gilt (sieche 6.1 Lemma 1):

det A = (—1)" det D = (—1)" f[l di (3

Beispiel 6.3
Gesucht ist det A fiir:

0 2 -1\, /1 -2 0\[=3 /1 -2 0 1 -2 0
A=[1 —2 o |"=Y1p 2 1 —(o =2 ol]l-4=0 2 -1|=bD
3 2 -1 3 2 -1/ W) 0o 8 -1/ W) 0 0 3

6.3 Determinanten und inverse Matrizen

Satz 6.1 Ergdnzung zu 5.4/Satz 2
Fir A € K™ sind aquivalent

(a) A ist invertierbar

(b) det A#0

Gilt (a) und somit (b), dann ist det A7l = deté (1)
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Beweis

(b) = (a) gelte (b). Angenommen A ist nicht invertierbar.
Dann Rang A < n (siehe 5.4/Satz 2), also det A = 0 (siehe 6.1/Satz 1) = Widerspruch zu (b)

(a) = (b) gelte (a). Ist A invertierbar, so kann A durch EZU in E tiberfiihrt werden (siehe 5.4/Verfahren).
Nach Lemma 1 ist det A = +F = 4, wobei A # 0. Somit ist det A # 0.

Beweis zu (1) folgt unten

Satz 6.2 Multiplikationssatz
Fir A, B € K"*" gilt det(AB) = det Adet B (2)

Beweis
Sei f: K" — K. f(A) = det(AB) VA € K"*"
Hierbei sei B € K™ ™ fest. Weiter sei L4 : K® — K" definiert durch:

La(A) =AAVA € K"
1. Mit (D1) folgt: f ist linear in den Zeilen von A.
2. Aus Lap = LaLp (siche Ubungsaufgabe) folgt Bild(Lap) < Bild(L 4) und daher
Rang(AB) := dimBild(L4p) < dim Bild(L4) = Rang(A4)
Ist Rang A < n, dann auch Rang(AB) < n, also f(A4) = det(AB) =0 (D2)
3. f(E)=det(EB) =det B
(a) Ist det B # 0, dann folgt (@f) (E)=1

Fiir @ f gelten die Eigenschaften (D1) bis (D3)
nach 6.1/Satz 1 ist ﬁf =A=det AVA € K" d.h. es gilt (2)

(b) Nun sei det B = 0. B nicht invertierbar (siehe Satz 1), also gilt dim Bild(Lp) = Rang B < n
(siehe 5.4/Satz 2)

Dimensionsformel:

dim Kern(Lp) + Rang(Lp) = dimK" = n (siehe 5.1 /Theorem)
———
=Rang(B)
Hiermit folgt: dimKern(Lg) > 0 und daraus dimKern(Lag) > 0 (weil Kern(Lp) C
Kern(L 45)). Wieder nach Dimensionsformel folgt:
Rang(AB) = dimBild(Lap) < n und somit det(AB) =0 (D2)

Also gilt (2) auch in diesem Falle

Beweis Formel (1)

det Adet A™! @ det(@‘l) =det(E) =1
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6.4 Determinanten eines Endomorphismus

Definition 6.1
Eine lineare Abbildung L : V' — V (also von V in sich) heift Endomorphismus von V.

Definition und Satz 6.2

Sei V ein K- Vektorraum mit den Basen (v1,...,v,) und (01, ..., 0p).

Weiter sei L : V — V ein Endomorphismus mit der Abbildungsmatrix A beziiglich (vy,...,v,) und
A beziiglich (a1, ... ,0p).

Dann gilt det A = det A (1)

Diese von der Wahl der Basis unabhéngige Zahl heifst Determinante des Endomorphismus L. det L :=
det A

Beweis Formel (1)
Nach 5.5/Satz 1 gilt: A = B~'AB mit (invertierbarer) Matrix B. Es folgt mit 6.3 (Satz 2/1):

det A = det B~ det Adet B = det A
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7 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben: A = (a;,) € R™*", b e R™

Gesucht: X = (xy,) € R", so dass Az = b
aiy v+ ap T by
Aml - Qmn Tn bm

m : Anzahl der Gleichungen
n : Anzahl der Variablen

Betrachte neben Az = b (inhomogenes Gleichungssytem falls b # 0) auch Az = 0 (homogenes Gleichungssytem )

aip  cc aip
A= : : heiftt Koeffizientenmatrix
am1 " Amn
air - aip br
(Alp) = | : o | erweiterte Koeffizientenmatrix
Am1l * Amn  bpm

Theorem 7.3

(i) (Losbarkeitskriterium)
Ax = b ist 16sbar < Rang(Ab) = Rang(A) (*)
(Rangbedingung)
(ii) (Losungsdarstellung)
Es gelte (*), sei zg € R™ eine (spezielle) Losung von Az = b. Dann gibt es zu jeder Losung
z € R"” von Az = b eine Losung z; € R"™ von Az = o, so dass gilt: z = 24 + 2, -

(iii) (Losungsvielfalt)
Die Anzahl der linear unabhéngigen Losungen von Az = o ist p := n — Rang(A4), die Lo-
sungsmenge der homogenen linearen Gleichungssyteme Ax = o ist also ein p-dimensionaler

Untervektorraum von R™.

Beweis
Sei R™ und R™ mit Standardbasen gegeben. Definieren wir eine lineare Abbildung L : R® — R™ durch

L(z) = Az Vz € R"™. Dann gilt: Az =b < L(z) =b.

(i) Az = b lésbar < b € Bild(L) (g) b ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A <
Rang(A[b) = Rang(4)

(ii) Sei z irgendeine Losung von Az = b. Setze z;, = z — zg. Dann gilt

&h:@_MSZQ—QZOHHdQZQS—i—Qh
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(iii) Sei ¢ die Anzahl der linear unabhéngigen Losungen von Az = 0. Zu zeigen: p = ¢
Mit
Kern(L) =[z € R": L(z) =0] = [z € R" : Az = (]
gilt:

(Dimensionsformel

g = dimKern(L) = ) 5.1/Theorem = dimR" — Rang(L) = n — Rang(L) =p

Betrachte Az = b, wobei A € R™*" b € R™ und z € R™ gesucht. Aus dem Theorem 1 folgt:

Axr=b Ar =0
Rang(A|b) # Rang(A) nicht losbar, falls b # 0
Rang(A|b) = Rang(A4) = n | eindeudig losbar eindeutige Losung fiir z = 0
Rang(A|b) = Rang(A4) < n | 1ésbar, aber nicht eindeutig | neben z = 0 auch Ldsungen z # 0 vorhanden

Sei Rang(A|b) = Rang(4) < n, also p > 0. Weiter seien (siehe Theorem 1) @11) ...,lep) linear unabhéngige

Losungen von Ax = 0. Weiterhin sei x4 eine spezielle Losung von Az = b. Dann gilt:
(a) Zu jeder Losung x;, € R™ von Az = 0 gibt es Zahlen Aq, ..., A, € R, so dass
z, =i+ 2P ()
Umgekehrt ist (1) flir beliebige Zahlen Aq,...,\, € R eine Lésung von Az, = 0.

(folgt aus Az, = L(z,) © 2 ML) + o+ A L) = Az + .+ 2,427 = 0)
Daher heift (1) mit beliebigen Parametern Aq, ..., A, (sogenannten freien Parametern) allgemeine Losung

von Az = 0.

(b) Im gleichen Sinne wie bei (a) heifst £ = ¢ + z;, mit x4 gemif (1) (2)

und freien Parametern Aq,..., A, € R allgemeine Lésung von Az = b
Beispiel 7.1 vergleiche Beispiel 2.2
r1 To T3 x4 |1 Ty X9 T3 T4 1
2 -1 0 3 |1 2 -1 0 3 1
2 -3 1 4 12 (Gaug) 0 —-2 1 1 1
4 2 0 200 T 0 0 0 4] 2
0 2 -2 —2]c 0 0 0 O0|1l+4c¢
A b A b

Nach 5.3/Rangbestimmung gilt:
es ist Rang(A) = Rang(4) = 3, Rang(A[b) = Rang(A[b)
Rang(Ah) =3 14+c=0&c=—1.
Nach Theorem 1 gilt:
Az = b < Rang(A4) = Rang(Alb) & c= -1

Nun ¢ = —1:

Dann ist p = n — Rang(A) = 1, d.h. die Lésungsmatrix von Az = 0 ist ein eindimensionaler Untervektorraum
von R*. Der freie Parameter sei #3 = A. Dann gilt (2).

allgemein:

_3
X 8

! 1
4

=A

18
I
I

, hierbei A € R beliebig

O =

0
T4 1
2

——

z3

8
>




8.1 Die Begriffe

8 Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1 Die Begriffe

L:V—->Vgeg ANée KEWvon L:dv#0:Lv=)\v.
E(X) := Kern(L — AL) Eigenraum von L zum EW A
dim E()) geometrische Vielfachheit (GV) von A

Beispiel 8.1

Seite 55

Spiegelung s, : R? — R% S, (v) := (ZSZ Sé:g;) <Zl) Yo € R2.
- 2

a _ein&
Sei o) = [ €%°2 L0 = N .
= sing )’ cosg

Dann gilt Sa(y(l)) = 1v® und Sa(v?) = —1v@,

Beweis
« - N «
cosa cos £ + sinasin®
Sa(w) = (€ 2 T my
- SiNQCosg — cosasing

Nun cosz cosy = 3[cos(z — y) + cos(z + y)]

Also ist v EW von S, zum EW A\ = 1 und v® EV von S, zum EW Xy = —1.
GV (A1) =dim E(A1) = 1. Analog fiir As.

Satz 8.1

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (v1, ..., v,). Dann sind aequivalent:

1. A\ € Kist EW von L zum EV v fir k=1, ...,n.
A1 0

2. A ist Diagonalmatrix der Form : A =

o

An

Beweis
(1) & L(vg) = Mvg(k = 1,...,n) < underlineAey, = Apex
(k=1,...n) < (b).

Zu (*): Koordinatenvektor von vy beziiglich (vq,...,v,) ist a := ey,
Koordinatenvektor von Aivy, beziiglich (...) ist 3 := Arey.
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Hiermit folgt L(vy) = Axvy & Aa = < Aep = Ak
Satz 1 bedeutet: Abbildungsmatrix von L ist besonders einfach, wenn sie beziiglich einer Basis von V
gebildet werden kann, die nur aus EV von L besteht.

Definition 8.2

(a) Die Matrix A € K™ heisst aehnlich zur Matrix A € K" wenn es eine invertierbare Matrix
B € K™ gibt mit A = B"'AB.
(b) A heisst diagonalisierbar, wenn eine Diagonalmatrix aehnlich zu A ist.

Ist AN aehnlich zu A, so ist auch A aehnlich zu AN, die Relation "aehnlich zu “ ist also symmetrisch.

Beweis

Gilt A= B~'AB, so folgt

37/1 = AB und daraus BAB~! = A, das heisst

A= C~LAC mit der invertierbaren Matrix C:=B"L

|
A ist diagonalisierbar bedeutet nach 5.5:
A kann durch einen Basiswechsel in eine Diagonbalmatrix
A1
A~ = iiberfiihrt werden. Hierbei sind die Spalten der Matrix B die neuen Basisvektoren.

An

Beispiel 8.2
Nach Beispiel 1 gilt fiir §, mit der Abbildungsmatrix
i . a
A = <COSO‘ sma ) by =0 = (Zfzg) ist EV zum EW A = 1
2

-« sinae —cosa

QO
51115

cos &

analog 52 =V® = (
2

) EV zum EW )\, = —1.

1 0

Beziiglich der BAsis (by, by) ist A = (O 1

) die Abbhildungsmatrix von Sj.

a __gin &
COS2 SlIl2

sing  cos g

Mit B := (b1, bo) = (
2

) gilt A= B1-1AB

Satz 8.3
Ahnliche Matritzen haben dieselben Eigenwerte.

Beispiel 8.3

Gegeben seinen A und A= B 'AB.

(a) Sei A EW von A zum EV Z, also AZ = \# und & # 0.

Setzen Y = Bz

Dann gilt Aj = (B"'AAB)(B~'%¥) = B"'A(BB™")# = B™'(A%) = B"'(\# =) = \(B~'%).
Mit & # 0 auch § # 0. Also ist A auch EW von A

(b) Nach Bemerkung 3 gilt auch umgekehrt: Jeder EW von A ist EW von A

Beachte: EV von A und A zum selben EW sind in Allgemeinen voneinander verschieden.
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Satz 8.4

Sind A und A #hnliche Matrizen, so ist fiir jeden ihrer (iibereinstimmenden) EW die geometrische
Vielfachheit beziiglich A und beziiglich A gleich.

Beweis

Sei A EW von A (also auch von A~) und die GVy =r.

Dann gibt es genau r linear unabhaengige EW z1, ..., z, von A zum EW \. Gelte A=DB"'AB.
Wir setzen gy, := Bi_l% fir k =1,...,r. Dann ist y; EV von A~ zum EW A

Zu zeigen: o o

1. y1,...,yr sind linear unabhaengig.

2. Es gibt keinen weiteren linear unabhaengigen EV von A zum EW .

zu 1.: Gelte ayy1 + ... + a;y- = 0 mit oy, € K.

Es folgt (Multipﬂkation von links mit B 0= aliﬂ + ...+ arﬂﬁ = E(arﬁ).

Nach Multiplikation mit B ergibt sich: 0 = ajz; + ... + ayx,. Da x; linear unabhaengig, folgt
a;=..=a, =0.

Also y1, ..., yr linear unabhaengig.

zu 2. Nach Bemerkung 3 ist auch A aehnlich zu g

Ist also y1, ..., ys ein System linear unabhaengiger EV von A zum EW A,

S0 ist @7: ﬁ@ flir K =1,..., s ein System unabhaengiger EV von A zum EW X und daher s <.
Also ist r die Maximalzahl linear unabhaengiger EV von A zum EW .

Satz 8.5
Sei L : V — V ein Endomorphismus. Sind vy, ...,v, EV von L zu EW Ay, ..., A\, und gilt \; # A\ fir
1 # k, so sind vy, ..., v, linear unabhaengig.

Beweis
Hier fiir » = 2. (r > 2 folgt durch vollstdndige Induktion)

V1 + aove = o mit aq, a0 € K (1)

= 0= L(O) = L(awl + 0421)2) = alL(vl) + OéQL(’UQ) = Q1A 1V1 + Q2209 (2)

(1) mit A9 multiplizieren:

0 = (1 \a¥1 + (o AgU9 (3)
(2)—(3): 02041()\1—/\2) v, =>a; =0
—_—
£0 #0

Mit (1) ist ag = 0, also sind v; und vy linear unabhéngig.
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Beispiel 8.4
gegeben: zwei starre gekoppelte Pendel. Auslenkungen z1(¢) und x2(t) (t : Zeit) aus der Ruhelage werden be-

- a8 3
B —a—p3

schriben durch Differentialgelichungssystem .z () = vecx(t), wobei A = ( > mit positiven

Konstantenten «, 38, Z(t) = (m(t))

l‘g(t)
Z(t) = Ax(¢) ausfiihrlich:
Z1(t) = (—a — B)a1(t) + Bra(?),
Ta(t) = (—a — B)z2(t) + Br1 (1),

Zeigen spaeter, dass A diagonalisierbar ist. (mittels einer invertierbaren Matrix B)

Betrachte die transformierte Funktion y(t) = (Zl Eg) = B x(t).
= 2

Bij(t) = BB™'i(t) = i(t) = Az(t) = ABy(t), also
i(t) = B"'ABy(t). *1)
Hierbei hat B~ ' AB Diagonalgestalt, also z.B. B"1AB = <>(\)1 )? >
2
Aus (*) folgt nun ¢ (t) = A\y1(¢) und g2 = A2y2(t): DGL-System entkoppelt.

8.2 Das charakteristische Polynom

Vorbereitung (Beweis in Analysis):

Funktion p : C — C der Form p(\) := ap A" + a1 A" 1+ ... + a1 AL + ag, (1)

wobei ag, ..., a, komplexe Konstanten mit a, # 0 sind, heifst Polynom n-ten Grades.

Ist Ao € C und gilt p(\) = (A — A\g)*q(A\)VA € C, wobei g()\) # 0, dann heift Ao Nullstelle von p der
algebraischen Vielfachheit k, in Zeichen: AV,(X\g) = k.

Fundamentalsatz derr Algebra Jedes Polynom p n-ten Grades (siehe(I)) besitzt mindestens eine kom-

plexe Nullstelle.

Genauer gilt: Sind Ay, ..., A, € C die voneinander verschiedene Nullstelle von p, und gilt AV,(A;) = my
fir k=1,...,r, soist mq,...,m, = n.

Weiter gilt p(A) = ap (A — A\)™...(A = \.)™ VA € C (II)

(Zerlegung von p in Linearfaktoren)

Zusatz p braucht keine reellen Nullstellen zu haben, auch wenn alle Koeffizienten a — 0, .., a,, reell
sind.

Beispiel 8.1

p(\) := A2 + 1, Nullstellen: A\; =i und \y = —i

Aber: sind alle ag, .., a, reell und ist Ay € C eine m-fache Nullstelle von p, so ist auch die kojugiert
koplexe Zahl \g eine m-fache Nullstelle von p. Gemiif (II) enthélt p den Faktor (A — Xg)™ (X — Xg)™ =
(A2 + aX + 8)™, wobei a, 3 reell und (£)* - 8 < 0.

Im Reellen ist p also im allgemeinen nur in ein Produkt aus linearen und quadratischen Faktoren
zerlegbar.
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Beispiel 8.2

p(A) = 223 — 14)? + 34\ — 30: Polynom 3. Grades, alle Koeffizienten reell,
Nullstellen: Ay = 3 (durch probieren). Geméf (II) gilt p(A) = (A — 3)q(A),
also Division p(A) : (A — 3) ausfiihren.

Dies ergibt: q(\) = A2 — 4\ + 5.

q()\) :0<:>)\273 =241

Zerlegung von p im Komplexen: p(A) = 2(A = 3) [A — (A + )] [A — (A — )],
Zerlegung von p im Reellen: p(\) = 2(\ — 3)[A\% — 4\ + 5],

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, L ein Endomorphismusvon V und A die Abbildungsmatriox
von L irgendeiner Basis von V.
Dann gilt:

A € Kist EW von L& (L — AI),v = 0 hat Loesungen v # 0 < L — A\I ist kein Isomorphismus.

4882 4 _ \E ist nicht invertierbar®® %! det(A — AE) = 0. (%)

Nach 6.4 ist:
ail — A aip - a1n
a1 — A azp - Qon
det(L — AI) = det(A — AE) = det

Apl — A Ap2 -+ App — A

Satz 8.1

Die durch p(\) := det(L — AI) definierte Funktion py, : K — K ist der Form:
pr(N) = (=D)"ap\" + ap N 4+ .. + a1\ + ap mit konstantem a € K und heift
charakteristischen Polynoms des Endomorphismus L.

Satz 8.2

Die EW des Endomorphismus L : V' — V sind genau die Nullstellen des charkteristischen Polynoms
pL.

Nach Fundamentalsatz der Algebre gilt:

Satz 8.3

Ist L ein Endomorphismus des komplexen n-dimensionalen Vektorraumes V (also hier: K = C), so
hat L mindestens einen EW.

Beispiel 8.3
Drehung D, : R — R (wobei ¢ # 2kn, k ganzzahlig) ist ein Endomorphismus des reellen Vektorraumes R?
, der keinen EW hat.
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Beispiel 8.4

gesucht: EW und die EV der Spiegelung S, (v) = (EZZ SZZS;) (Zl), v=(v,v2)T €R,
— 2

(vergleiche 8.1 Bsp 2).
Losung: ps, (A) = det ( sina eosa— A

ps, =0& A=A :=1oder A\ =Xy =—1von S,.
Zugehorige EV:EV sind die nichttrivialen Lésungen des homgenen LGS

(cosa —A s ) <U1> = <8) Es kann Oleqa < 27 vorausgesetz werden.

sin a —cosa — A Vg

cosa — A sina > = A2 — 1, also gilt:

2 o

Umformung mit cos a = cos? S —sin” § und sina = 2sin § cos § fiihrt azf:

n &
Sln2

e cos &
) = %1) =c ( 2): EV von S, zum EW A\; = 1; hierbei ¢ € R, ¢ # 0,
v(2) —sin &
02 = %2) =c ( cos QQ): EV von S, zum EW Xy = —1, hierbei ¢ € R, ¢ # 0,
2

Die EV v undv® sind linear unabhéingig und bilden eine Basis von R2.

Die Abbildungsmatrix von S, beziiglich dieser Basis ist (é _01>

Gemetrische Vielfahcheit des EW A\g von L : V — V ist GV (o) := dimE(X\g) = dimKern(L — \oI).
Algebraische Vielfahchheit des EW A\g von L ist definitionsgeméfs die algebraische Vielfachheit der
Nullstellen A\g des chakteristischen Polynoms bpy, : AVL(Ag).

Satz 8.4
fiir jeden EW A\g von L : V — V gilt GV (A\g) < AVL(Ao)—

Beweis

Sei k := GVL(A\o) und (vy, ..., vx) eine Basis von E()g).

Diese kann zu einer Basis (vy, ..., v,) von V ergidnzt werden (4.3 Satz 1). Sei A die Abbildungsmatrix
von L

beziiglich (vy, ..., vy)

, z; der Koordinatenmatrix von v; beziiglich Standardbasis von K" (i = 1,...,n) und B := (z]...|z,,) €
Knxn.

Wegen L(v;) = Aov; fiir i = 1, .., k gilt Az; = Aoz, fiir 1 =1, k.

Es folgt AB = (az1|...|Azg| * %) = (Aoz1]...| Aoz * **).

Wegen Rang(B) = n existiert B~

Nun gilt B7'AB = (A\B ™ 'a1]...[ Ao B 1o | * #x) = (Noeg|...| Moek| * ) =

A 0 0

0O - 0

0 0 X * % ok
0 0

0

Andere Argumentation zu obigem Matrix-Schema: Sei: k := GV, (\g), Basis (v1, ..., vk) von E(Xg) wird
erginzt zu Basis (v1,...,v,) von V.

Sei v € V, also v = ajv1 + ... + agvg + Qg r1Vk+1 + .. + anvy (1);

hierbei a; € K fiir ¢« = 1, ..., n. Es folgt

L(v) = aliL(vy) + ... + o L(vg) + a1 L(vg+1) + .. + anL(vyn) = doaivr + ... + doagvg) + (...) (2a).
Frj=Fk+1,..,nist ojL(vj) = (015 + ... + 0njvn). (2b)

Also die Abbildungsmatrix von L beziiglich (vy, ..., vy):
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Ao 0 | pk+1 - 0In
T:=10 )\O‘Qkk‘f‘l Okn

b s )

Mit Koordinatenvektor a := (a1, ..., a, )T von v beziiglich (v1, ..., v,) (siehe (1)) ist Ta = (

Aot + Q17k+104k‘ +1+..

dies ist der Koordinatenvektor von L(v) beziiglich (v1,...,vy) (siehe (2a), (2b)).
Fr charakteristisches Polynom folgt:
pr(N\) = det(L — AI) = det(] — AE,))
Also gilt AVL()\()) > k= GVL(A()).

Entwicklungiach 1. Spalte ()\0 _ )\)k ) det(§ _ )\En_k)

Beispiel 8.5

A= <g 2) € R?22 it Parameter o € R.

ag)\ ai)\>:(a_)\)2' Somit pa(A)

(
& A =X =a. A=aist also EW von A und von L4 mit AVy, (o) = 2.
ze€ E(a)=Kern(Ly —al) e (Ly—al)z=0< (A—aE)z=0<

0 1\ (z1\ _ (0O . L. _
(0 O) (m2> = (0> & x1 =: ¢ beliebig, x2 = 0.

Somit F(a) =c¢ <(1)) lc € R,dim E(a) = 1.

Somit GV, (a) =1 < 2= AV, ().
Behauptung: A nicht diagonalisierbar.

Pa(N) = det(A — AE) = det ( =0&
2

Beweis

Wiire A diagonalisierbar, dann giibe es Basis (b, by) von R?, so dass Ab; = ab; und Aby = aby. Sei
ﬁn) <512> : af + P21 = afn

b, = und b, = . Dann gilt Ab; = ab; & & = 0 und

B <521 - B2z s A - afo1 = afa & fu

beliebig.

Analog Aby = aby < (22 = 0 und ;2 beliebig.

Somit ist by = <ﬂél> und by = (ﬁéz> linear abhéngig: Widerspruch!

Beweis
Wire A diagonal, so wiare A der Diagonalmatrix g = (g 2)
Ahnlich (8.1 Satz 2). Es gilt Az = az fiir jedes z € R2, also ist GV; =2 # 1 = GVa(a) : Widerspruch
zu 8.1 Satz 3. a
|

8.3 Das Diagonalisierungstheorem

Vorbereitung auf das Studium von E(A):
Sei V ein K - Vektorraum, seien U, Us UVR von V.



8.3 Das Diagonalisierungstheorem Seite 62

Ur + Uy := {u1 + uzluy € Uy, ug € Us}: Summe von Uy und Us.
Ist u € Uy 4+ Us, dann also v = u1 + ue mit u; € U, fr 4 = 1,2. Dann im Allemeinen nicht endeutig:
Seiw e Uy NU, W #£0 (*)

Setzen u'y := ui +w und u's := ugs —w. Dann v/; € U;,u/; # u; fri = 1,2 und o'y +v'9 = vy +us = u.

Definition 8.1

Seien Uy, ...,U, UVR von V. Man sagt V ist die direkte Summe von Uy, ..., U,, in Zeichen:
V=Ui®..0U, oder V= @_,U;, wenn sich jedes v € V eondeutig in der

Formv=wu; + ..+ u, und u; € U; fr i = 1,...,r (1) darstellen 17st.

Genau dann ist V =@!_,U; ,wenn V=37 Uy und U; N Y, Uy ={0} fri=1,...,r (2)
ki
Beweis
Fr r=2
(I) Gelte (2) fr r=2, aslo V. =U; + Uz und Uy N U = 0.
Sei v € V. Dann v = u1 + us mit uy € Uy und ug € Us Angenommen die Darstlling nicht eindeutig.
Dann gilt auch v = v’y + /5 und v/; € U; und v/; # u; fr 1=1,2. Es folgt
0# u; —u'y = ug — u's € U; N Uy: Widerspruch.
(ITI) Umkehrung: Sei V.= U; @ Us. Dann V = Uy 4+ Uy. W7e ein w € Uy N Uy mit w # 0 vorhanden,
dann w?e
die Darstellung v = u; + ug nicht eindeutig: siche (*).

Satz 8.2
Ist V' endlich dimensional und gilt V = U; & U,, dann ist dim V = dim U; + dim Us.

Beweis

Sei (u1, ...u,) Basis von Uy und (v;...,vs) Basis von Us.

Behauptung: (u1, ..., 4y, v1, ..., vs) ist Basis von V. (*)

Ist (*) bewiesen, dann ist dimV = r 4+ s = dim Uy + dim Us.

Zur behauptung ()

Klar ist Lin(uy,...,vs) C V. Nun sei v € V. Dann ist v = uj + ug mit w; € U; fr i = 1,2, also
v=(aqui + ... + .Uy) + (B1v1 + ... + Bsvs) € Lin(ug, .., vs).

Somit ist Lin(uq,...,vs) = V.

Noch zu zeigen: uyq, .., vs sind linear unabhingig.

Gelte (z1uy + ... + apuy) + (B1v1 + ... + Bsvs) =0

/
~~ ~~

=w1 =wky




8.3 Das Diagonalisierungstheorem Seite 63

Dann w; € Uy und wy = —wy € Uy

Wegen U; NUs = 0 (siehe Hilfsatz) folgt wi = 0 und somit we = 0. Da wuy, .., u, linear unabhingig und
ajug + ... + apu,r = 0, folgt

a1 = ... = a, = 0. Analog 1 = ... = Bs = 0. Somit uq, ..., vs linear unabhéngig

Theorem 8.3 Diagonalisierung

Sei V' ein n- dimensionaler K - Vektorraum und L : V — V eine Endomorphismus. Dann sind
aquivalent:

(a) L ist diagonalisierbar.

(b) Das charakteristische Polynom py, ist ein Produkt von Linearfaktoren, und fiir jeden EW X von
L ist GV (A = AVL()N).

Gilt (b) [und somit (a)] und sind Ay, ..., A, die paarweise verschiedenen EW von L (also die Nullstellen
von pr), so gilt V.=E(\1) & ... ® E(\).

Beweis
(I) Seien Ay, ..., A, die voneinander verschiedene EW von L.
(n1,...,n,) ihre geometrischen Vielfachheitn und (mi,...,m,) ihre algebraischen Vielfachheiten. Fr
i =1,...,7 sel (’Ugi), ...,vg)) eine Basis von E();). Diese Vektoren sind linear unabhéngig (da Ba-
sis). Fr i # k ist nach 8.1 Satz 4

(4) ( (1) (k)

auch v’ und vlk) linear unabhéngig., ebenso v;” und vy’ und so weiter.

Also sind vy), - v,(fl), e UY), . vy) (1) linmear unabhéngig.

Esgilt p:=ny + ... + nr(&2 Sgatz 4)m1 + ...+ m, < grad(pr) =n (2)

(II) L ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Vektoren (1) eine Basis von V bilden (8.1 Satz 1),
also genau dann, wenn p = n.

Dies ist nach (2) Aquivalent mit n; = m; fri =1,...,r.

(III) Nun gelte (b). Behauptung: Summe F (A1) + ... + E()\;) ist direkt.

Bewies fr r=2: Sei v € E(\;) N E(\) wobei i # k. Nach Lemma 1 ist v = 0 zu zeigen.

Es gilt v = alvgl) 4 .+ anivr(fi) = ﬂw%k) + .o+ ﬂnkv,gz). Da alle U§i), vj(.k)
linear unabhéngig, folgt oy = ... = 3,, = 0. Somit v = 0.

(IV) (IV) Sei U := E(\) @ ... & E(\,).

Behuptung: U = V.

Nach Satz 1 ( mit U statt V) gilt:

dimU =dim E(\; + dim[E(A @ ... ® E(\)] = ... = > dim E(\;)
Nach Satz 2 ist > dim E(\;) =n =dimV

dimU =dimV AU CV =U=V.

Verfahren zur Diagonalisierung von L:V — V

Sei A die Abbildungsmatrix von L beziiglich irgendeiner Basis von V.

1. Berechne alle EW von A, also alle Losungen A € K von pr(A) := det(4A — A\E) =0
Ist pz, nicht vollsténdig in Linearfaktoren in K zerlegbar, dann ist L nicht diagonalisierbar.
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Ist pr, aber vollstdndig in Linearfaktoren in K zerlagbar, dann Schritt 2:

Ermittle fiir jede Nullstelle A von pr,, also jeden EW X von A, eine Basis des Eigenraumes E()),
also linear unabhéingige Losungen x des homogenen LGS (A — AE)z = o (3)

Priife, ob GV (\) = AVL()) (*)

Nach Theorem 1 ist L genau dann diagonalisierbar, wenn (*) fiir jeden EW X\ von L gilt.

Beispiel 8.1

Sei L : R? — R3 gegeben durch

0 -1 1
A= (—3 -2 3) beziiglich der Sandartbasis des R3.

-2 -2 3
L pr(A) =det(A—AE) = - X+ AN2+A—-1=0% [\ =Xy =1 und \3 = —1]
Also pr,(\) = —(A — 1)%(A + 1): vollstindige Zerlegun in Linearfaktoren.
2. LGS (3) fir A =1:
0-1 -1 1 1 0
-3 -2-1 3 | =0 —21—29+25=0
-2 -2 3—-1 T3 0

Mit 7 =: oy beliebig und z2 =: s beliebig folgt x3 = a1 + as, also

I 1 0

To |l =1 |0 +as|1].

I3 1 1
Die EV (1,0,1)7 und (0,1,1)” bilden Basis von E(1), d.h., es gilt GV (1) =2 = AV (1). LGS (3) fiir
A = —1 analog: (3:2) ( ) ist Basis von E(—1).
Also GVL( =1= AVL(
Somit L diagonahslerbar Basm von R? aus EV von L:

1 0 1 1 01 . 1 0 0
bi=(0],bo=(1],b5=(3]. MitB:=|0 1 3|gitA=B"'AB=|0 1 0 |.
1 1 2 11 2 0 0 -1
Weiter R? = E(1) @ E(-1).
Satz 8.4 Folgerung aus Theorem 1

Sei L Endomorphismus von V', wobei dim V' = n. Hat py, genau n voneinander verschiedene Nullstellen

-/\1’

.y n € K so ist L diagonalisierbar. Die Ay sind die EW von L, die zugehdrigen EV vy bilden

eine Basis von V und

A=

A1 0
ist die Abbildungsmatrix von L beziiglich (vy,...,vy).

[}

An
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O Skalarproduktraume

9.1 Grundbegriffe

Ziel: Struktur von Vektorrdumen anreichern, insbesonds Orthogonalitétsbegriff einfiihren.
Sei K =R oder K = C. Fiir z € C ist Z die konjugierrte komplexe Zahl.

Definition 9.1
Sei V ein K-Vektorraum. Eine Funktion (u,v) + (ulv) von V' x V nach K heift Skalarprodukt (SP)
(oder inneres Produkt) von V. wenn gilt:

o (S1) (u|ajvy + ague) = aj(ujvr) + ag(ulv) Yu,v1,v2 € V Yag,as € K (linear im zweiten
Argument).

o (S2) (u,v) = (v|u) Yu,v € V (konjugierrt symmetrisch).

e (S3) (uu) > 0, (ulu) = 0 & u = 0 Yu € V (positiv definit). Das Paar (V, (-]-) heifst
Skalarproduktraum (SP-Raum).
Ist K = R, so heift (V,(:|-) auch euklidischer Raum; ist K = C, so heift (V,(-|) auch

unitarer Raum.
— (a) Ist K=R, dann (S2) < (ulv) = (v|u)Vu,v € V.
— (b) Aus (S1) und (S2) folgt
(

aquy + agus|v) (S1) (v|arur + agusg) (S2) @ (viug) + az(v|uz) (S2) @1 (u1|v) + aa(us|v) (konjugiert
linear im ersten Argument).

— (c) Gilt (ulv) = 0Yv € V, so folgt u = 0.
Beweis
Mit v := u gilt (ulu) =0, also u = 0 nach (S3).

Beispiel 9.1

o (a) Firz = (z1,...,2,) € R"und y = (y1,...,yn)" € R ist (z|y) := 2191 + ... + Ty = 2Ty ein SP,
das sogennannte Standard-SP oder natiirliches SP.

e (b) Fiir z = (21,...,2,)7 € C" und Yy = (Y1, yn)T € C™ ist (zly) == Tiy1 + ... + Tnyn das
Standard-SP.
Beachte: (y|z) = 7121 + ... + U Tn = Y171 + .. + YnTn = (2[y)
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Beispiel 9.2

(&)
Sei 12 die Menge aller komplexen Zahlenfolgen z = (z},), fiir welche die unendliche Reihen Y |z|* konvergent
k=1

ist. Dann ist [? ein C-Vektorraum und (z|y) := Y. Ty ein SP (Beweis siehe Analysis). Also ist (12, (:]-)) ein
— k=1

unitdrer Raum, sogenannter Hilbertscher Folgenraum.

Statt (z|y) auch (z,v)

Sei z = (21,72, 73)T € R3, dann ist ||z, := /2% + 2% + 22 = /\/2? + 23 + 23 die Linge des Vektors
x. Mit Standard-SP von R? gilt: ||z||, = \/(z]z). Analog in R™.

Verallgemeinerung:
Definition 9.2

Ist (V,(:]-)) ein SP-Raum, so heift die durch |v|| := /(v|v)Vv € V

auf V' definierte Funktion ||-|| Norm von V.

Satz 9.3
Ist (V, (-]) ein SP-Raum, so gilt fiir die Norm:

)
e (N1) ||ul| >0, lu| =0 u=0VneV
)
)

(N2) [lew| = |a] - |u]| ¥ € V Va € K

(N3) ||u+ v|| > ||u|| + ||v|| (Dreiecksungleichung) Yu,v € V

e (CS) |(ulv)] = ||ul| ||v]| Yu,v € V' (Cauchy-Schwartz-Ungleichung).
Hierbei gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn u und v linear abhingig sind.

Beweis
e (N1), (N2) : trivial.
e (CS):

— Fall 1: Ist v = 0, dann (u|v) = 0 und |ju|| - [|v|| = 0, also gilt (CS) also Gleichheit. Hierbei
sind u und v linear abhéngig.

— Fall 2: v # 0 und ||v|| = 1. Fiir beliebige a € K gilt:
pla) = [lu— av|* = (u—avju—av) = (ulu) = a(v|u) - a(ulv) +2a = [Ju]]* = (ufv) - (v]u) +
[@ — (ufo)] - [ = (wlw)] = [[ull® = |(u]o)* + |a = (v]u) % (1)
(Beachte: (u|v) - (v|u) = (u|v) - (ulv) = |(ulv)*.)
Aus (1) folgt: ¢(e) ist minimal fiir o = (v]u) =: ap. Also gilt: 0 < [Ju — agv||* = (ag) (1)
ul|* = |(u|v)[?, und Gleichheit gilt genau dann, wenn u = agv, also wenn u und v linear
abhéngig sind.
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9.2 Orthonormalsysteme

Definition 9.1
Sei (V,(:|-)) ein SP-Raum

o (a) Zwei Vektoren u,v € V heifen orthogonal, in Zeichen: u_Lv, wenn (u|v) = 0.

e (b) Ist A Teilmenge von V, so heifit A+ := {u € V|(ulv) = 0 Vv € A} orthogonales Komplement
oder Orthogonalraum von A.

e (c) Eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge vy, vs,... € V heift Orthonormalsystem
1 i=k
0 i#k

(ONS), wenn gilt (v;|vg) = di, := {

6;1: Kroneker-Symbol
Ist ein ONS zugleich Basis in V, so heifit es orthonormale Basis (ONB).

— (a) Der Nullvektor o ist zu jedem Vektor v orthogonal. Fiir u # o und v # o gilt nach 9.1 (4*):
ulv & cos(u,v) =0 < L(u,v) = 7.

— (b) Ist S ein ONS in V, so gilt ||v|| = /(v[v) =1Vv € S
Beispiel 9.1

In R™ und C™ ist {ey, ...,e, } ein ONS, dies ist auch eine Basis, also eine ONB (Orthnormalbasis).

Satz 9.2 Parseval-Gleichung

e Ist S ein ONS in V, so sindje endlich viele Vektoren aus S linear unabhéngig.

e Ist dimV =nund S = {vy,...,v,} ein ONS in V, so ist S eine ONB von V.
In diesem Falle gilt fiir alle u,v € V:
u = (vi|u)vy + (va|u)va + ...(vg|w)vy (1)
Basisdarstellung von w,
(uv) = (vi|u)(vifv) + ... + (vu|u)(valv)  (2),
lul|® = [(vi]u)* + ...+ [(va]u)]*  (3) (Parseval-Gleichung)
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Beweis

e (a) Gelte aqv1 + ... + v, =0 mit oy € Kund v € Sfir k=1, ...,r
Es folgt: 0 = (vg|0) = (vg|aiv1 + ... + apvy) = aq(vglvi) + ... + a1 (vgloy) = fir k=1, ...,r

Also sind vq, ..., v, linear unabhéngig.
e (b) Nach (a) sind vy, ..., v, linear unabhéngig. Wegen dim'V' = n ist {v1,...,v,} also Basis.
e zu (1): Zuu € Vgiltesay,...,a, € Kmit u = aqvi+...4+ap,v,. Es folgt (vg|u) = oy (vg|v1) +...+
~——
=0
ag (vg|vk) +... + an (Vi |vg), also (1).
=1 =0
n n
e zu (2): Nach (1)ist u = > (vi|u)v; und v = > (vg|u)vg. Es folgt (ulv) = > > | (vilu) vi| (vglv) vg | =
i=1 k=1 ik \~~— Y~
= =0k
n
o> @B (vilvg) = > @i
ik i=1
e zu (3): Folgt aus ||u||* = (u|u) und (1).
|
Kosinussatz: a? = b% + ¢2 — 2bccos a. Mit (v|w) = ||v] - |Jw]| - cos(v, w) gilt:
Satz 9.3
Ist (V,(-]-)) ein SP-Raum, so gilt ||v — w||* = ||v]|* + ||w||* — 2Re (v|w) Vv, w € V.
Beweis
fiir V reell:
lo = wl* = (v = wlv —w) = (v]v) + (ww) = 2(v|w) = |Jo]* + [w|* — 2(v]w)
|
Folgerung: Ist v Lw, so gilt |[v — w|* = ||v]|* + ||w||* (verallgemeinerte Pythagorasformel).

9.2.1 Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt

Gegeben: SP-Raum (V, (+|-)), (w1, . .., wy,) System linear unabhéngiger Vektoren in V.

Gesuncht: ONS (vy,...,vy), so dass die lin(vy, ..., vy) = lin(wy, ..., wpy).
Losung:
1. Da (w1,...,wy) linear unabhéngig ist, ist w; # 0. Setze vy := ”51” (4)
Dann lin(vy) = lin(wy) und |Jv1]] =1
2. ﬁ}g = uzg — (’LUQ‘UQ) V1 (5&)
v2 =gy (5D)

Dann lin(vy, v2) = lin(wy, we), [|v]|; = 1 und (ve|v1) = m (walvy) — (wolvy) -+ (vi|vy) p =
——

=[lv1]*=1

0, also vy L vq



9.3 Vektorprodukt und Spatprodunkt Seite 69

Beachte: (wa|vy) = [Jwa|| - [|v1] - cos(wa, v1) : skalare Projektion von ws in Richtung v;.
—~—
=1

Allgemein:

k—1
Sind vy, ..., vg—1 konstruiert, dann @y = wy — Y (wi|v;) v; (6a)

j=1

wy,
Vg = (6Db)
[l

Beweis der Orthogonalitiat wie oben.
Satz 9.4

1. Ist (wy,...,ws) ein System linear unabhéngiger Vektoren in SP-Raum V', so gibt es ein ONS
(U1, ...y V) mit lin(vy, ..., vy) = lin(wy, ..., wy,). Dieses ONS kann nach (4), (6a), (6b) kon-
struiert werden.

2. Is V ein endlichdimensionaler SP-Raum, so besitzt V' eine ONB.

Beweis
1. siehe Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren.

2. Ist dim'V = m, Dann besitzt V eine Basis (wy,...,w;,). Diese kann nach 1. orthonormalisiert
werden.

Beispiel 9.2

In R? mit dem Standardskalarprodukt seien w; = (1,1,1)T und w, = (0,2,4)7. (w;, w,) ist ein System linear
unabhéngiger Vektoren. Durch Orthonormalisierung erhélt man:

PR TR N
T VB

N[

_ 0 1 (1 —2 s -
Wy 1= Wy — (Walvy) vy = (i) —2\/5-%- (1) = (g) = vy 1= A =\/§(g)

Dann ist (v, v,) ein Orthonormalsystem. Das kann zum Beispiel durch w; = (1,0,0)7 zu einer Basis von
R? ergiinzt werden. Da (v;,v,, w3) kein Orthonormalsystem, muss orthonormalisiert werden. Man erhélt nach
(6a) und (6b):

V3 = %(17 72a I)T

9.3 Vektorprodukt und Spatprodunkt

Betrachte R? mit Standard-SP.

Fiir a,b € R? ist P(a,b) := {aa+ Bb: a, 8 € {0,1}} des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
Flécheninhalt von P(a,b) : vo (P(a,b)) = ||la|| - h = ||a]| ||b|| sin ¢ (*)

v2 (P(a,b)) =0 < a und b linear abhéngig.

va(+):,zweidimensionales Volumen*

Seien a, b linear unabhiingig. Gesucht: ¢ € R3, so dass:
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(Pl) cLaundc L b
(P2) |le|| = va (P(a, b)) (siehe (*))
(P3) (a,b,c) ist ein positiv orientiertes Dreibein (,,Dreifingerregel®)

Definition 9.1

al bl
Gegeben seien Vektoren ¢ = [ay | e R3und b= | by | € R3.
as b3
Dann heiftt der Vektor
asbs — azby e a1 b
a X b = a3b1 — a1b3 T det €y Qa2 bQ
a1bs — agby & es az bs

Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt oder dufieres Produkt) von a und b.
Zu (*): Merkregel, Determinante nach 1. Spalte formal entwickeln.

Satz 9.2
Sind a,b € R3?, so gilt:

1. a und b sind linear unabhéngig < a x b # 0.

Seite 70

2. Sind @ und b linear unbabhéngig und ist L a,z L b, so ist z = A(a X b) mit einem X € R.

3. Fiir a # 0 und b # 0 gilt [la x bl| = |[a]| - [|2]| - sin(a, b) = \/IIQH2 -[lo]l* — (alb)®

Beweis
siche Homepage
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Nach Satz 2 hat ¢ := a x b die Eigenschaften (P1) und (P2).

Zu (P3):
a b1
(I) Seia= |ag | ,b= [b2].Ist ||la]|]2 =1, dann gibt es genau ein a € (—m, 7] mit al = cos & und
0 0

as = sin . Analog by = cos 8 und by = sin 3, falls |[b||2 = 1.

Der orientierte Winkel ¢ von a nach b ist ¢ := § — «a(+2kn, k ganzzahlig). ¢» > 0 bedeutet
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn in der Ebene Lin(a,b): mathematisch positive Drehung.
Analog 1 < 0 Drehung im Uhrzeigersinn: mathematisch negativ.

Es gilt siny = sin(f — o) =sin 3 - cosa — cos B - sinaw = a1be — agby. (1)

(IT) Sind a = (a1, a2,0)T und b = (by, ba, 0) beliebige von 0 verschiedene Vektoren, so (I) anwenden
auf —— und ﬁ. Mit (1) folgt sine = %b2—azb (2). Hierbei 1): orientierter Winkel von a

I[all2 all2-T[8]]2
und b.
0
(ITI) Mit a, b wie unter (II) gilt: a x b = 0 = Ases, wobei Ag := a1by — agb;.
albg — a2b1

Ist Ag > 0, dann nach (2) siny > 0, also 0 < 1 < 7: Drehung von @ und b mathematisch positiv.
Hierbei hat Ases die Richtung von e, also ist (a,b,a x b) ein positiv orientiertes Dreibein. Ist
Az < 0, dann hat Ases die Richtung —e5. Also gilt ,,Dreifingerregel” ebenfalls.

(IV) Der Fall beliebiger Vektoren a,b € R? ist auf (III) zuriickzufiihren.

Anwendung 1: Orthonormalisierung in R3
Sei w1, ws € R3 linear unabhingig. Mit Orthonormalisierungsverfahren erhélt man ein Orthonormal-
system (v1,va). Ist (v1,v2,v1 X v2) eine ONB von R?

Beweis
v1 X vy ist orthonormal zu v; und vy (Satz 1). Weiter gilt:

vy X wally = [luglls - [lually - sin (vg,v9) =1
—— N N——

=1 =1 =

Beispiel 9.1

Sei w; = (1,1,1)T und wy, = (0,2,4)T. Nach Orthonormalieserunsverfahren ist v; =

)

N
—
— = =
N~ —
=
[V}
Il
)
—
oo
N~ —

Siehe Beispiel 9.2 2

— _ 2
’le’UQ...\/;(

N|— ‘ N[ =
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Satz 9.3 Eigenschaften des Vektorproduktes

Fiir a,b € R3 gilt:
(a) axb=-bxa

(b) (axb) xc=(alc)b—(blc)a  (Grafmann-Entwicklung)

Beweis: Ubungsaufgabe

Anwendung 2: Gleichférmige Kreisbewegung
Fiir die Kreisbewegung einer Punktmasse gilt zur Zeit ¢: £(t) = w x z(t).
w hat die Richtung der Drehachse, ||w]|| ist die Winkelgeschwindigkeit.

n
Sind a4, . . ., a,, linear unabhéngig, so heifst die Menge P(a,,...,a,) := { > ajailoy €10, 1]} n-dimensionales Parall
i=1

oder n-Spat.

Beispiel 9.2 Spezialfall n = 3

v3 (P(ay,a5,a3)) = v2 (P(ay,a5)) - h,

v2 (P(ay,8,)) = llay ¥ aslf,

h = llag| - |cos ¢l , also vs (P(ay,ay,a3)) = |(a; X aslaz)] (6

Definition 9.4

Mann nennt
lay,ay,a3] = |(a; X aslas)| Spatprodukt

Aus Definition von Vektor- und Spatprodukt sowie (6) folgt:
Satz 9.5

(a) Fiir beliebige Vektoren a, a,,a; € R? gilt:
a1, a5, a3] = det(a;|as|as)

Hierbei steht rechts die Deeterminante der Matrix , deren k-te Spalte der Koordinatenvektor
von g, beziiglich der Standartbasis von R? ist (k = 1,2, 3).

(b) Sind a4, ay, a5 linear unabhéngig, so ist

v3(P (a1, a9,0a3)) = |det(a;]ag|as)] (6%)
Das Volumen der 3-Spats P(ay,ay,a;3).
Analog in R?:  v2(P(ay,a5)) = |a1] - |az|sin(ay,a5) = |det(a]ay)|, wobei ay,ay € R*.
nachrechnen
Definition 9.6 Verallgemeinerung
Sind g5, € R™ fir k¥ = 1,...,n linear unabhéngig, so heilt v,(P(ay,...,q,)) = |det(a;]...]a,)|

n-dimensionales Volumen des n-Spats P(ay,...,a,).
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9.4 Orthogonale Projektion

Sei V ein Skalarproduktraum.

Definition 9.1
Ist U ein Untervektorraum von V', so heikt U+ := (w € V| (u|lw) = 0 Vu € U) Orthogonalraum zu U.

und Y+ = (Z/{L)L Biorthogonalraum zu U.

(a) U™t ist ein Untervektorraum von V. (Folgt aus der Linearitéit des SP.)

(b) Stets gilt U C U+, (Ist u € U, so folgt (ujw) = 0Vu € UL, also u € utt.)

Definition und Satz 9.2

Sei U ein Untervektorraum von V mit 0 < dimi < 4o0. Dann gibt es zu jedem v € V genau ein
u; €Ut mit v =u+uy. Es gilt also V =U @ U+. Man nennt projy,(v) := u bzw. proj,. (v) := uy
orthogonale Projektion von v auf I bzw. auf ¢+. Die dadurch definierte Abbildung proj, : V — V
heifft orthogonaler Projektor beziiglich ¢/, analog proj;,1 . Ist V endlichdimensional, so gilt Y= =,

Beweis Satz 1

Sei dim# = k und (ui,...,ur) ONB von U. Weiter sei v € V. Wir setzen proj,(v) =: u =
(wlo)ur (1)

(ui|v) = ||v|| - [Ju1]| cos @. Nach (1) ist u € Y.

Behauptung: u| :=v —u € U~+.

Beweis: Fiir j =1,...,k gilt:

k
)
(ujlur) = (ujlv) = (uju) = (uio) = (ujlv) (uglu) = (uj|v) = (uj|v) =0
=5
also u; € U+ Somit gilt: V =U +U*. Ist v € UNUL, so folgt (v|v) =0, also v = 0.
Nach 8.3 Lemma 1ist V =U @ U™ .
Letze Aussage: Ubungsaufgabe.

Satz 9.3 Eigenschaften des Projektors
Sei U ein UVR von V mit 0 < dim¥ < +oo.Dann sind proj;, und proj;,. Endomorphismen von V,
und es gilt

Bild(proj,;) = Kern(proj,, . =U (2), Bild(projy,. ) = Kern(proj,,) = U+ (3).
Ist V endlichdimensional, so gilt auferdem dim/ + dimU+ = dim V/ (4).

Beweis
Linearitat, (2) und (3): nachrechnen.
Mit (2) und (3) folgt (4) aus 5.1. Theorem 1.
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Satz 9.4 Minimaleigenschaft der Projektion

Sei U ein UVR von V mit 0 < dimU < +oo.
Dann gilt fiir jedes v € V:

lv = projy ()|l < [lo—o/|| V' €U, (5)

d.h., von allen Elementen v’ € U hat proj;,(v) den kiirzen Absatnd von v, und dieser ist ||v — proj,,(v)]|
= [[projy. (v)|| = \/HUH2 — l[projy (v)II*. (6)

Beweis
Sei v € V gegeben, sei u := proj;,(v) und u, := proj,.(v). Nach Satz 1 ist v = u + u . Fiir belie-
bige w'U gilt v — v = (u — /) + uy.Wegen u — ' € U und u; € U+ folgt v — ' Lu, . Hiermit gilt
Pyth. .
o — /2 = |(u— ) + u > TE) o — )2 + s ]? > Jur]® = [Jv — u]®. Also (5) bewiesen.
|

2 2 (Pyth.) 2 2 2 2
Zu (6): [[v]|” = flu = (=u )" " =" [Jull® + [|—urll” = lull” + v — "
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10 Endormorphismen in SP-Raumen

10.1 Orthogonale und unitdre Endomorphismen

Definition 10.1
Sei V ein euklidischer (bzw. unitérer) Raum, also ein reeller (bzw. komplexer) Skalarproduktraum. Ein

Endomorphismus L : V' — V heifit orthogonal (bzw. unitér), wenn (L(v)|L(w)) = (v|w) Yv,w € V.
Satz 10.2
Ist L : V — V orthogonal (bzw. unitér), so gilt:
(a) Ist A\ EW von L, dann gilt [A| = 1.
(b) L(v)LL(w) < vlw Yv,w e V.
Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 10.3
L :V — V ist genau dann orthogonal (bzw. unitér), wenn ||L(v)|| = ||V Yv € V (*)

Beweis
(I) Sei L orthogonal (bzw. unitér), dann gilt: || L(v)||* = (L(v)|L(v)) = (v|v) = ||v]|.
(IT) Gelte (*). Dann gilt fiir alle v,w € V:

(9. 2/Satz2)

(L()|L(v)) (I2@) + L@)]* = |1L(v) = L(w)]?)

1
4
1 * (9.2/Satz2)
= (2@ + 0P~ 12w - w)?) 2 = § (lo+w)? ~ o - w]?) “¥E )

Ist A€ C™" A= (aj), dann A := (@), (@jx : zu a;), konjugiert komplex)
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Definition 10.4
(a) Matrix A € R™*"™ heifit orthogonal, wenn A invertierbar ist und A"l = AT,

(b) Matrix AC™ ™ heift unitéir, wenn A invertierbar ist und A=! = ZT.

Man schreibt:
O(n) == {Ae€ GL(n,R)|A™' = A"},

Uln) = {A € GL(n,C)|A™! = f}

Die sind beziiglich der Matritzenmultiplikation Grupen. Daher heifst O(n) orthogonale Gruppe
und U(n) untitdre Gruppe (der Ordnung n).

Satz 10.5
Fiir A € K™*" sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal (bzw. unitér)
(b) Die Spaltenvektoren von A sind die ONB von K" beziehungsweise des Standard-SP
(c) Die Zeilenvektoren von A sind die ONB von K" beziehungsweise des Standard-SP

Beweis

(ll\]. o al]x “ . alj o e a’nj

[
I
l
i
I

Anj - Qnk ayg - Gnk

atj, .-, Anj = Qj,  Qlk,-- -, Gnk = g
.. . —T .
Fiir das Element cj;, der Matrix A™ A gilt:

n
Cjk = Zaijaik = (alay,) (1)
=1

(a) > A" A=EY (a)]a,) = 0 ¥, k & (b)

Analog: (a) < (c)

Beispiel 10.1

1 1
A= (‘? ﬁ) Haglly = 1= llaglly,  (a1]la) =0

V2 V2
Also aq,a,) ist ONB von C?. Nach Satz 3 ist A € U(2).
det A=1,|Al =1

Ist A € U(n), dann gilt |det 4| = 1.
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Beweis
(A unitér)

]detA|2 :detA-detA:detA-detE:detAodetET:det(A-ET) = ‘detE=1

Satz 10.6

Sei V ein endlichdimensionaler SP-Raum und B eine ONB von V.Weiter sei L : V — V ein En-
domrophismus und A die Abbildungsmatrix von L beziiglich der Basis B. Dann gilt: L ist orthogonal
(bzw. unitér) < A orthogonal (bzw. unitér) ist.

Beweis siehe http://math.tu-dresden/ schiro/

Theorem 10.7

Sei V' ein unitdrer Raum mit dimV =n und L : v — V ein unitidrer Endomorphismus. Dann gilt:
(a) V besitzt eine orthonormale Basis B = (vy,...,vy,) aus EV von L = L ist diagonalisierbar

(b) Ist A die Abbildungsmatrix von L beziiglich B, so gilt:

A1 0
A= .
0 An
hierbei Ay EW zum EV v, und es gilt |A\g| =1, fir k=1,...,n

(c) Esgilt V=EM\)®...® E(\) und E(\;) LE(\;) Vj # k
Hierbei sind Aq, ..., A, die paarweise verschiedenen EW von L.

Beweis
(a) Beweis durch Induktion beziiglich n:
I) Ist n =0, also V = {0}, dann ist die Aussage richtig.

IT) Gelte Aussage fiir n — 1. Charakteristisches Polynom py, von V' sei in Linearfaktoren zerleg-
bar.
pr(AN)=x1-A=X1)...(A= X)) mit \y e Cfirk=1,...,n

Hierbei ist Ay, EW von L. Nach Satz 1 ist speziell |A\1| = 1. Sei v; EV zum EW )\,
Dann v # 0 und (eventuell nach Division durch [[v1]|5) ist ||v1] = 1.
Seid = { vy : A€ C} und W :=UT = {w eV : (w]v;) = 0}
Behauptung: L(W) C W
Beweis: Sei w € W. Dann gilt:
L unitér

M (L)) = (L)) = (L)L) © = wloy) =0
Da A1 # 0, folgt (L(w)|vi) =0, also L(w) € W.
Die Einschrankung F' von L auf W ist also ein Endomorphismus und ebenfalls unitar. Nach
9.3/Satz 2 gilt

n:dimvgdimqudimUT =14+dimW also dimW =n —1

Nach Induktionsannahme gilt (a) fiir F' in W. Also es existiert ONB (v, ...,v,) von W,
die aus EV von F' und somit von L bestehen. Da |[v1], =1 und v Ly, fiir k =1,...,n, ist
nun (vy,...,v,) eine ONB von V aus EV von L.
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(b) Trivial nach Konstruktions der ONB B. Nach Satz 1 ist |Ag| = 1.

(c) Nach 8.3 Theorem 1 gilt V = E(\1) @ ... ® E()). Noch zu zeigen: E(\;) LE()\) fiir j # k. Sei
v € E()\;) und E(\g). Dann gilt:

(ww) U SkalL(0)L(w) = (Ao hgw) = XA (v]w)
Wiire (vjw) # 0, dann wire A\jA, = 1, also
A= (A = 1P A = A\ = Widerspruch

Somit (v|w) = 0, also vLw.

Ist V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und L : V' — V orthogonal, so gilt die Aussage von
Theorem 1 auch, falls py, vollstdndig in reelle Linarfaktoren zerlegbar ist.

Speziell n = 2:

Satz 10.8

Ist L : R? — R? ein orthonormaler Endomorphismus un A € O(2)die Abbildungsmatrix von L
beziiglich der Standartbasis ey, e;) von R?, so gibt es ein a € [0, 27), so dass

(a) A (cosa —sina) oder (b) A (Cosa sinoz)

sina  cos« sina — cos o

Im Fall (a) ist A die Drehmatrix (Drehung un Winkel «); A hat genau dann reelle EW, wenn o = 0
oder « =, also A= F oder A = —F.
Im Fall (b) ist A eine Spiegelmatrix; A hat fiir jedes a € [0,27) die EW A\; = 1 und Ay = —1 mit
o _gin®
dem EV v; = <C_OS 2) und vy = < Sma2>; die Matrix S := (v;|vy) ist orthogonal, und es gilt
s

(&7 )
COS 3

2

-1 T (1 0
57'AS=8 AS-(O _1>

10.2 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 10.1

(a) Sei V ein SP-Raum. Ein Endomorphismus L : V' — V heiftt selbstadjungiert, wenn (L(v)|w) =
(v|L(w)) Yo,w eV

(b) Eine Matrix A € R™™ heifit symmetrisch, wenn AT = A.
(c) Eine Matrix A € C™*"™ heifst hermitesch, wenn A=A

Satz 10.2

Sei V' ein endlichdimensionaler SP-Raum, B eine ONB von V, L : V — V ein Endomorphismus und
A die Abbildungsmatrix von L beziiglich B. Dann gilt:

L ist selbstabdjungiert < A ist symmetrisch (bzw. hermietesch)
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Beweis: Analog dem Beweis von 10.1 Satz 4

Theorem 10.3
Sei V' ein n-dimensionaler SP-Raum und L : V' — V ein selbstadjungiert Endomorphismus. Dann
gilt:

(a) V besitzt eine ONB B aus EV von L. L ist diagonalisierbar.
A1 0

(b) Beziiglich der Basis B ist die Abbildungsmatrix von L, hierbei sin Aq,...,\,

0 An
die EW von L und die sind samtlich reell.

(c) Esgilt: V=EA®...®@E(\) und E(\;) LE()\;) Vg # k Hierbei sind A, ..., A, die paarweise
verschiedenen EW von L.
Beweis: siche Homepage

Beispiel 10.1

Sei L : R? — R3 Endomorphismus mit der Abbildungsmatrix

1 10 5 10
A= 5 5 —14 rot2 | beziiglich der Standardbasis von R?
10 rot2 —11

Da A symmetrisch, ist L selbstadjungiert. Diagonalisierung geméfs Verfahren in 8.3:
Charakteristisches Polynom:

PL(N) = pa(A) = det(=AE) = =\ =X + A+ 1 = —(A— 1)(A+ 1)

Also EW:
AM=1 d=X=-1

EV: zu A; : Sind die Losungen z # 0 des homogenen LGS (A — AE)z = 0. Losung:
z=a(51,2)7 mit a #0

Somit E()\l)
E\) ={a(5,1,2)" : a € R}

Dimension:
dimE(\) =1

Analog verfahren wir mit den anderen EW:
E(AZ) = {ﬂ(oa 727 1)T + 7(17 71a 72)T : 6”7 € R} ) dlmE()\Q) =2

Durch Orthonormierung erhiilt man eine orthonormale Basis von R? aus EV von L:

B := (vy,v,,v3) mit v; = \/%(5, 1,2)" v, = %(0, —2,1)" vy = %(1, -1,-2)"
Der Wechsel von (e, €5, €5) wird beschrieben durch die Matrix T := (v, |vs|us).
Es gilt:
1 0 0
T'AT=(0 -1 0
0 0 -1

Da B eine ONB ist, ist T eine orthogonale Matrix. Also gilt: 77! = 77
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10.3 Bilinearformen und quadratische Formen

Im Folgenden sei V' ein euklidischer Raum.
Definition 10.1
Eine Funktion b: V x V — R heifst (reelle) Biliniarform, wenn gilt:

o Fiir festes v € V ist u — b(u,v) linear auf V' und

o Fiir festes u € V ist v — b(u,v) linear auf V.

Gilt auferdem b(u,v) = b(v, u) Yu,v € V, so heilt b symmetrische Bilinearform
Gilt b(u,u) > 0 Vu € V, so heift b positiv semidefinit

Gilt b(u,u) > 0Vu € V,u # 0, so heifst b positiv definit

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform ist ein reeles SP auf V'

Satz 10.2

Sei V' ein n-dimensionaler Raum.

(a) Ist B: V xV — R eine symmetrische Bilinearform, so gibt es genau dann einen selbstadjunkten
Enomorphismus L : V — V| sodass b(u,v) = (u|L(v)) Yu,v € V (1) Ist L V — V ein
selbstadjungierter Endomorphismus, so ist durch (1) eine symmetrische Bilinearform b : V' x
V' — R definiert.

Beweis: siche Homepage

Definition 10.3

Ist b: V xV — R eine symmetrische Biliniarform, so heift die durch ¢(u) := b(u, u) Yu € V definierte
Funktion ¢ : V' — R quadratische Funktion.

Man ¢ positiv (semi-)definit, wenn b diese Eigenschaft hat.

Ist V endlichdimensional, so gibt es nach Satz 1 zu jeder quadratischen Form ¢ : V' — R einen selbstad-
jungierten Endomorphismus L : V — V mit

q(u) = (u[L(v)) Vu eV (2)

Satz 10.4

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Raum und @ : V — R eine quadratische Form mit der
Darstellung (2).

Dann gibt es eine ONB (vy,...,v,) von V aus EV von L mit zugehorigen (reellen!) EW Aq, ..., A,
sodass gilt:

q(u) = Z Meas, falls u = Zakvk (3)
K=1 k=1

q ist genau dann positiv definit (bzw. positv semidefinit), wenn alle EW Ay, ..., A, positiv (bzw. nicht
negativ) sind.
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Beweis
Nach 10.2/Theorem 1 existiert eine ONB (v1,...,v,) aus EV vonL mit reellen EW Ay, ... A,.
Also gilt: L(vg) = Agvg fur £ =1,...,n. Nun sei u € v. Dann:
n
u = Z v mit o = (vg|u) (Koordinaten von u beziiglich vy).
k=1

q(u) = (ulL(w) = Y ap (vp|L(u)  (4))
k=1

L selbstadjungiert
(ol u)) I (L) ) = eorlu) = A (velu) = e,
Dies und (4) ergibt (3). Definitheitsaussage folgt aus (3).

[ |

Sei jetzt V' = R™ mit dem Sandard-SP, weiter sei A € R™*" symmetrisch, sei LyR™ — R" definiert
durch Lz := Az V € R™. Dann ist [4 selbsadungt. Zugehorige quadratische Form geméf (2):

q(z) = (2|La(z)) = (z|Az) =2 (Az) (5)
Also explizit: g(z) = (anx% +agnri+ ...+ annx%) + (@119 + a13x123 + .. )

Folgerung 10.5 aus Satz 2

Sei A € R™*" symmetrisch und ¢(z) = z7 Az Vz € R.

Dann gibt es eine ONB (v;,...,v,,) von R™ aus EV von A. Sei B die Matrix, derten k-te Spalte der
Koordinatenvektor von v, beziiglich der Standardbasis ist. Fiir z € R" ist BTz =: y=(y1,... ,yn)T
der Koordinatenvektor von z beziiglich (vy,...,v,) (beachte B~! = BT), und es gilt:

q(z) = q(By) = Myi + ...+ \yp;  (6)

hierbei ist A\, der EW von A zum EV v, (k= 1,...,n). Durch den Ubergang von (5°) zu (6) ist g in
rein quadratische Form iiberfiihrt.

Beweis
Aussage iiber EV folgt aus Satz 2. Mit B wie oben gilt
A1 0
B'AB= .
0 An

nach Teorem 1. Da (vy,...,v,) ONB, ist B orthogonal, alsi gilt B~ = BT (nach Satz 3). Es folgt

)
q(z)?q(By) © (By)TABy) = (y'BNABy =y"(B"AB)y = My + ... Ay

Beispiel 10.1 Anwendung

Rotationsenergie eines starren Korpers ist:

1
T = inJ7w, hierbei w die Winkelgeschwindigkeit, J € R3*3 Matrix des Tragheitstensors

Die EW von J heiften Haupttriagheitsmomente, die zugehorigen EV Haupttrigheitsrichtungen.
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11 Affine Raume

11.1 Grundbegriffe

Anschauliche Vorbetrachtung: Sein E eine Ebene, v ein zu E paralleler Pfeil.
Zu jedem Punkt p von E gehort dann genau ein Punkt p’ von E: v ,anheften® an p.

Definition 11.1 Mathematische Prazisierung
Gegeben seien nichtleere Mengen A, ein K- Vektorraum V und eine Abbildung, die jedem Paar
(p,v) € A XV ein Element p @ v von A zuordnet, so dass gilt:

(Al) pO(v+w)=(pdv) +wVpe AVo,w eV
(A2) pouv=psv=0VpeA YueV
(

A3) Zu allen p,p’ € A existiert genau ein v € v mit p & v = p’. Dann heifit A (genauer:(A, V, ®))
affiner Raum beziiglich V. Die Elemente von A heiffen Punkte, die Elemente von V' Vektoren.

(a) v+ w ist die Addition im Vektorraum V', p @ v ist eine Operation zwischen p € A und v € V.

(b) Der jedem Paar (p,p’) € A x A eindeutig zugeordnete Vektor v € V' wird mit pf)’ bezeichnet, also

v=pp epBu=p (1)

Folgerung 11.2
Fiir alle p, q,r € A gilt:

Beweis
Zu (2):

Lo oy (AD o o .

pePi+qr) = |p® Py | Sqh=q® g =r
~~ -
v v

Nach (1) [ mit v := pg + g7 folgt (2)

zu (3)

S _ (A2
PP=v=pdu=p S v=0

Also pp = o. Hiermit folgt:
L@ L oo
pq + gp = pp = o und somit gp = —pq
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Satz 11.3 Standarddarstellung affiner Rdume
Sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Setzt man:
Ay =V und pdv:= p+v VYVpeAyVYweV (*)
——
Addition in V'
dann ist Ay ein affiner Raum beziiglich V', und es gilt:

—

= p'—p Vpp €Ay
Subtr. in V'

(b) Ist A ein beliebig affiner Raum beztiglich V', so gibt es eine bijektove Abbildung:
O: Ay > Amit P(p+v) =P(p)DvVpe Ay Yo eV (4)
Beweis
(a) Aus Axiomen (V1) bis (V4) eines Vektorraumes folgen sofort die Axiome (A1) bis (A3). Weiter:

()

p &0 —-p)=p+@-p =1,
~ ~—— —~
cAy cv €Ay

nach (1) also p/ — p = pp/.

(b) Sei pg € A gewéhlt. Definieren ®(v) :=py ® v Vv € V = Ay. Dann: ¢ : Ay — A.
Behauptung: ® bijektiv.
Beweis: Ubungsaufgabe
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Beispiel 11.1 Standardbeispiel

V = K" mit Spaltenvektoren v = (v1,...,v,)T (Vektoren).
Wihle A := K,, mit Zeilenvektoren p = (p1,...,p,) (Punkte). Definiere:

p@vi=p+o’ =pr+on,...,pavn) ()
Dann ist K,, affiner Raum beziiglich K™. Sind p, ¢ € K,,, dann gilt nach (1) und (5):
Pg= (@ —pi--qn—pn)  (6)

Bijektive Abbildung & : Agn — K,:

Mit pg := (0,...,0) € K,, ist <I>(y):(O,...,O)@(vl,...,vn)T@(O+vl,...,0+vn):yTV e K"

® ist also die Transposition.

11.2 Affine Unterraume

Definition und Satz 11.1
Sei A affiner Raum beziiglich V', U ein Untervektorraum von V mit p € A. Dann ist:

pdU:={p®uv:vU} ein affiner Raum beziiglich U

und heifst affiner Unterraum von A. Es gilt:

pOU =p ®U mit p' € p@® U beliebig (1)

Beweis

(A1) bis (A3) fiir p® U folgen aus entsprechenden Eigenschaften fiir A.

Zu 1:

Sei p' € p® U gegeben, also p’ = p ® w mit einem wU. Sei nun x = p G v € p @ u beliebig gegben.
Setzen v/ = v — w. Dann v'U (da U Untervektorraum) und:

Al
r=pdv=pd(w+1) :(:)(p@w)@y’:p’@v’EP’@U

Somit p @ U C p’ ® U. Umkehrung analog.

Definition 11.2

Ist A affiner Raum beziiglich V. So heiftt dim .4 := dim V' Dimension von 4. Eindimensionale affine
Réaume heiften Geraden, zweidimensionale affine Rdume heiffen Ebenen. Ist A ein n-dimensionaler
affiner Raum, so heifsen die (n-1)-dimensionale affine Unterrdume Hyperebenen.

Definition 11.3

Sei A affiner Raum und M C A nichtleer. Der Durchschnitt aller affinen Unterrdume von A, die M
enthalten, heiftt affine Hiille von M. Bezeichnung: aff(M).

Satz 11.4

aff (M) ist selbst ein affiner Unterraum von A, also der beztiglich C kleinst affine Unterraum von A,
der M enthalt.
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Beweis: Ubungsaufgabe

Definition und Satz 11.5 Geraden
Sei A affiner Raum beziiglich V.

(a) Ist G Gerade in A, so gibt es einen Vektor v € V' # o, sodass mit einem beliebigen p € G gilt:
G=polin{v}={pdIv:eK} (2)

Die rechte Seite von (2) heifst Parameterdarstellung oder Parametrisierung von G mit Paramter
A

(b) Gegeben seien Punkte p,q € A mit p # ¢. Dann gilt:

aff {p, ¢} = p @ lin {pg} = {p ® Mg : A € K} (3)
Beweis

(a) Sei G Gerade, also eindimensionaler affiner Unterraum von 4. Dann gilt:

peEAund v € V,u # 0,sodass G =p®lin(v) = {p® \v: A € K}

(b) Da dimlin{pg} =1, ist G := p @ lin {pg} eine Gerade. Zu zeigen:

aff {p, q} = Go
Da p®1-pg = q (siehe 11.1/(1)), ist ¢ € G auch € Gq (setzte A := 0) und Gy affiner Unterraum
ist, gilt:

aff {p, q} C Go

Daher ist auch 1 = dimaff {p,q} < dimGy = 1 Zugehorige Untervektorraume stimmen also
Uberein. Sei U dieser Untervektorraum. Dann folgt:

aff {p,q} =p@ U = Gy

Analog gilt:
Definition und Satz 11.6 Ebenen

Sei A affiner Raum beziiglich V.

(a) Ist £ Ebene in A, so gibt es linear unabhéngige Vektoren v, w € V', sodass mit beliebigen p € E
gilt:
E={pd (\v+pw):\pekK} (4)
Rechte Seite von (4) heifst Parameterdarstellung oder Parametrisierung von G mit Paramtern
A, [

(b) Gegeben seien Punkt p, ¢, € A, sodass pg und pr linear unabhéngig sind. Dann gilt:

aff {p,q,r} = {p ® (A\pg + ppr) : \, u € K} (5)

Zusammenfassung;:

r=p®Av, XeK: Parameterdarstellung von G (2’)
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r=p® A+ pw), A\ p€K: Parameterdarstellung von E (5’)
x : Variabler Punkt von G und F.
Speziel: A =K, : Nach (11.1/(5)) gilt:
w:p—i—)\gT:(pl,...,pn)—i—/\(vl,...,vn), AekK (27)

x:p—i_(AQT—i_,UMT):(pla"'ypn)+A(vl7-"7vn)+M(w17-"7wn)7 )\aMGK (5”)

Beispiel 11.1

Gegeben seien in R? Punkte p = (—1,2,5),q = (3,2,1),r = (—1,6,2).

Dann v := pg = (4,0, —4)T und w := pi- = (0,4, —3)7 linear unabhiingige Vektoren in R* (Beweis!).
Ebene F durch p,q,r :

(=1,2,5) + A(4,0, —4)T + 1(0,4, =3)T, N\, p € R,z = (x1, 2o, z3) € R3 variabler Punkt von E

Definition und Satz 11.7 Hyperebenen

Sei H eine Hyperebene in affinen Raum R,,. Dann gilbt es ein Vektor a = (aq,. .., an)T € R™ und ag €
R, sodass gilt:
H = {QT eR, : (alz) = ao} (6)

Fiir beliebige gT,gT € H gilt al(z— y). Daher heiflt a Normalenvektor von H.

Beweis

H=q"oU, also ¢" € R, und U (n — 1)-dimensionaler UVR von R™.

Nach 9.4 Satz 2 ist dimU+ = dimR" — dimU = 1. Also gibt es a € R",a # 0, mit 4+ = lin {a}. Nach
9.4 Satz 1 ist U = U = {e € R"| (a|u) = 0}.

O]

T 4+ uT, wobei u € U,(ALu) = 0 Somit ist (a|lz) =

(a) Ist 27 € H, dann z! = QT@Q =
(alw) + (alu) = (alg) =: ao

(b) Ist 2T € R, in rechter Seite von (6), dann (a|z) = ag (alg), sldo (alz —¢) = 0,u — ¢ € lina* =
UL =Y und daher z € ¢+ U, also 27 € ¢ U = H Somit (6) bewiesen.

Sind QT,QT € H, dann (a|z) (©®) ag = (g]g), also alz —y.

S)

(6) ausfiihrlich:

a1 -T1+...+ay, T, = ag (6")

Gleichung der Hyperebene H mit Normalenvektor a = (aq, ..., a,).
(6) dquivalent mit:

(alz) —ao _ G

lally
ausfiihrlich:
(a1-$1+..1.+an-xn)—a0:0 )
ag,...,a2

Hessesche Normalenform der Gleichung von H
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Definition 11.8
Ist M nichtleere Teilmenge des affinen Raumes R,, und p € R,,, dann heifit

d(p, M) := inj\f4 lp — ||, Abstand des Punktes p von M.
re

Hierbei |||, € Ry, wie in R™ definiert. Ist ¢ = (q1,...,¢n) € Ry, dann:

lally :=+/di; -, a2

Satz 11.9
Sei H eine Hyperebene in R, und BT € R,,. Dann ist:

alp) —a
gt = L) =l
- el
Hierbei ist (g|”£a)|;° = 0 die Hessesche Normalenform der Gleichung von H (mit variablen Punkt
z" € H)
Beweis

Sei H = QT @ U. Dann gilt:

T s o s _ o _ _
dp” 1) = inf o= (qu )| = inf [|(p— ) —uf, = dlp - ¢,10)

|(alp) ~ (alg)|

lall,

(9.4 S:atz 3 Hproju(ﬂ_ﬂ)HQ - HB_QHZ |cos o] = )(Haa||2|p_q>‘ -

Da ¢ € H, gilt (alg) = ao.Hiermit folgt die Behauptung.
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Beispiel 11.2

Gegeben: Ebene in Parameterdastellung:

FE:x=|-1,25|+X[40,—4|+p]0,4,-3]; \pekR;
—— ~—— N——

t T

Po v

w

Weiter sei Punkt p = (1, —2,2) gegeben.
Gesucht: Abstand von p zu E.

Losung: v und w sind parallel zu E, also ist a := v X w Normalenvektor von E.

N
.4 0
a=det e, O 4 :4(4 3 4).
3

Weiter ist pg € E (setze A = pu := 0).
Also Gleichung von E:
(Q@ - Bo) =0 (Satz 5) < 4(4x1 + 3z + 4x3) = 88.

Mit ||a|l, = 4v/16 + 9 + 16 = 4v/41 folgt Hessesche Normalform:

4- (43’31 + 3;132 + 4$3 — 22)
4v41

Nach Satz 6 ist d(p, F) = |4-1+3~(—2\/4)71+4-2—22| = b%l = \}%

=0
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