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Vorwort

Bevor Ihr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir vor allem den Studienanfingern eine
wichtige Botschaft mitgeben: Dieses Skript ersetzt weder den Besuch der Vorlesung noch das selbst-
stdndige Nacharbeiten des Stoffes. Wer das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des
Skriptes im weiteren Studienverlauf fiir Probleme sorgen.

Wir weisen darauf hin, weil das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier
ist eine Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum
Beispiel miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den
Groschen fallen lassen.

Nochmals mochten wir uns an die Studienanfanger wenden: Hoffentlich begreift Thr genauso wie wir
die ersten Semester Eures Studiums als Chance, Euren personlichen Lernfluss zu finden. Das Studium
verlangt in dieser Beziehung nach eigener Erfahrung wesentlich mehr von einem Studenten ab als eine
Schule. Umso wichtiger ist es, herauszufinden, wie man moglichst viel Inhalt in mdglichst kurzer Zeit
aufnehmen, systematisieren und abspeichern kann.

Eines ist sicher: Das blofte Durchlesen des Skriptes reicht meistens nicht. Zur Aufnahme des Stoffes und
fiir einen ersten Uberblick reicht in den meisten Féllen das klassische Mitschreiben in der Vorlesung,
bei wenigen auch das aufmerksame Zuhoren. Zum Systematisieren ist der Besuch der Ubungen und das
Bearbeiten der Ubungsaufgaben unerlésslich (auch wenn einige Erstsemester das immer wieder mal
anders sehen, aber das gibt sich). Eine andere gute Idee ist oft auch die Bildung von eigenen kleinen
Lehrgruppen von drei bis vier Personen, auch wenn man da aufpassen muss, sich nicht abzulenken.

Bevor wir abschweifen, fassen wir noch kurz zusammen, wofiir dieses Skript wirklich geeignet ist: einfach
gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nachschlagen; aufserdem zum Wiederholen
fritheren Stoffes, sofern ein ausreichendes Grundverstiandnis vorhanden ist. Nach diesen einleitenden
Worten wiinschen wir Euch viel Spafs bei der Arbeit mit diesem Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion
www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Ihr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.
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1 Mengen, Abbildungen

1.1 Einfitlhrende Bemerkungen

Verwende Grofsbuchstaben zur Bezeichnung von Mengen (A, B, ...) sowie folgende Schreibweisen fiir

Mengen:
e Beschreibung durch Elementliste: M = {1,2,3}
e Beschreibung durch Elementeigenschaft: M = {x : Eigenschaft }, z.B. M = {x :  durch 3 teilbar }
e leere Menge (enthélt keine Elemente): @ = {}
Bezeichnungen fiir spezielle Zahlenmengen
natiirliche Zahlen: N = {1,2,3,...}
natiirliche Zahlen mit Null: Ng = {0,1,2,3,...}
ganze Zahlen: Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...}
rationale Zahlen: Q = {% tx,y € Z}
reelle Zahlen: R (siche Kapitel 2)
komplexe Zahlen: C (siehe Lineare Algebra, Kapitel 1.1)

Fiir Binomialkoeffizienten, vollstandige Induktion und Summationszeichen siehe die 1. Ubung.

1.2 Mengenoperationen und -beziehungen

e Vereinigung:
Fiir zwei Mengen A und B ist

AUB:={z:2€ AVz e B}
Beispiel: A = {1,2,3},B = {2,4,7} = AUB = {1,2,3,4,7}

Verallgemeinerung: Seien Ay, ..., A, Mengen, dann ist
n
UAi ={z:Ji:1<i<nAzeA}
i=1
e Durchschnitt:
Fiir zwei Mengen A und B ist
ANB:={z:x2€ ANz € B}
Beispiel: A ={1,2,3},B={2,4,7} = AN B ={2}

Verallgemeinerung: Seien Ay, ..., A, Mengen, dann ist

ﬂAi::{x:Vizlgign/\xeAi}
i=1



1.2 Mengenoperationen und -beziehungen Seite 8

e Disjunktheit:
Zwei Mengen A und B heifsen disjunkt, wenn gilt: AN B = .
Mengen Aq,..., A, heillen paarweise disjunkt, wenn gilt:

Ve 1:1<kil<nAk#Ll: AyNA =2

e Differenz:
Fiir zwei Mengen A und B ist
A\B={zecA:z2 ¢ B}

o Inklusion von Mengen:
Eine Menge A ist eine Teilmenge einer Menge B, wenn gilt: ¢ € A = x € B. Man schreibt
A C B. Also ist
ACB&eVreA:zeB

Eigenschaften der Inklusionsbeziehung:

1. Reflexivitat: A C A
2. Antisymmetrie: AC BABCA< A=10B
3. Transitivitat: AC BABCcC=AcCC

Um A = B zu zeigen, beweist man oft A C B und B C A.

o Komplementbildung:
Seien M und A C M Mengen. Dann ist das Komplement von A bzgl. M definiert als

CyA={zeM: ¢ A} =M\ A

Belegen Sie zur Ubung die folgenden Eigenschaften:
1. (CMA) UA=M
2. (CyA)NA=0
3. Cy (CppA) = A, insbesondere Cpy@ = M und Cyy M = &

Wird CA ohne Index geschrieben, so ist Cx A gemeint, wobei X die Menge aller moglichen
Elemente ist.

1.2.1 Einige Kombinationen dieser Operationen

e Distributivgesetze:
(AUB)NC=(AnC)u(BnO)

(ANB)UC = (AUC)N (BUC)

Allgemeine Formulierung fiir endlich viele Mengen:

(
(

fC-

i=1

fO-

i=1
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CM( Ai>:
i—1

e(P1a)-
i=1
o Mengenprodukt:

Seien A und B nichtleere Mengen (A # @ A B # @). Unter dem kartesischen Produkt von A
und B versteht man die Menge

e De Morgansche Regeln:
(CrAi)

=

DL

(CmA;)

1C= ID:-

Ax B:={(a,b):a € ANbe B}

A x B ist die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B.
Allgemeiner: Ay, ..., A, seien nichtleere Mengen, dann hat man zwei gleichwertige Moglichkeiten,
Ay X ... x A, zu bilden.

1. rekursive Definition: A X ... x Ay, := (A1 X ... X Ap_1) X Ay

2. A1 x ... x A, = {(al,...,an) a1 € AN Nay GAn}
Dabei gilt: (a1,...,a,) = (b1,...,bp) & a1 =by A... ANay = b,. Also ist A} x ... x A4, die
Menge aller geordneten n-tupel mit Elementen aus Ay, ..., A,.

Als Beispiel zeigen wir die allgemeine Form des ersten Distributivgesetzes.

Beweis
Wie oben angedeutet zeigen wir ,linker Term C rechter Term*“ und ,linker Term D rechter Term®,

woraus folgt: ,linker Term = rechter Term*.
n

x € <i©1AZ»> N B xeigl(AmB)

= xeBAxe(UAi) = 3Jj,1<j<n:ze(BnNAj
i=1
= dk,1<k<n:x€eBAx€ A = Jdj1<j<n:zeBAzxzcA
= Jk,1<k<n:ze(BnAg) = xeBAxe(UAZ)
=1
= z€ (A NB) = me(UA,)ﬂB
i=1 i=1

1.2.2 Mengenproduktdefinitionen

Problem: Beide Definitionen des Mengenproduktes A; x Ay x Az scheinen indquivalent.
Ay X Ag x Ag ={(a1,a9,a3) : a; € A;}
A1 X A2 X A3 = (A1 X Ag) X Ag = {((al,ag) ,a3) ta; € AI}
Man definiert deshalb, dass Paare in geordneten Paaren aufgelost werden konnen, also etwa:

((a1,a2) ,a3) := (a1, a2,a3)

Beispiel 1.1
|A: {1,2},B={1,3} = Ax B={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}
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Achtung: Man unterscheide genau zwischen dem geordneten Tupel (ai,...,a,) und der Menge
{ai1,...,a,}. Zum Beispiel ist (1,1) sinnvoll, {1,1} aber sinnlos. Beachte aukerdem, dass das Men-
genprodukt nicht kommutativ ist:

(a,b) # (b,a) = A x B # B x A(aber{a,b} = {b,a})
e Wenn A; =A Vie{l,...,n},dannist A x...x A= A"

e Sei M beliebig. Unter der Potenzmenge P (M) von M versteht man das System aller Teilmengen
von M.
P(M)={AcC M}

e Hat A n Elemente, so hat P(A) 2" Elemente.

Beispiel 1.2
|A ={1,2,3} = P(A) ={o,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} = P(A) hat 8 Elemente.

1.3 Relationen und Abbildungen

Wir behandeln zwei wichtige Relationen und den Abbildungsbegriff.

Definition 1.1
Sei A eine nichtleere Menge. Eine Relation auf oder in A ist eine Teilmenge R C A x A.

(z,y) € R schreibt man als Ry und sagt ,x steht in Relation zu y* (meist suggestivere Schreibweise).

Beispiel 1.3 Ordnungsrelationen

1. Sei A=N (oder Z, Q,R). zRy < z <y
2. Sei M eine feste nichtleere Menge und A = P(M). Fir B,C € P(M) ist BRC < B C C.

Unterschied: Zwei Zahlen stehen immer in Relation zueinander, zwei Mengen nicht unbedingt.

Definition 1.2 Ordnungsrelation

Eine Relation < auf A heift Ordnungsrelation oder einfach Ordnung (manchmal auch Halbord-
nung), wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. Reflexivitit: Ve € A: (z,2) € R, dh. z <=z
2. Antisymmetrie: x <yAy<z s zx =y
3. Transitivitat: t < yAy<z& <z
Eine Ordnung heiftt linear oder total, wenn gilt: Vx,y € A:x <y V y <=z

Im obigen Beispiel ist die 1. Ordnung linear, die zweite jedoch nicht.

Beispiel 1.4 Aquivalenzrelation

In A = Nj sei eine mit ~ bezeichnete Relation gegeben durch
a~b << a=0b mod3

Die rechte Seite bedeutet: a und b lassen bei Division durch 3 den gleichen Rest (a ist kongruent zu b zum
Modul 3). Zum Beispiel: 0 ~ 3 (lies: ,,0 ist quivalent zu 3“), 1 ~ 10, 1 ~ 13 und 13 ~ 1, aber: 1 » 8.
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Definition 1.3

Eine Relation ~ auf A heift Aquivalenzrelation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:
1. Reflexivitit: Vx € A:x ~x
2. Symmetrie: x ~y <y ~x
3. Transitivitdt: x ~yAy~z &~ 2

Sei A fest, dann nennt man [z] := {y € A: 2 ~y} die zu = gehérende Aquivalenzklasse. Jedes
y € [z] heikt Reprisentant der Aquivalenzklasse.

Beispiel 1.5

Die im Beispiel 1.4 definierte Relation hat drei Aquivalenzklassen:
[0] ={0,3,6,9,12,...}
1] =41,4,7,10,13,...}
2] =1{2,5,8,11,14,...}

1.3.1 Abbildungen und Funktionen

Wir verwenden zuerst einen duflerst pragmatischen Begriff.

Definition 1.4 Abbildung

Seien XY # &. Unter einer Abbildung f aus X in Y versteht man eine Vorschrift, die jedem
x € D(f) C X genau ein y € Y zuordnet.

Notation: D(f) und W(f) ={y = f(z) € Y : x € D(f)} sind Definitionsbereich und Wertebereich von f.
Man schreibt fiir die Abbildung f : X — Y und fiir die Abbildungsvorschrift f :  — y. (Wenn nicht
explizit notiert, ist D(f) = X.)
Unterscheide streng zwischen der Abbildung f und dem Bild f(z) von x. Der Begriff ,,Abbildung”* wird
oft als Synonym zum Begriff , Funktion“ verwendet, wir wollen beide Begriffe allerdings unterscheiden.
(Der Begriff Funktion wird oft nur fiir Abbildungen auf Zahlenmengen verwendet.)

Definition 1.5 Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung f heifst:

e injektiv, wenn f(z1) = f(z2) = 21 = x2 (,Jedes y € Y ist hdchstens ein Bild.”)
e surjektiv, wenn W(f) =Y (,Jedes y € Y ist mindestens ein Bild.*)
e bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. (,Jedes y € Y ist genau ein Bild.”)

Definition 1.6 Graph einer Abbildung
Unter dem Graphen G(f) versteht man die Menge
G(f)={(z,f(x))e X xY:ze D(f)} C X xY.

Also zeichnet man nie eine Funktion, sondern immer den Graphen einer Funktion. Wir verwenden den
Graphen fiir eine ,exaktere Definition des Abbildungsbegriffes.
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Definition 1.7 Abbildung
Eine Abbildung aus X in Y ist eine Teilmenge f C X x Y mit der Eigenschaft:
(z,y1), (z,y2) € f = y1 = y2 (Jedem z € X ist hochstens ein y € Y zugeordnet.)

fre—mys fl)=ye (vy ef
D(f)y={zeX:3yeY:(zy) € f}
W(f)={yeY:IrxeX:(z,y) € f}
=G(f)=f

Definition 1.8

Unter der identischen Abbildung auf X versteht man die Abbildung idx : X — X mit idx(z) =
z VreX.

Definition 1.9

Seien f: X — Y eine Abbildung und A € X (bzw. A € D (f)) eine nichtleere Menge.
Dann versteht man unter der Einschrinkung von f auf A:
flarA=Y, flyiz€dv f(z)

Beispiel 1.6

Sei A C D(f), dann heift f(A) := {f(z) : = € A} Wertebereich von f|,.
Sei B C Y, dann heift f~*(B) := {x € X : f(z) € B} Urbild von B bzgl. f.

f~! selbst wird hier nicht definiert. Man sollte nicht sofort B C W (f) vorauszusetzen.

Beispiel 1.7

X =R? f:R?—Rmit f(z,y) ==
f~1 existiert nicht, da f nicht injektiv ist. Trotzdem ist f~!(B) definiert.

Definition 1.10 Verkettung
Seig: X =Y, f:Y — Z. Dann versteht man unter der Verkettung h := f o g die Abbildung

h:X —Z mit h(z)=f(g(x))

Definition 1.11 Umkehrabbildung

Sei f : X — Y injektiv, dann wird die Umkehrabbildung oder inverse Abbildung f~! wie folgt
definiert: D (f~') =W (f) und Vy € D (f™1) : f}(y) = z mit f(z) =y
Also gilt Vo € D(f) : f~ 1 (f(z)) =z bzw. flof= idp(s)-

Beachte: G(f) = {(z, f (x)) : = € D (f)}, aber G(f 1) = {(f (2),2) : z € D (f)}.
Verwechsle auf keinen Fall f~! und % Letzteres ist nicht definiert.

1.3.2 Rechnen mit Funktionen

Seien f,g: X — Y Abbildungen. Zu erkléren sind: f + g, Af (A € R,C), f-g, g.

Wenn diese Operationen einen Sinn haben sollen, dann sollen sie punktweise erklart werden.

(f+9)(z):=f(z)+g(x) usw.
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Daraus folgt, dass die genannten Operationen in Y definiert sein miissen.

Spezialfall: Sei Y € R oder Y C C. Dann sind alle Operationen definiert, wobei g definiert ist Va €
X: g(x)#0.

Beispiel 1.8 Spezialfille
e f:R™ — R - Funktion von n reellen Variablen
e f:R—R™
e Folgen

Definition 1.12 Folge

Eine Abbildung f von N (oder Ny, Z) in Y heifit Folge aus Y (oder in Y oder mit Elementen aus
Y).

Notation: f (1) = y1, f(2) = y2,...; f = (yn) . Also bezeichnet (y,,) die Folge und y,, das n-te Glied der
Folge. Die Gleichheit wird elementweise definiert:

(yn) = (Zn) = Yi = 24 Vi € N(NO,Z)

Auch mit Folgen lassen sich zu den gleichen Regeln wie oben Rechenoperationen durchfiihren.

Unterscheide bei Folgen streng die Folge (y,) und den Wertebereich der Folge {y, : n € N}. Diese
Menge nennt man auch die der Folge unterliegende Menge und schreibt kurz {y,}.

Beispiel 1.9
() = (0,1,0,1,0,..) = {ya} = {0,1} |
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2 Die reellen Zahlen

Bis auf Modifikationen gibt es zwei Wege, um die Zahlenbereiche N, Z, Q, R, C einzufiihren.
1. axiomatische Beschreibung von N / Ny (= Peano-Axiome) und darauf basierend Konstruktion
der anderen Zahlenbereiche

2. axiomatische Charakterisierung von R, darin N, Z, Q wiederfinden
Wir nehmen einen stark vereinfachten Weg und gehen davon aus, dass N, ... R bekannt sind.

R wird durch drei ,Eigenschaften” (genauer Axiomgruppen) charakterisiert: die algebraische Struktur,
die Ordnungsstruktur und die Vollstdndigkeit.

2.1 Die algebraische Struktur der reellen Zahlen

Kurzform: R ist ein Korper.

Das bedeutet, es existieren in R zwei algebraische Operationen, die Addition (+) und die Multiplikation
(-), mit den folgenden Eigenschaften (immer Va, b, c € R):

e (Al): at+b=b+a
o (A2): a+(b+c)=(a+b)+c
e (A3): neR:a+n=n+a=a
n ist das neutrale Element der Addition. Statt n schreibt man 0.

o (A4): VoeR:3zeR:a+rz=24+a=0
x ist das zu a entgegengesetzte Element bzgl. der Addition und wird mit —a bezeichnet.

Die Eigenschaften (A1) und (A2) werden Kommutativitit und Assoziativitit genannt.

Das neutrale Element sowie das zu einem bestimmten Element entgegengesetzten Element sind eindeutig
bestimmt.

Betrachtet man R nur mit der Addition, so ist R aufgrund der Axiome (A2) bis (A4) eine Gruppe und,
weil (A1) gilt, sogar eine kommutative Gruppe (Abelsche Gruppe).

o (MI1): a-b=b-a
o (M2): (a-b)-c=a-(b-c)
o (M3): dJeecR:a-e=e-a=a

e ist das neutrale Element der Multiplikation. Forderung: e # 0. Statt e schreibt man 1.

(M4): VoeRa#0:JyeR:a-y=y-a=1

y ist das zu a entg.ges. Element bzgl. der Multiplikation und wird mit a~*, % bezeichnet.
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Die Axiome (M1) bis (M4) sind die Analogien zu den Axiomen (A1) bis (A4) mit der Ausnahme, dass
(M4) fiir @ = 0 nicht gilt.

R\ {0} ist bzgl. der Multiplikation eine kommutative Gruppe. Die 0 ist ausgeschlossen, da sie kein
entgegengesetztes Element hat.

Die merkwiirdige Bedingung n # e bzw. 1 # 0 garantiert, dass der triviale Fall ({0}, +, ) ausgeschlossen
wird. Ein Korper hat auf jeden Fall mindestens zwei Elemente.

Addition und Multiplikation werden durch das Distributivgesetz verkniipft:
e D): VabceR:a-(b+c)=a-b+a-c

Hat man eine Menge M mit zwei Operationen + und -, so heitt M ein kommutativer Ring, wenn
gelten: (A1-4), (M1-%), (D).

Zum Beispiel bildet die Menge A™*" aller (n,n)-Matrizen mit den Operationen + und - einen nicht-
kommutativen Ring (M1 gilt nicht.)

(A1-4), (M1-4) und (D) beschreiben die algebraische Struktur von R.

2.2 Die Ordnungsstruktur der reellen Zahlen

In R ist eine Ordnung < mit folgenden Eigenschaften definiert:

01
02
03
04

° Fiir a,b € R gilt genau eine der folgenden drei Beziehungen: (a < b)V (a =b)V (b < a)

a<bANb<c=a<c

VceR:a<b=at+c<b+c

(O1):
(02):
(03):
(04):

Die Eigenschaften (O1) und (O2) heifen Trichotomie und Transitivitét, (O3) und (O4) beschreiben
die Monotonie. Man benutzt a < b und b > a dquivalent. Fithrt man zudem das Symbol a < b mit
a<b<a<bVa=>,dann ist R mit der Relation < eine total geordnete Menge.

Sprechweisen:

VeeR,0<c:a<b=a-c<b-c

e a > 0: ,a ist positiv.”
e a > 0:,a ist nicht-negativ.“
e a < 0:,a ist negativ.”

e a < 0:,a ist nicht-positiv.”

Die bisherigen Eigenschaften (A), (M), (D), (O) besagen: R ist ein angeordneter Korper.

2.3 Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Bis jetzt erfiillt auch Q alle bisherigen Axiome. Aber: Es existiert kein x € Q mit 2? = 2. Historisch
hat es lange gedauert, die Vollstandigkeit exakt zu formulieren. Es existieren mehrere aquivalente
Moglichkeiten, das zu formulieren. Wir benétigen nun einige Begriffe.
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Definition 2.1 Beschréanktheit, Schranken
Eine Menge M C R heifst

e nach oben beschriankt, wenn b e R: Ve e M : x < b
e nach unten beschriankt, wenn Ja e R:Vx e M :a <=z

Dann heiftt a untere Schranke und b obere Schranke von M.
M heifit beschriankt, wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Wenn « untere Schranke von M ist, dann auch jedes o/ < a (analog fiir obere Schranken).
Definition 2.2 Minima und Maxima, Grenzen
Sei M C R. Man sagt, M besitzt
e cin Minimum, wenn 3c € M : Vo € M : ¢ < z (c heit Minimum von M, ¢ = min M)

e cin Maximum, wenn 3C € M :Vx € M : x < C (C heifit Maximum von M, C' = max M)

e cin Infimum (untere Grenze, grofite untere Schranke), wenn eine untere Schranke s € R von
M existiert, sodass kein s’ > s existiert, das ebenfalls untere Schranke ist. (s = inf M)

e cin Supremum (obere Grenze, kleinste obere Schranke), wenn eine obere Schranke S € R von
M existiert, sodass kein S < S existiert, das ebenfalls obere Schranke ist. (S = sup M)

Man muss, um die Bezeichnungen zu rechtfertigen, zeigen, dass jede Menge je hochstens ein Minimum,
Maximum, Infimum und Supremum besitzt.

Satz 2.3

1. Wenn M ein Supremum besitzt, ist es eindeutig bestimmt.

2. S=supM
< S ist obere Schranke von M AVS' < S:3qx e M : 5 < x
& S ist obere Schranke von M AVe >0:3z e M :S—ec <z

Beweis
Bei einer Wenn-Dann-Beziehung (Aquivalenz) miissen beide Richtungen gezeigt werden.

Teilsatz 1: Angenommen, S; und Ss seien Suprema von M und es gelte S; # So (0.E.d.A. S1 < S3).
Aus So = sup M folgt: So ist obere Schranke von M und es existiert keine kleinere obere Schranke
von M. Da aber §7 < S2 und S; = sup M, ist S; eine obere Schranke von M, die kleiner als Sy ist.
Also folgt aus S1 # S9 ein Widerspruch. Es muss S; = S sein, was heiftt, dass es nur ein Supremum

S = Sl = SQ gibt.
Teilsatz 2: Offenbar sind beide Formulierungen dquivalent. (S’ =S — ¢ bzw. S — S = ¢).

»Hin“-Richtung: Sei S Supremum und S” < S. Also ist S’ (nach Supremumdefinition) keine obere
Schranke von M. Daraus folgt (nach Def. der oberen Schranke): 3z € M : S’ < x

,Riick“-Richtung: S ist obere Schranke von M und es gilt VS’ < S :3x € M : S’ < . Daraus folgt,
dass kein S’ < S obere Schranke von M ist. Also ist S = sup M.
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Analog kann man die Eindeutigkeit von Minima, Maxima, Infima, sowie das Aquivalent zum Satz 2.3
fiir Infima zeigen.

Nicht jede nach oben beschrinkte Menge rationaler Zahlen hat ein Maximum oder Supremum.
Nicht jede nach unten beschrinkte Menge rationaler Zahlen hat ein Minimum oder Infimum.

Beispiel 2.1

M, = {:17 €cQ:22< 2} hat in Q weder ein Maximum noch ein Supremum.
My = {—% in € N} hat das Supremum 0, aber kein Maximum. (inf My = min My = —1)

2.3.1 Das Vollstandigkeitsaxiom

o (V): Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M C R besitzt ein Supremum.

dmin M = min M = inf M
Jdmax M = max M = sup M

Satz 2.4
Sei M C Rund —M :={—z: 2 € M}. Dann gilt:

1. —M ist genau dann nach unten (oben) beschrankt, wenn M nach oben (unten) beschréinkt ist.
2. c=minM < —c=max (—M)
3. s=supM < —s =inf (—M)

Die Axiome (A), (M), (D), (O), (V) charakterisieren R eindeutig. Das heifst:

e Die Axiome sind in sich schliissig und widerspruchsfrei.
e R ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

e Es existiert tatsdchlich eine Menge, die alle Axiome erfillt.

2.4 Folgerungen aus der Struktur der reellen Zahlen

Wir zeigen exemplarisch zwei Folgerungen aus der algebraischen Struktur:

Zu jedem a € R existiert genau ein b € R mit a +b=0. (b= —a)

Beweis

Angenommen, es existieren z,y € R mit a + 2 =0 A a + y = 0. Zu zeigen ist: z = y.
A3 =0 Al =0 A3

96(:)m+0(aJri ):E~|—a+y(Z)a+96+y(a+i )0—|—y(:)y

Vo eR:0-a=0
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Beweis
A
O-a(g)(0+0)-a(2)0-a+0-a (%)
A A A
020 a4 (0-0)Y0atr©0-a+(-0-0)20.a+0%0.4
|
2.4.1 Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen
l.a>0& —-a<0,a<0& —a>0
2. a# 0« a® > 0 (insbesondere: 12 =1 > 0 @ > 1)
3.a>0&1>0a<0e1<0
4. a <bAc<0= ac> bc (insbesondere: a < b= —b < —a)
S a<b<c<d&a+c<b+d
Beweis
o A
Zu 1.:a>0(:§)a—|—(—a)>0+(—a) Do a=—a<o
|
Beweis
Zu 2.: Fallunterscheidung:
a>0=a-a>0-a=a®>0 - Beweisende
a<0 Cay> 0% (Ca)s0 (v
Man zeigt —a = (—1) - a und (—1)% = 1.
(+%) = (-1)* - (=a)* >0=1-a?>0=a’> >0
Zu3d.:Fira>0:1>0=a-a'>a-0=a-ala!>a-at-0=a1>0
|
Lemma 2.5 Bernoulli’sche Ungleichung
FirzeR, 2 >1,neNgilt: (1+2)" >1+nz
Beweis
Beweis durch vollstandige Induktion:
Induktionsanfang: n =1= 1422 > 1+ z = wahr
Induktionsschritt: Gelte 2.5 fiir n = m (Induktionsvoraussetzung). Fiir n = m+1 gilt: (1 + )™ =
A+2)Q+2)">A+2)1+nz)=14+nz+z+nz>>1+n+1zx
>0
[

Definition 2.6 absoluter Betrag

a falls a >0

Sei a € R. Setze |a| :=
—a fallsa <0



Lemma 2.7

1.

2.

9.

2.4 Folgerungen aus der Struktur der reellen Zahlen

la| > 0, |a|] =0 < a = 0 (Definitheit)

|—al = |a|

. a<lal

. labl = |a| |b] (Multiplikativitét)

la + b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

- lal = bl| < |a -]

la|

la| <ece —c<a<c

SalfS]

la—bl<ceb—c<a<b+tc

8. und 9. gelten analog fiir <.

Beweis

—a falls —a >0 —a fallsa <0
|—a| = = = |al

a falls —a<0 a fallsa>0
Aus 2. und 3. folgt: a < |a| Ab < |b] = a+b<|a|+ |b|
—a < |—a| = |a| = —a < |a] und analog —b < |b| = —a — b < |a| + |b|

a+b fallsa+b>0
= - <
o+ 9] {—a—b fausa+b<o}—’“‘+’b’

a:(a—b)+b(:5>) la] <'|a —b|+|b| = |a| —|b] < |a— 0]
Analog ist |b| — |a| < |b—a| =]a—b] = — (Ja| — |b]) < |a — b].
Aus beiden Ergebnissen folgt die Behauptung.

la| <ce —c<  —la|<|a| <ce —c<a<c
—_———
einer der Werte ist a

folgt sofort aus 8.

Der absolute Betrag hat folgende Eigenschaften:
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Definition 2.8 Intervalle
Seien a,b € R,a < b. Dann heifst

e [a,b] :={x € R:a <z < b} abgeschlossenes Intervall

e (a,b) :={x € R:a <z < b} offenes Intervall

o [a,b) :={x € R:a <z < b} rechtsseitig halboffenes Intervall

o (a,b]:={x € R:a <z < b} linksseitig halboffenes Intervall

mit den Endpunkten a und b.
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Definition 2.9

L = b — a ist die Lange jedes der obigen Intervalle.
Sei ¢ > 0, dann heift U.(a) = {reR:ia—e<zx<a+e} = (a—e,a+e) die
offene e-Umgebung von a.

2.4.2 Metrische Struktur

Definition 2.10
Fiir beliebige a,b € R nennt man d(a, b) := |a — b| Abstand (bzw. Differenz) von a und b.

Lemma 2.11
Der so definierte Abstand hat folgende Eigenschaften:
e (ME1): d(a,b) >0, d(a,b) =0 < a = b (Definitheit)
e (ME2): d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)
e (ME3): d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)

Beweis
(ME1), (ME2) trivial. (ME3): d(a,b) =|la—c+c—0b| <|a—c|+|c—b =d(a,c)+d(c,b)

Diese Eigenschaften sind Ausgangspunkt fiir die Eigenschaften eines sehr wichtigen Begriffs:

Definition 2.12

Sei M # @ eine beliebige Menge und d : M x M — R eine beliebige Abbildung mit den Eigenschaften
(ME1), (ME2) und (ME3). Dann nennt man d eine Metrik in M und (M, d) einen metrischen Raum.

Achtung! In M muss iiberhaupt keine Struktur vorhanden sein, um einen metrischen Raum zu definie-
ren.

Die Metrik in R hat die zusétzliche Eigenschaft der Translationsinvarianz:

Va,b,c e R:d(a,b) =d(a+c,b+c)

2.4.3 Dichtheitsaussagen

Satz 2.13 Satz von Archimedes

Die Anordnung von R ist archimedisch, d.h. Va e R: n e N:a <n
Mit anderen Worten: N ist als Teilmenge von R nicht nach oben beschréankt.

Beweis
Angenommen, N wire nach oben beschriankt, d.h. 35 = sup N (Vollstindigkeit!). Sei nun S' = S — %
Dann dn € N: S’ < n. AlsoistS—%<n:>S<n+%<n+1€N:>Widerspruch

Der Satz von Archimedes gilt auch in R. Aus diesem Satz folgt der:
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Satz 2.14 Satz von Eudoxos

V€>O:E|m€N:%<EunderstrechtVn>m:1

D <e

Beweis

Angenommen, das wére falsch. Also e > 0, fiir das es kein m € N mit % < ¢ gibt.
Also: de > 0:YVm e N : % > m = Widerspruch mit 2.10

InQbzw. Rgilt: a < b=a< ‘%rb < b. Das heift, zwischen zwei reelen (rationalen) Zahlen liegt immer
mindestens eine weitere reelle (rationale) Zahl. Der nichste Satz sagt aus, wie Q in R liegt.

Satz 2.15
Q liegt in R dicht. Das heifst: Vr € R,e >0: 3¢ € Q : d(q,7) < ¢

Beweis
Wihle zuerst m € N mit 2 < ¢ (siche 2.12).
Nun reicht es, einqe(@zuﬁndenmitr—% <q<7“+%, dennr—6<r—% <q<r+% <r+e.
Sei 7 > 0 (der Fall r < 0 wird analog behandelt). Nach Satz 2.11 3n € N:n > m.
Die Menge aller n hat ein kleinstes Element, dieses sei ng. Daraus folgt: ng —1 < m < n. Setze q := 2.
g—L<r<g=g<r+iar-Llcg=sr-Llog<ryl

]

Man kann noch mehr zeigen: In jedem Intervall (a, b) liegen sowohl rationale als auch irrationale Zahlen
({irrationale Zahlen} = R\ Q).

2.5 Endliche und unendliche Mengen

Definition 2.16

Zwei nichtleere Mengen A, B heifsen gleichméchtig (A und B haben die gleiche Méchtigkeit),wenn es
eine bijektive Abbildung f : A — B gibt.

Man schreibt A ~ B. Die Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.17

Eine Menge M heift endlich, wenn 3n € N: M ~ N,, := {1,2,...,n}. Andernfalls heifit die Menge
unendlich.

Die Menge heifst abzéhlbar (unendlich), wenn M ~ N ist, und iiberabzéhlbar, wenn M weder endlich
noch abzéhlbar ist.

Die Aquivalenzklassen gleichméchtiger Mengen nennt man Kardinalzahlen.
Bei endlichen Mengen M ~ N,, ist n die Kardinalzahl von M. Man schreibt n = card M = |M|.
Die leere Menge wird als endliche Menge betrachtet: || := 0.

Satz 2.18 1. Cantor’sches Diagonalverfahren
Q ist abzahlbar, d.h. Q ~ N.
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Beweis
Konstruktives Beweisverfahren: Man ordne die positiven rationalen Zahlen in dieses Schema:

10101 1 1 1L 111
1 2 3 4 5 2 3 4 5
2 2 %2 2 2 9 1 2 1 2
1 2 3 4 5 3 2 5
3 3 8 3 3 = 33 ] 33
1 2 3 4 5 2 4 5

Dieses Schema wird nach irgendeinem Schema abgezahlt. Man lésst alle Zahlen, die schon einmal

vorkamen, weg. (Wenn etwa % gezéhlt wurde, wird % nicht mehr gezéihlt.)
21933 21,4

19299259999 393535F) 9y 0

Durch Auslassen doppelter Zahlen ergibt sich: (1, 2, %, 3, %, %, %, 4,.. ) =:(ry,ra,...)

Nun kann Q auf N wie folgt abgebildet werden: (0,71, —r1, 72, —1r2,73, —73,...) =: (f(1), f(2), f(3),...)

= Q ~ N = Q ist abzéhlbar.

Eine mogliche Abzahlung ergibt: (1, 2

Satz 2.19 2. Cantor’sches Diagonalverfahren
R ist iiberabzihlbar.

Satz 2.20
Die Menge F' aller Folgen aus Nullen und Einsen ist nicht abzahlbar.

Hat man diesen Satz gezeigt, dann hat man offenbar auch gezeigt, dass folgende Menge M C R nicht
abzéhlbar ist.
M ={0, zizexs... mitz; € {0,1}} Daraus folgt, dass R nicht abzdhlbar ist.

—

Dezimalzahl,

z.B. 0,1101001...

Beweis
Angenommen, F' (die Menge aller Folgen mit Elementen aus {0,1}) wére abzahlbar, d.h. F' kénnte
durchnummeriert werden. Sei im folgenden irgendeine Abzéhlung von F' gegeben:

a(ll), ;1), agl), e 1. Folge
CL?), 3(22), agf), ... 2. Folge (%)
a(13)a aég), a§3), o 3. Folge

(k)

mit b € F, aber b kommt in () nicht vor. Daraus folgt ein Widerspruch, also ist F' nicht abzihlbar.

Hierbei ist a; ~ das i-te Element der k-ten Folge. Jetzt miissen wir nur eine Folge b = (b1, ba, .. .) finden
Setze nun b, = 1 fiir a%n) = 0 und b, = 0 fir a%n) = 1. Angenommen, (b,) kdme im Schema an der
k-ten Stelle vor. Dann ist aber by # a,(f) = Widerspruch

[ ]

2.6 Potenzen mit rationalen Exponenten

Ziel: Fir a > 0,7 € Q soll a" erklért werden.
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n
Vorbemerkung: Fiir n € Nym € Nist " := [[aund a7 = c%m
i=1

1\¢ 1
Sei r = % € Q. Man mochte setzen: a” = (ap> . Problem: Was ist ar?

O.E.d.A. sei p € N (Vorzeichen werden von ¢ ,abgefangen). Wir zeigen die Existenz als Demonstrati-
onsbeispiel fiir die Verwendung des Vollstandigkeitsaxioms.

Definition und Satz 2.21
Sei a > 0,p € N, dann besitzt die Gleichung 2P = a genau eine nichtnegative Losung. Diese wird mit
¥/a bezeichnet und p-te Wurzel aus a genannt. Im Falle p = 2 schreibt man statt a kiirzer /a.

Beweis
Mita <bAc<d=ac<bdergibtsichz<y=rr<yy=23<y’=...=2P <y? (L)

Eindeutigkeit:

Angenommen, x1 und x5 seien zwei unterschiedliche Losungen von 2P = a, 0.E.d.A. 1 < z9. Dann ist
2P < yP = a < y? = Widerspruch: Wenn z Losung ist, kann y nicht Losung sein. = hochstens eine
Losung

Existenz: Natiirlich sind nur p > 1 interessant.

Betrachte M :={y e R:y >0,y < a}. M # &, denn 0 € M. M ist nach oben beschrinkt:

» (Bernoulli) (p>1) » (L)
(1+a) > l1+4+pa > a>yP = VyeM:(1+a)l >y =14+a>y

Also ist M durch 1+ a nach oben beschrankt. Also existiert nach (V) sup M =: z. Wir zeigen 2P = a,
indem wir zP < a und 2P > a zum Widerspruch fiithren, woraus nach (O1) die Behauptung folgt.

Fall 1: zP < a
Finde m mit (z + %)p <a=z+ % < y = Widerspruch zu z = sup M. Benutze folgende Abschét-
zung:

(z4+ 3=+l (P)rlp + L (g) < (ersetze alle & durch 1) < 2P+ 1 [(]1)) P4+ <§)]

=:¢, unabhéngig von n

Also ist :zp—i—%c ()
P <ala-2P>0Nec>0= <5>0

Nach Satz des Archimedes 3m € N:m > —5 = 2P + = < a. Wende (*) fiir n = m an:

a—zP

(z+%)p§zp+%c<a@z+%EM@Widerspruch

Fall 2: zP > a

Intuitiv In € N : (z—%)p>a:>z—%§éM

Nach Supremumsdefinition existiert ein y € M: z — % < y = Das wird zum Widerspruch gefiihrt.
z—%<y[:> (z—l)p<yp] /\(z—l)p>a<:>yp>a<:>Widerspruchzuy€M

n n
Wir zeigen: 32 < z : a < 2’ < 2P. Das ist (s.0.) ein Widerspruch.
(Bernoulli)
1\P _ 1\P 1 1
(z— =2 (1-1) > (1-L2) (fallsz— L >0[=n>1])

. . 1\P .
Wihle aufierdem n = % =2 —a>LP =2 (1-L2)>a= (22— 1) >a= Widerspruch
|
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2.7 Die Symbole oo und —o0

Es ist niitzlich, zu R zwei Symbole hinzuzunehmen: oo (= +00) und —oo. Diese beiden Symbole sind
keine reellen Zahlen. Wir vereinbaren aufserdem folgende Rechenregeln:

o Vr:

- —o<r<x
- TrTt+oo=00+r=00

- rT—00=-—-00+xr=-—-0

_ [ R—

00— —oo
o Vx >0:
- Z-00=00-T =00
- z-(—00)=(-0) -z =—00
e Vo <0:
- Z-00=00-T=—00
- z-(—00)=(-00) =00
Ausdriicke wie 0o - 00,00 — 00 oder 0- 0o werden nicht erklért, da eine sinnvolle Definition nicht méglich

ist. Sinnvollerweise vereinbart man aber:

e Wenn M C R nicht nach oben beschréankt ist, setzt man sup M := cc.

e Wenn M C R nicht nach unten beschrankt ist, setzt man inf M := —oo.

Das Vollstandigkeitsaxiom wird davon nicht beriihrt, da oo und —oo keine reellen Zahlen sind.
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3 Der Grenzwertbegriff

3.1 Zahlenfolgen

Im allgemeinen betrachten wir komplexe Zahlenfolgen (a,),n € Noder n =k, k+1,....
Wiederholungen:

e M C C heifst beschrankt, wenn 3k > 0:Vz € M : |z| < k
e Jede endliche Teilmenge M C C (d.h. M hat endlich viele Elemente) ist beschrankt.
e (ay,) heift beschrankt, wenn 3k > 0:Vn € N : |a,| < k

o U.(20) = {z€C:|z— 2| <e} ist die e-Umgebung um zy € C (entspricht in der grafischen
Darstellung einem Kreis um zp mit dem Radius ¢)

Definition 3.1

Eine Zahl a € C heifst Grenzwert (oder Limes) einer Folge (a,), wenn gilt:
Ve>0:3ng=mno(c) eN:VYn>ng:la, —a| <e

Die Folge (ay,) heift dann konvergent (gegen a). Man schreibt: @ = lim a,, oder a,, — a.

n—oo

Eine Folge (ay) mit lim a, = 0 heift Nullfolge. Eine Folge, die nicht konvergiert, heift divergent.
n—oo - -

Diskutieren Sie verschiedene Varianten und Formulierungen des Grenzwertbegriffes. Beispiele:
— ap — a<a, —a— 0 (Beweis!)
— a, — a < In jeder e-Umgebung von a liegen alle Folgenglieder bis auf endlich viele.

In der Definition ist es egal, ob man n > ng oder n > ng schreibt. Es kommt beim Nachweis der Konvergenz
iiberhaupt nicht darauf an, das kleinste ng zu finden, solange man fiir jedes ¢ irgendein ng findet.

Beispiel 3.1

an = % — 0, denn: Sei € > 0 gegeben. Dann gilt |a, —a| = }% — O| = % < g, falls n > ng, wobei ng jede

beliebige natiirliche Zahl > 1 sein kann, denn .- <eAn>ng= 5 < - <e.

Beispiel 3.2
b, = (17,222,-2000,0,0,0,...) — 0 (offensichtlich)

Beispiel 3.3
an, = (1,0,1,0,...) ist divergent.
Angenommen, a wire Grenzwert. Wenn a # 0,1, dann 3¢ > 0: 0,1 ¢ U, (a). Also liegt in U, (a) kein Folgen-

glied. Wenn a = 0 oder a = 1, wiihle ¢ = 1, dann liegen auferhalb von U, (a) unendlich viele Folgenglieder.

Satz 3.2 Eindeutigkeitssatz

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
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Beweis

Angenommen, a und b mit a # b wiren Grenzwerte von (a,). Dann existiert ein € > 0 mit Ue (a) N
Ue (b) = @. Weil a Grenzwert ist, liegen innerhalb von U; (a) unendlich viele Folgenglieder, innerhalb
von U, (b) maximal endlich viele Folgenglieder. Also kann b nicht Grenzwert sein. (Widerspruch)

Satz 3.3
Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis

Kurzargumentation: Sei lim a,, = a. Wéahle irgendein £ > 0. Dann liegen in U, (a) alle Folgenglieder
n—oo

bis auf endlich viele. Diese endlich vielen Folgenglieder bilden eine beschriankte Menge. U (a) ist auch
beschrénkt, also ist die Folge insgesamt beschrankt.

Die Konvergenz komplexer Folgen lasst sich leicht auf die Konvergenz reeller Folgen zuriickfiihren.

Satz 3.4

Sei (ay,) eine komplexe Folge mit a,, = b, + ic,. Dann gilt: a,, - a=b+ic< b, - bAc, — c

Satz 3.5 Rechenregeln fiir konvergente Folgen
Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, — a, b, — b. Seien A, u € C. Dann gilt:

1. (Aan + pby,) konvergiert gegen Aa + ub.

2. (ay - by) konvergiert gegen a - b.

3. VneN:b, Z0ANb>0= (Z—") i konvergiert gegen 3.
n/n>
Beweis
1. und 3. sind Thema der Ubungsaufgaben. Zu 2.:
Kurzargumentation: (a,) ist konvergent, also beschrankt, d.h. 3C : |a,| < C. Gezeigt wird |a,b, — ab] —
0.
lanby, — ab| = |anby, — anb + a,b — ab] < (Dreiecksungl.) < |anb, — anb| + |anb — ab|
= Lnl bn — bl + [bl|an — a] < C |b — b+ 6] |an — a — 0
0 0

Ausfiihrlicher Beweis mit ¢ und ng:

Sei € > 0 gegeben. a, — a = |a, —a| < ﬁ fiir n > ny, b # 0. Analog ist |b, — b| < 5 fiir n > no.
Sei ng > ni,n2 = Vn > ng : |apb, — ab| < (sieche Kurzfassung) < C'|b, — b| + |b| |an, — al
<C%+’b‘ﬁ=€:> |anby, — abl < e = apb, — ab

Die folgenden Eigenschaften werden auch oft benutzt.
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Satz 3.6

(an), (by) seien reelle Folgen mit a,, — a, b, — b. Dann gilt:

1. Vn € N:a, < b, (oder a, < b,) = a < b (nicht a < b)

2. (,Sandwich-Theorem*) Wenn a = b und (c¢,) eine Folge mit a,, < ¢, < b, Vn ist, dann ¢, — a.

Beweis

1. Ve >0:3ng:Yn >ng:la, —al <e,|b, — b <e
Das heiftt: a —e < ap, <a+eundb—e < b, <b+e.
a—ec<a,<b,<b+e=>Ve>0:a—-b<2e=>a-b<0=a<b
2. ap,<c¢p,<b,=>cp,—a,<b,—a, —>0=>c¢c,—a, —0
len — an| = |en — an + an — al <y —an|+|ap —al = 0=¢, — a
—_— =

—0 —0

Satz 3.7 Wichtige Beispiele fiir Grenzwerte

—_

.VpGN:%HO

Va>0: Ya—1
/-1

. VgeClgl<1:¢"—0

[\)

w

W

5. VkGN,zeC,|Z|>1:Z—:—>O

Beweis

L

1. V5>O:E|n0€N:Vn>n0:%<5p:> U

<e€

2. Fallunterscheidung: (a = 1 ist trivial.)
a>1: Setze z, = Ya—1 (Vn:x, > —1).
a=(1+x,)" > (Bernoulli) > 1+ nay,
= mitz, =0 =0<2, <41 <% 5 0=2,-0=Fa—la<l:i>1= a=

- n n

(V2 = (%)~ =

3. (analog zu 2.) Setze x,, = {/n — 1 (x, > 0). Anwendung des binomischen Satzes:

n=(1+x,)" >1+ (4)a2 (alle Teile bis auf den ersten und dritten werden weggelassen)
n—1z@xiixn§%_>oi Vn—-1-0= Yn—1
1—

4. Sei q¢ # 0 (¢ = 0 trivial). Setzt a := # >0=|q| = IJ%CL
= (Bernoulli) = (14+a)" >1+na>0=

OS\q"!=!q\”=ﬁ§ﬁ§%—>0:>\q!"—>0:>q"—>0

Im folgenden werden einige wichtige Sétze behandelt, die Aussagen iiber die Konvergenz von Folgen
machen, ohne den Grenzwert zu kennen.
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Definition 3.8
Eine reelle Folge (a;,) heifst:

e monoton wachsend (fallend), wenn a,, < ant1 (ay > apy1) Vn €N

e streng monoton wachsend (fallend), wenn a,, < an+1 (ap > apt1) Vo € N

Satz 3.9

Sei (ay,) eine monotone und beschriankte reelle Folge, dann ist (a,) konvergent.
e Wenn (a,) monoton wachsend ist, ist lim a, = sup{a,}
n—oo

e Wenn (a,) monoton fallend ist, ist lim a,, = inf {a,}
n—oo

Beweis

Wir beweisen nur 1., 2. ist eine Analogie.

Sei a = sup {a,} (existiert geméaf Vollstdndigkeitsaxiom), € > 0 beliebig.

= ay < a Vn. Nach Supremumsdefinition Ing € N:a — ¢ < ay,

= Monotonie (Sein >np.) =>a—e<ap, <ap<a<at+e=a—-c<a,<a+e=a, —a

Der folgende Begriff ist sehr wichtig.
Definition 3.10

Sei (ay) eine beliebige Folge und n; < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher
Zahlen. Dann nennt man die Folge (an, )icny = (@ny ;s Gny, - - ) eine Teilfolge von (ay,).

Beispiel 3.4
Sei (an) = (1,0,0,2,7,4,4,3,0,0,0,...).
(0,7,3,0,0,0,...) ist eine Teilfolge von (a,), (0,7,2,3,3,0,0,0,...) jedoch nicht.

Satz 3.11

Jede Teilfolge einer gegen a konvergenten Folge konvergiert auch gegen a.

Satz 3.12 Satz von Bolzano-Weierstrass

Jede beschrankte Folge reeller oder komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis

Wir zeigen den Satz nur fiir reelle Folgen (der Beweis fiir komplexe Folgen ist eine Ubungsaufgabe).
Da (a,) beschrankt, 3c,d € R: c < a, <d.

1. Schritt: M = {x € R : a,, > « fiir hochstens endlich viele n € N}

Offenbar ist M nichtleer (d € M) und durch ¢ nach unten beschrénkt.

2. Schritt: Setze a := inf M. Zeige: Es existiert eine gegen a konvergente Teilfolge.

3. Schritt: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gilt: a4+¢ € M, a—¢e ¢ M, da alle x € M erfiillen miissen: > a
a — e ¢ M = 3 unendlich viele a,, mit a —e < a, <a+e¢ (%)

4. Schritt: Die Teilfolge wird wie folgt gewéhlt, wobei (x) auf verschiedene £ angewendet wird:

ec=1l:a, mita—1<ay, <a+1

1. : 1 1
oe:i.an2m1ta—§<an2<a—|—§, ng > Ny

(moglich, da im Intervall unendlich viele Elemente liegen)
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1

oezk:ankmita—%<ank<a+%, Ng > MNk_1 > ...> N9 >Ny

= (an,) ist eine Teilfolge von (a,) und (nach Sandwichtheorem) gilt: a—1 — ana+2 — a = a,, —a

[ |

Satz 3.13 Cauchy-Kriterium
Eine Folge (a,,) komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn gilt:
Ve >0:3ng =mng () : Vm,n >ng : |ap, —am| <€ (CK)

Dies ist das einzige notwendige und hinreichende Konvergenzkriterium.
Beweis
Notwendigkeit der Aussage:
Sei a, — a und € > 0 gegeben.= Ing : |ay —a| < § Vk > ng
=Vm,n >ng: |ap — ap| =la, —a+a—ap| < |a, —a|l+]a—ap| <e
Das heift: a,, — a = (CK)
Hinlanglichkeit der Aussage:
Wir zeigen: Wenn (CK) gilt, ist (a,) beschrankt.
Betrachte zum Beispiel € = 1, d.h. |ap, — ap| < 1VYm,n > ng =ng (1).
Fiir m =ng + 1: |ang+1 — an] < 1Vn > ng
= [an| = lan — anot1 + ang1| < lan — ang1| + |ang+1] < 1+ |ang 41|
Da ay,...,ay sicherlich beschrinkt sind, ist die Folge (a,,) insgesamt beschrankt.
Nach Satz von Bolzano-Weierstrass existiert eine konvergente Teilfolge (ay, ) mit a,, — a.
Dann gilt auch a,, — a. Im folgenden der Beweis fiir diesen Schritt:
Sei € > 0 gegeben. 3ng : Vm,n > ng : |am — an| < § (nach Cauchykrit.)
Jny Vg, > ny |an, — al < § (nach Konvergenz der Teilfolge)
= lap —al = |ap — any +any, —al < ap —apn,| + an, —a] <§+5<eVn>ng

—— ———
<5, falls ning>ne <3, falls np>no
Hierbei ist ny = max {ng, n1}.
[ |

Die Notwendigkeit von CK benétigt nicht die Vollstandigkeit von R (bzw. von C), die Hinlénglichkeit
hingegen schon.

Die Vollstéandigkeit von R haben wir iiber das Supremumsprinzip definiert. Man kann allerdings alternativ
formulieren:

Eine Menge heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge mit Elementen aus dieser Menge einen
Grenzwert besitzt.
(Hierbei ist eine Cauchyfolge eine Folge, die das Cauchykriterium erfiillt.)

Nimmt man diese Definition der Vollstdndigkeit als Axiom von R, kann man das Supremumsprinzip
beweisen.

Der Beweis entéhlt folgende Aussage, die fiir sich von Interesse ist: Wenn (a,,) eine Cauchyfolge mit einer
gegen a konvergenten Teilfolge ist, konvergiert auch a, gegen a.

Wir wollen das Bisherige in einer Rekursionsformel fiir \/a anwenden.
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Satz 3.14

Sei a > 0 und sei (z,) wie folgt rekursiv definiert:

x1 > 0 beliebig und z,41 = % (l‘n + ﬁ) firneN (%)
Dann ist (x,) konvergent gegen +/a.

Beweis Wir zeigen: (x,,) ist monoton fallend und nach unten beschrinkt.
Beschranktheit: Benutze Ungleichung ,,geometrisches Mittel < arithmetisches Mittel“

Mit y := = und z =z, ist /2y < %(aH—y)

= a < % (mn + ﬁ) = Tp+1 = T nach unten beschrankt zumindest ab n = 2

Monotonie: a < 22 = ﬁ <Tp= Tpyl = % <56n + ﬁ) < % (Zn + Tn) = Tn.

Daher ist (z,) monoton fallend.

Daraus folgt: (x,) ist konvergent (Satz 3.9) gegen z.
= Man kann in (%) auf beiden Seiten zum Grenzwert iibergehen. Dabei gilt: z,, — & A 241 — .

1 a i — 1lim & a 1 a —a —
xn+1—2<xn+xn)énlirgoxn+1—7}l)n;o2<xn+mn>éx—Q(:n—i—x)éx—méx—\/&

Wenn z; rational ist, sind alle x,, rational. Also ist (x,,) eine rationale Cauchyfolge, jedoch oft (z.B. fiir
a = 2) ohne rationalen Grenzwert. Wie man sieht, ist Q nicht vollstéindig.

3.2 Exponential- und Logarithmusfunktion, allgemeine Potenzen

Sei f: D (f) — R eine Funktion, so heifst f
e monoton wachsend bzw. fallend, wenn gilt: z <y = f (z) < f (y) bzw. f(z) > f (y)
e streng monoton wachsend (fallend), wenn = < y = f (z) < f (y) bzw. f(z) > f (y)
Satz 3.15
Betrachte die Folgen a,, = (1 + %)n, b, = (1 = %)ﬂL Sei x € R fest und ng so, dass ng > |z|. Dann
gilt:
1. ap < apt1 Yn > ng (falls © > 0, gilt dieses Vn)
2. bn > bn+1

3. a, < b, Vn > ny

4. lim (by —an) =0

n—o0
Bezeichnet man mit [, = [ay, by] die entsprechenden Intervalle, bildet (I,,) eine sogenannte Intervall-
schachtelung, d.h. I, D I),4+1 Vn und |I,| = b, — a, — 0.
Beweis

1+nj—1
1+7 0

1. Fiir ng > |z| und n > ng gilt: 1+ T > 0. Definiert man h durch 1 + h = d.h. h =

D (ATE) dann folgt 1 + h > 0. Mit der Bernoulli’schen Ungleichung folgt:
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an4+1 __ (1+nf-1 )"+l

wet = L = (142)- (14" 2 (14 2)- (D) = (14 2) - (1-155) =1
Da a, > 0, gilt also an+1 > an.

2. Fiirn>ng > |z|ist 1 -2 >0= i = (1-%)" = (14 =%)" = monoton wachsend (siche 1.)
Also ist (b,) monoton fallend.

3. @:(1+z)”.(1—§)”:(1—z—2)n§1(b:2>0)an§bn

bn, n n2

n
4. Bernoulli anwenden: b,, — a,, = b, (1 - g—:) =b, (1 — (1 - fL—i) ) < b,, - %2 < by, - x—: — 0

(ay) und (by,) sind monoton und beschrinkt, also konvergent. Da b, — a,, — 0, haben beide Folgen
denselben Grenzwert. Setze f (z) := lim (14 £)" = lim (1—%)7".
n—oo n—oo

Lemma 3.16
Diese Funktion f hat die folgenden Eigenschaften:

1. f(0)=1
2. flet+y)=f(z) ()
3. f(x) >0, f(—=x) = ﬁ

Beweis

1 f(0)= lim lim (1+2)"= lim 1" =1

2 f @)= f @) ) =l (14 52)" = (145" (1+2)']
[...] hat die Gestalt: ¢™ — (ab)" = (¢ — ab) - i ok (ab)k—l (%)
=1

-
i || [yl lz| o Iyl || ]
Dabei ist |ab| < ‘1—1—7 1—1—;‘ und |e] <1+ 5+ 20 < (1—1—7) . (1—1—7).

Auferdem ist ¢ —ab = —74.

n—1 n—1 n n
= e @) < (1 D) (2D < (L ) (1 ) < (e - £ (o)
= |l A < o (fa) - f () = SR — g

flaty)—f@) - fy)=0=f(z+ty)=[f(2) f(y)

Definition 3.17
Die Euler’sche Zahl ist e := f (1) = lim (1 + %)n ~2,71828. ...

n—o0

Fiir jede rationale Zahl z = ™, m,n € N ist f (z) = e”.

Beweis
Sei 0.E.d.A. 0 >0 (' < 0 trivial).

Dann gilt: e™ = f (1)™ (3'1:6’2)f(1+...+1):f(m):f(nx):f(ac—l—...—l—sv):f(x)n
— ——

m-mal n—mal
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=¥ =¢en = {e™ = {L/f(l)m: Vf($)n:f(m)

3.2.1 Exponentialfunktion

Definition 3.18
Die Funktion e” := lim (14 £)" Vz € R heift Exponentialfunktion. Notation: exp (z)

n—oo
Bemerkung

Man kann zeigen: Wenn r, — z, r, € Q, x € R, dann ist e™ = f (r,,) — f ().
Satz 3.19
1. =1
2. TV = e . e¥
3. €* > 1+ z, Gleichheit nur fir x =0
4. x<y=¢e* <ey

5. |zl <1=|e* —1| > 1|_x||z‘ - Daraus folgt: z,, — 0 = e — 1, d.h. e” ist stetig fiir x = 0.

6. e” wichst stirker als jede Potenz von x. Genauer gilt fiir ein n € N: e® > 2" Vz > 4n?.

7. lim e =0

Beweis

1 (Monot.) "
3. Wenn x > —1, dann gilt nach (3.15.1): 1 + x = (1 + %) < (1 + £) < e”.

n
Fir z < —1 ist ohnehin e > 0> 1+ .

4. Nach 3. gilt e* > 1 fiir x > 0. Wenn x < y, dann gilt: e —e® =e” (e % — 1) > 0,
day—ax>0=¢e"">1und eV * >0. Also e¥ > e”.

5. Nimmt man in (3.15.2) (bn > bpi1,by = (1 — %)771) ng > 1, dann erhilt man:

(1= 2)™" monoton fallend gegen e?, also falls |z| < 1: €% < (1 — %)_1 = 12

Fiir x > 0 ergibt sich die Behauptung unmittelbar: e* — 1 < ﬁ -1=q:%.
||

1—[a]

6. Seix>4n2.Dann\/E>2n:\/5.\/5>2n,\/5:>%>\/5
ez>anVn:>ew>a2n:(1+%)2“><1+\/§)2n2ﬁgn:xn
(e=">0)

7. Nach 3. gilt: e” > 1+ n (fiir n # 0!) :e_"<n—}r1 = e " =0

Fir -1 <ax<Obenutze 3.:1 —e*< —zx=2<
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3.2.2 Logarithmusfunktion

Satz 3.20

Die Exponentialfunktion exp : R — Ry = {z € R: z > 0} ist bijektiv. Die Umkehrfunktion

wird mit log : z — log () fiir z > 0 bezeichnet und heifit (natiirliche(r)) Logarithmus(funktion).
(Statt log schreibt man auch In.) log ist streng monoton wachsend.

Beweis

Da exp streng monoton wachsend ist, muss exp injektiv sein. Zeigen: exp ist surjektiv auf Ry = (0, 00).
Sei y > 0. Zeigen: Ja € R : e® = y. Betrachte dazu A := {x € R: e” < y}. A # @ und A ist nach oben
beschriankt, denn = < e* — 1 (3.19.3), also = < e — 1 = y — 1. Also existiert ein Supremum a = sup A.
Zeigen: e = y. Nach der Supremumsdefinition: Vx € N: dz, € A :a — % <zn <a.

Aus Monotonie von exp folgt: €9 n < ™ < y < % (a+1¢A) ().

Aus (3.19.5) folgt: " = eleTn — e?, et — e Aus (%) folgt (Sandwichtheorem): e¥ = a.
Monotonie von log: Angenommen, aus 0 < x < y folgt logy < log x.

= exp (logy) < exp (logz) = y < x = Widerspruch = (0 < z < y = logz < logy)

|
Die folgenden Eigenschaften folgen direkt aus (3.19) und werden hier nicht explizit bewiesen.
Satz 3.21 Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus
1. el°8Y =y ¥y > 0, loge® = 2Vx € R - Speziell: log1 = 0, loge = 1.
2. log (ab) =loga + logb Va,b > 0, log (%) =loga —logb Va,b > 0
3. log (") =nlog(x) Yn e N
4. log(l4+z)<azVr>-1,x#0
5. Der Logarithmus wéchst langsamer als jede Linearfunktion z +— cx.
Genauer fiir n € N mit % <cistlogr <% <cVr > 4n?
3.2.3 Allgemeine Potenzen
Definition 3.22
Fiir > 0, y € R setzen wir z¥ := eV1o8®,
Es gelten die iiblichen Potenzgesetze: (zy)" = 2"y", (z")° = 2™, 2" 7% = 2725,
Beweis
Wir zeigen, dass diese Definition fiir x > 0, y € Q mit der bisherigen Definition kongruent ist.
Fiir y = 7+ > 0 gilt wegen logz™ = mlogx:
nlogzn = nlog (¥/z)™ = mnlog {/x = mlog ({/z)" = mlogz = logzn = ™ logx Vm,n € N.
Fiir y < 0 benutze log (é) = —loga = Rest analog. Also: logz¥ = ylogz = 2¥ = e¥182 Yz c Ry, y €

Q.
m
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3.3 Haufungswerte von Zahlenfolgen

Wir wollen die Struktur divergenter Folgen etwas genauer untersuchen.

Definition 3.23

Sei a,, eine beliebige komplexe Folge. Die Zahl a € C heiftt Haufungswert von (a,), wenn es eine
Teilfolge (an,) von (ay) gibt mit a,, — a.

Die Menge aller Haufungswerte von (a,) heift dann H = H(a,). (Diese Menge aller Haufungswerte
heifit manchmal auch Limesmenge von (ay,).)

Unmittelbar aus der Definition folgt: (Beweisen Sie dieses Lemma als Ubung!)

Lemma 3.24
a € H(a,) < in jeder e-Umgebung U, (a) liegen unendlich viele Glieder von (ay,).

Beispiel 3.5

1. (an) =(0,1,0,1,..) = H = {0,1}

2. Sei (ay,) irgend eine Durchnummerierung der rationalen Zahlen in (0,1) = H(a,) = [0, 1]
3. (an) =1(0,1,0,2,0,3,...) = H = {0}

4. (an)=(1,2,3,4,...) = H=0

Eigenschaften von Hiufungswerten

Ist (an) durch C beschrankt, so ist jede Teilfolge mit C' beschrankt: Va € H(ay,) : |a] < C.
Ist (ay) eine reelle Folge mit a,, € (—C,C) ¥n, so gilt: H(a,) C [-C,C] = Jinf H(a,),sup H(a,).
Setze inf H(a,) =: a,sup H(a,) =: 5. Dann gilt a, 8 € H(a,) fiir reelle Folgen.

Beweis

Sei € > 0 beliebig gegeben. Nach der Infimumsdefinition gilt: 3b € H(a,) :a <b< a+e¢

Wenn b = a, folgt daraus unmittelbar die Behauptung. Wenn b # «, dann existiert ein § > 0 mit:
a<b-d<b<b+ti<a+te

Nach Lemma liegen in der 6-Umgebung Us(b) unendlich viele a,.

= In U.(«) liegen auch unendlich viele Folgenglieder = o € H(ay,).

Diese Uberlegungen fasst der folgende Satz zusammen.

Definition und Satz 3.25

Jede reelle beschrinkte Folge besitzt einen gréfiten und einen kleinsten Haufungswert. Der grofste Hau-
fungswert heift limes superior (oberer Limes). Man schreibt lim sup a,,. Der kleinste Haufungswert
heifst limes inferior (unterer Limes). Man schreibt lim inf a,,. Kurzschreibweise: lim ay,, lim a,

Satz 3.26

Eine reelle Folge (a,) konvergiert genau dann (gegen a), wenn gilt: lim inf a,, = lim sup a,, (= a)

Der Beweis dieses Satzes ist eine Ubung. Niitzlich ist folgender Sprachgebrauch:
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Definition 3.27
Eine reelle Folge (ay,) heifst

e divergent gegen oo, wenn gilt: VC' > 0 : Ing : a, > CVn > ng

e divergent gegen —oo, wenn gilt: VC' > 0 : dng : a, < —CVn > ng

In beiden Féllen nennt man (a,) bestimmt divergent.
Wenn (a,) nicht nach oben (bzw. unten) beschrankt ist, dann setzt man limsupa, = oo bzw.
lim inf a,, = —o0.

3.4 Unendliche Reihen (Zahlenreihen)

Wir wenden den Grenzwertbegriff zur Untersuchung unendlicher Reihen an. Mit der ersten Definition

o0
soll dem Ausdruck ) aj ein Sinn gegeben werden.
k=0

Definition 3.28

1. Sei (ay) eine unendliche Folge komplexer Zahlen. Dann heifst die Folge (s,,) der Partialsummen

n o0
Sp := »_ ai unendliche Reihe mit den Reihengliedern a;. Man schreibt Y aj oder aj + az +
k=0 k=0

2. Die unendliche Reihe heifit Konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert. Der
o0

Grenzwert s := lim s, heift Summe der unendlichen Reihe. Man schreibt s = ) aj oder
k=0
einfach s = ay.

3. Wenn (s,,) divergiert, heifit die unendliche Reihe divergent.

Manchmal beginnt die Summation bei einer unendlichen Reihe nicht bei k = 0, sondern bei k =1 > 0.

Um mit dem Begriff arbeiten zu kénnen, formulieren wir jetzt das Konvergenzkriterium, das Cauchy-
kriterium und das Monotoniekriterium.

Satz 3.29

o

I. ar=s5s<Ve>0:3ng(e):Vn>ng:|s—sy| <e
k=0

o0

> ak

k=n+1

o0
<es > ap—0firn—
k=n+1

=

o0 n
D ak — Y ag
k=0 k=0

o
2. Y aj, konvergent < Ve > 0:3ng (g) : Ym,n > ng : |sp — sm| < €
k=0
n m
D ap— Y ag

k=0 k=0

n

> ak

k=m+1

< oEdA . m < n & < e & < g dh VYp € Nm > ng :

<e€

p
}: Qi
=1

3. Seien alle a,, > 0. Dann ist (s,) monoton wachsend und es gilt:

o0
> ay ist konvergent < (sy,) ist nach oben beschrankt
k=0



3.4 Unendliche Reihen (Zahlenreihen) Seite 36

Der Ausdruck Y aj heifft Reihenrest. Aus dem Cauchykriterium folgt der folgende Satz.

k=n-+1

Satz 3.30 notwendiges Konvergenzkriterium

o0 o0

> ax konvergent = a, — 0 (bzw. a, - 0 = ) a nicht konvergent)

k=0 k=0
Beweis
Wende Cauchykriterium fiir p = 1 an:

1
>~ ax konvergent = Ve > 0:3ng (¢) : Vm > ng : |, amti| = |ams1]| <& < ap — 0.
i=1
|

Beispiel 3.6 Geometrische Reihe

Sei a,, = ¢" mit ¢ € C. Dann ist 5, = Y ¢* = 1_1{1_?1 (hier ohne Beweis).

k=0
Da ¢" — 0 nur fiir |g| < 1, ist > ¢" fiir |¢| > 1 nicht konvergent. Fiir |¢| < 1ist: >_ ¢*¥ = lim 1_1‘1_";1 = fq
k=0 k=0 n—oo

Beispiel 3.7 Harmonische Reihe - Beispiel, dass a,, — 0 kein hinreichendes Kriterium

st

Sei a,, = %, dann a, — 0, aber Y ap =1+ % + % + ... — o0, da Cauchy-Kriterium verletzt:
k=1
NI I B T
= — et —>n-5- ==
n+1l n+2 on — 2

|52n - 5n|

n Summanden, alle > L

Die Summe von n bis 2n wird mit steigenden n nicht beliebig klein, sondern ist immer gréfer als %

3.4.1 Rechnen mit konvergenten Reihen

e Wenn Y ap =a, > b =0, A € C, dann ist > (Aag + bg) = Aa + b.

Die Menge aller konvergenten Reihen bildet also einen C-Vektorraum.

e Wenn ) aj, konvergiert, dann darf man in der Summe beliebig Klammern setzen, ohne die Kon-
vergenz zu dndern. Allerdings darf man keine Klammern wegnehmen.
Zum Beispiel ist (1 —1)+ (1 —1)+ (1 —1)+... konvergent, 1 —1+1—-1+1—1+4... jedoch
divergiert.

e Multiplikation und Umordnung von Reihen erfordern einen stirkeren Konvergenzbegriff:

Definition 3.31

Man sagt, > a konvergiert absolut, wenn » | |ay| konvergiert. Wenn Y aj, konvergiert, aber > |ax|
divergiert, heifit > a; auch nicht absolut konvergent oder bedingt konvergent.

Satz 3.32 Allgemeine Dreiecksungleichung
Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent. Es gilt: |> ax| < > |ag]

Beweis
Cauchy-Kriterium: Wenn |ay| konvergiert, gilt: Ve > 0: Ing : Vp € Nyn > ng : |apt1|+. .. +|anip| < €.
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Mit der Dreiecksungleichung ist: [ap41 + ... 4+ angp| < lant1] + ... + |angp| < €.
Also ist das Cauchy-Kriterium auch fiir die Ausgangsreihe erfiillt.

Beispiel 3.8 Aus Konvergenz folgt nicht unbedingt absolute Konvergenz.

o0
Sei ay, = (_g)k. Dann ist Y. ar = —1+4 3 — 5 + ... konvergent (Beweis folgt).

k=1

> lak] =1+ 1+ 1+ ... ist jedoch divergent (harmonische Reihe).
k=1

Definition 3.33

o0 [e.°]
Sei ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Dann nennt man »_ a,) eine Umordnung von ) a.
k=1 k=1

Satz 3.34 Der erste Teilsatz ist der Riemann’sche Umordnungssatz.

1. Seien a,, € R. Wenn ) aj, konvergiert, aber nicht absolut, dann existiert VS € R U {oo, —oo}
eine Umordnung ) agxy mit Y agyiy = S.

2. Wenn ) ay, absolut konvergiert und ) ay = s, dann ist ) ag,p) = s Ve
Umgekehrt: Wenn jede Umordnung konvergiert, konvergiert > ay absolut.

Multiplikation unendlicher Reihen - Worin besteht das Problem?
Man mochte (a1 + ...+ ap)- (b1 + ...+ by) ausmultiplizieren und dann aufsummieren. Dabei entsteht

ein Schema der Art
aob(] aobl aobg

aitbg a1by aibsy
asbg agby azby - -- (+)

Aufsummieren von (x) heifit: (x) abzéhlen. Jede Art dieses Abzéhlens liefert eine Produktreihe.
Sinnvoller Wunsch: Wenn ) a,, = a A > b, = b, dann soll jede Produktreihe gegen ab konvergieren.
Satz 3.35

Seien Y a, und > b, absolut konvergent mit »_ a, = a und »_ b, = b, dann konvergiert jede ihrer
Produktreihen absolut und zwar gegen a - b.

Die iiblichste und wichtigste Form der Produktreihe ist die sogenannte Cauchy’sche Produktreihe,
die entsteht, wenn man (*) ,diagonal” aufsummiert, d.h. man fasst so zusammen:

n
cn = apby + a1bp—1 + ... + ap—1b1 + anbo = Zajbnfj
=0

Dann ist > an - Y by, = a-b = > c,. (Die ¢, entstehen zum Beispiel bei Multiplikation von Poly-
nomen.) Fiir die Konvergenz von Y ¢, = ab reicht es auch, wenn nur eine der beiden Folgen absolut
konvergiert.

Satz 3.36 Leibniz-Kriterium

Strebt (ay) monoton gegen Null, dann konvergiert die alternierende Reihe Y (—=1)" a, = ap — a1 +
ag — ...
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Beweis
Aus der Monotonie folgt: Alle a,, haben dasselbe Vorzeichen. O.E.d.A. a,, > 0 Vn. Anwendung des
Cauchy-Kriteriums fiir die Folge (s,,) der Partialsummen:

[Sn+p = sn| = (_1>n+1 [an-ﬂ —apt2t ..t (_1>p_1 Gn+p

Fall 1: p ist gerade: [...] = (ant1 — ant2) + ... + (@ntp—1 + Anip)

Da a, — 0 monoton, ist jeder dieser Summanden > 0. Also ist [...] > 0. Setze die Klammern nun
anders:

0< [ . } = Qp+1 — (an+2 + (Ln+3) — .. ((In+p_2 - an+p_1) — Qn4p < Qp4+1

= |Sp+p — Sn| < any1 VP € N = s,4, — 5, — 0 = () ist Cauchyfolge.

Fall 2: p ist gerade: Analoge Abschétzung liefert, dass [sn4p — Sn| < @ni1.

|
Satz 3.37
o0
Sei Y (—1)" a,, eine alternierende Reihe mit der monotonen Folge a,, — 0 und a,, > 0.
n
o0
Dann gilt die folgende Abschitzung fiir den Reihenrest: | Y. —1Faz| < any1.
k=n+1
Beweis
Im obigen Beweis wurde gezeigt: |sp4p — Sn| < anq1. Fiir p — oo ist:
= _ 1k = _ 1k 1k - k
Spap — 5= » —1Pap = |s —sp| = | > —1%ar — Y —1%ar| =] >, —1%ap| < antt
k=1 k=1 k=1 k=n+1
|
Satz 3.38 Majoranten- und Minorantenkriterium

> an, Y b seien unendliche Reihen mit nichtnegativen Gliedern. Sei a,, < b,, zumindest Vn > N € N.
Dann heifst Y by Majorante(nreihe) fiir ) a,, und ) a,, Minorante(nreihe) fiir > b;. Es gilt:

1. Wenn ) by konvergiert, konvergiert auch > a,,.
2. Wenn ) a,, divergiert, divergiert auch »_ b.

Beweis

Offenbar folgt 2. aus 1. Deshalb beweisen wir hier nur 1.

> by, konvergent < Folge der zugehorigen Partialsummen (s,,) ist monoton wachsend und beschrénkt:
lims, =s=> b, (sp<sVneN)

Fiir die Folge (¢,) der Partialsummen von (a,) gilt: (¢,) ist monoton wachsend und ¢,, < sy,.

Wenn man o.E.d.A. a; < b Vk € N annimmt, ist ¢, < s, < sVn € N.

Also ist (t,,) auch beschréankt und damit konvergent.

Dieses Kriterium wird héufig so angewendet: Y ay ist eine beliebige Reihe und (b) eine Folge mit
br, > 0 und |ag| < by Vk. Wenn > by, konvergiert, konvergiert auch > |ag|, also konvergiert > ay absolut.
Um das Kriterium effektiv anwenden zu kénnen, bendtigt man viele konvergente Vergleichsreihen, etwa:
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— geometrische Reihen > ¢"
o0

— Dirichletreihen Zl L (konvergieren fiir o > 1, divergieren fiir o < 1)
n—=

Um die Konvergenz der Dirichletreihen zu beweisen, verwendet man den folgenden Satz.

Satz 3.39 Cauchy’scher Verdichtungssatz
Sei (ay) monoton fallend mit a,, > 0 Vn € N. Dann gilt:

(e8] (&)
> ay ist konvergent < > 2Fay, = a3 + 2as + 4ay + ... ist konvergent
k=1 k=0

Beweis
Es geniigt, zu zeigen, dass beide Folgen der Partialsummen gleichzeitig beschriankt (d.h. konvergent)
oder unbeschrankt (d.h. divergent) sind. Sei s, = ay,...,a, und tx = a1 + 2a2 +4aq + ... + 2ka2k.

Sei n < 2¥. Dann gilt wegen Monotonie: s, < a1+(az + ag)+(as + ...+ a7)+...+(agr + ... + agrs1_1)

§a1+2a2+4a4+...+2ka2k:tk:>sn§tk fiir n < 2F.

Fiir n > 2% gilt andererseits: s, > a1 + a2 + (a3 + as) + ...+ (agr-141 + ... + ag)
> %a1+a2—|—2a4—|—...+2k’1a2k = %tk = Sp > %tk fiir n > 2%,

]
Beispiel 3.9 Anwendung auf die Dirichletreihen
Sei a,, = n% Dann ist 2Faq. = 2F - (2%)& = (2%)&71 = (2%1)1@

oo

> (2(1%1) konvergiert als geometrische Reihe genau dann, wenn 0 < 2(1%1 <l=a>1
k=1

Also konvergiert a,, genau dann, wenn « > 1.

Satz 3.40 Wurzelkriterium
Sei > aj mit aj € C eine unendliche Reihe.

1. Wenn ein ¥ € (0, 1) existiert, sodass gilt: {/|a,| < ¥ ¥n € N, dann ist ) a,, absolut konvergent.
(Es reicht, die Beschréanktheit des Wurzeltermes ab einem festen N € N zu zeigen.)

2. Gilt {/|an| > 1Vn € N, dann divergiert > ay,.
Darstellung des Kriteriums in Limesform: Sei limsup {/|a,| =: A. Dann gilt:

3. 0< A< 1= > a, konvergiert absolut.
4. A>1= > a, divergiert.

5. Fiir A =1 ist keine eindeutige Aussage moglich.
(Man kann lim {/|a,| =: A setzen, wenn dieser Grenzwert existiert.)
n—oo

Beweis

Zu 1.: {/]an] <9 = |a,| < 9" = Die geometrische Reihe 3" 9" ist eine konvergente Majorante fiir

> |ag|, d-h. > |ak| konvergiert absolut.

Zu2.: {/|an| > 1= l|a,| > 1= (ai) ist keine Nullfolge, also divergiert _ |ag|.

3. und 4. werden nicht hier, sondern in den Ubungsaufgaben behandelt.

Zu5.: Fiir ) 1 und ) # gilt: {/|n] — 1, die erste Reihe ist aber divergent, die zweite konvergent.
[
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Beispiel 3.10

o]
1. 3 L ist konvergent denn {/|n| = -1 — 0.

5 (logn)™ logn
n=

o0
9. %+%+2%+3L2+:21(2%+%) konvergiert,
i=

denn lim {/]a,| existiert nicht (Idealfall), aber lim {/]a,| = % <1

Satz 3.41 Quotientenkriterium

1. > ap, mit a, € C. Wenn 3¢ € (0,1) mit

dann konvergiert > a,, absolut.

Gn+1
Qn

<9I Vn (bzw. Vn > N € N),

2. Ist | "2 > 1Vn (bzw. Vn > N € N), so divergiert 3 ap.
Darstellung des Kriteriums in Limesform: Sei lim GZ—II = A. Dann gilt:

3. A< 1= ) a, konvergiert absolut.
4. A>1= > a, divergiert.
5. Fiir A =1 ist keine eindeutige Aussage moglich.

Beweis
Analog zum Wurzelkriterium:

a’;%’ <= anp1 <Vay| <92 ay] < ... <9 |a,| - geometrische Reihe als konvergente Majorante
|

Man kann das Quotientenkriterium auch mit lim und lim darstellen. Dann gilt:

— lim [*2£1| < 1 = absolute Konvergenz

Gn+1
an

— lim

> 1 = Divergenz

Das Wurzelkriterium ist stéarker als das Quotientenkriterium.

3.5 Potenzreihen

Definition 3.42

Seien a, € C, a € C, n=0,1,.... Unter einer Potenzreihe (PR) in z — a (oder nach Potenzen
o0

von (z — a)) mit den Koeffizienten a,, versteht man die unendliche Reihe Y a, (z —a)" (1)
k=0

(Wie iiblich wird vereinbart: (z — a)° := 1, auch fiir z = a.)

Ziel: Bestimme alle z € C, fiir die (1) konvergiert.
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Beispiel 3.11

Jede PR (1) konvergiert fiir z = a. Gibt es Reihen, die nur fiir z = a konvergieren?
a, muss so schnell wachsen, das keine Nullfolge von (z — a)" das Wachstum kompensieren kann.

o0

1. Y n" (2 —a)" kann aufgrund des Wurzelkriteriums nur fiir z = a konvergieren:
n=0
Yn(z—a)"=n(z—a) >0 Vz#a

0 n
2. Y % konvergiert fiir alle z € C aufgrund des Quotientenkriteriums:
n=0 ’
(z=a)" !
(n+1)! (z—a)™

= ‘Z:j‘ —0VzeC

Wie sieht aufser in diesen Extremféllen die Menge aller z, fiir die (1) konvergiert, aus? Die Menge ist
(in der grafischen Darstellung) immer kreisférmig, wie aus dem folgenden Satz unmittelbar folgt.

Lemma 3.43

1. Die PR (1) moge fiir ein 29 # a konvergieren. Dann konvergiert (1) absolut fiir alle z € C mit
|z —a| < |20 — al.

2. Die PR (1) moge fiir ein z; divergieren. Dann divergiert (1) auch fiir alle z mit |z — a| > |21 — al.

Beweis
2. folgt aus 1. Zu 1.: Wenn Y a,, (20 — a)" konvergiert, dann gilt a,, (z0 — a)" — 0. Also ist a, (z0 — a)"
beschrankt,

zum Beispiel |ay, (20 — a)"| < M Vn. Sei nun |z — a| < |29 — al. Also ist ¢ := |LZO__“CL|‘ <1
z—al" z—al"
|an (Z_a)n| = an”ZO_J’nZO_aW < ‘an|ZO_a|n| ) ”ZO_@H” < Mq"

Aufgrund der konvergenten Majorante M¢™ konvergiert > a, (z — a)™ absolut.

Definition und Satz 3.44

Die PR > a, (2 —a)" (1) moge nicht nur fiir z = a und auch nicht fiir alle z konvergieren. Dann
existiert eine positive Zahl p mit der Eigenschaft:

o Vz, |z —a|] < o= (1) ist fiir z konvergent.
o Vz, |z —a| > p= (1) ist fiir z divergent.
e Vz, |z — a| = p = Die Konvergenz muss néher untersucht werden.

o heift Konvergenzradius der Potenzreihe. Der Kreis um a mit dem Radius ¢ heifst Konvergenz-
kreis der PR (1). Konvergiert (1) nur fiir z = a, so setze g := 0. Konvergiert (1) fiir alle z, so setze
0= 0.

Werden Potenzreihen nur im Reellen betrachtet, wird aus dem Konvergenzkreis das Konvergenzintervall
(z.B. (a — g,a + p), der Typ des Intervalls muss ndher untersucht werden).

Beweis
Sei M :={r>0:32¢€C,|z—a|=r:(1) konvergiert fiir z}. M # &, denn PR konvergiert nicht nur
fiir z = a. M ist nach oben beschrénkt, denn PR konvergiert nicht fiir alle z, d.h. 3z; : PR divergiert
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fiir 2;. Aufgrund des Lemmas gehoren alle S mit |27 — a| < S nicht zu M.
Setze ¢ := sup M. Dann hat p alle Eigenschaften des Satzes.

1. (Wende Supremumsdefinition an.) Sei z so, dass |z —a| < ¢, d.h. Ir € M : |z —a| < r < p. Dann
Jzp : |z0 — a] = r und PR konvergent fiir zg. Also konvergiert die PR fiir z.

2. Sei z so, dass [z —a| > o, d.h. Ir (¢ M) : |z —a| >r > p = Vzo mit |29 — a| = r folgt aus dem
Lemma, dass die PR fiir zo divergent ist.

]
Beispiel 3.12
Gesucht ist ¢ der Potenzreihe 21 % (dh.a=0,a, = %, n>1)
Anwendung des Wurzelkriteriums: {/|%-| = l\;% — |2| = ¢ =1, da PR fiir |z| < 1 konvergent
Fiir |z = 1 muss das Verhalten néher untersucht werden: z = 1 = Y 1 divergent; z = -1 = 3 #
n=1 n=1
konvergent
Also ist das Konvergenzintervall [—1,1).
Beispiel 3.13 Kurzbeispiele
> nz™ = p =1 (2.B. Wurzelkriterium), Z—Z =o0=1
n=1 n=1

>1 = Divergenz
<1 = Konvergenz

Aus dem Wurzelkriterium folgt: lim sup {/|a,, (z — a)"| = |z — a|-lim sup {/|a,| {

Satz 3.45
Fiir die Potenzreihe ) a,, (2 — a)" setze | := limsup {/|ay|. Dann gilt:

e /=0=>p=00,l=00=90=0

00<l<ooé‘g:%

Satz 3.46 Rechnen mit Potenzreihen

Seien Y ay, (z —a)", Y. by (2 — a)" zwei PR mit den Konvergenzradien g; und gy. Ferner seien a, 8 €

C.
e Die Potenzreihe Y (aay, + 8by) (2 — a)" hat den Konvergenzradius ¢ > min { g1, 02} und:
Vz, |z —a| <min{e1, 02} : (X an (2 —a)") + 8 (2 bn (2 — a)") = 3 (aan + Bby) (z — a)"

n

e Sei ¢, = Y agb,_k. Dann hat die PR Y ¢, (2 —a)" den Konvergenzradius ¢ > min{g1, 02}

k=0
und:
Vz,|z —a| <min{o1, 02} : (Fan (2 —a)") X bn (2 —a)") =YX cn (2 —a)"
Beweis

Folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Zahlenfolgen.

Es folgt ein fundamentaler Begriff.
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Definition 3.47
Sei f wie folgt definiert: f:{z: |z —a| < o} = C,z— > a, (z —a)", wobei g der Konvergenzradius
n

der Potenzreihe f (z) sei.
Dann heifst f analytische Funktion. (Wenn a,,a, z € R, heift f reell analytische Funktion.)

Satz 3.48 Identitétssatz fiir Potenzreihen und analytische Funktionen

Seien Y ¢y, (2 —a)"” und Y d, (z — a)" zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien g1, 02 > 0. Sei
ferner (z;) eine Folge mit den Eigenschaften:

1. 0< |z —a| <min{p1, 02}, limz =a
(alternative Formulierung: [lim z; — a| < min {o1, 02})

2. Y en(zi—a)" =>dn (2 —a)" Vi

Dann sind beide Potenzreihen gleich, d.h. ¢, = d,, Vn.

Mit anderen Worten: Wenn zwei analytische Funktionen auf einer Punktfolge aus dem gemeinsamen
Definitionsbereich iibereinstimmen (Punkt 2) und diese Punktfolge innerhalb dieses Definitionsberei-
ches konvergiert (Punkt 1), sind beide Funktionen gleich.

Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 3.49

o0
Sei > a, (z —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius ¢ > 0 und der Summe f (z). Sei (2;)
n=0
eine Folge mit lim z; = a, |2; — a| < p. Dann gilt: lim f (z;) = ao.
71— 00

Kurz: lim > ay, (2 — a)" = ap fiir lim z; =a
1—00 oy 1—00

N N
lim lim Z an (zi —a)" = lim lim Zan (z; —a)" = lim ap lim (z; —a)" = lim ag = ap
1—00
=0 0

N—o00 1—00 N—oo N—oo
n=

=0 fiir n#0

Die Gleichheit der ersten zwei Terme ist zu zeigen. Der Satz sagt also etwas iiber die Vertauschung
von Grenzprozessen aus.

Beweis zum Lemma
lim zi=a=3n;: [z —a| < EVi>n
1—00

o0 oo
Ferner sei M so gewahlt, dass gilt: M > Y |a,| (%)n_l = % > Jan] (4)".
n=1 n=1

Sei € > 0 gegeben. Dann Jng : |z; — a| < % Vi > no.

n—1

18

Setze ng := max {ny,na}. Dann gilt: Vi > ng : |f (2;) —aol = |(zi —a) D an (2 — a)

n=1

(e.) oo
— -1
<lei—al- Y ag] Jzi—a" ' <G a] (§)"T < F - M=¢
n=1 n=1

Beweis zum Satz
Betrachte den Fall z; — a, also z; —a — 0.
Sei ay, := ¢, — dy, und die PR >~ a, (2 — a)" mit dem Konvergenzradius ¢ = min {g1, 02}.

n
=Y an (2 —a)" = 0Vn. Induktiv wird gezeigt: a, = 0 Vn.
n
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Fiir n =0 ist lim Zao(zi—a)o = a9 = ag = 0.

71— 00
=0

Sei gezeigt: ag = a1 = ... = ap_1 = 0. Dann gilt fiir n = k:
oo
S an (zi—a)" =0 = ag (zi — )" + appr (20— a)" 4.
n=k

o0
=0=(zi—a)" 3 thin (zi —a)" = (beachte: 0 < |2i — a| = Div. durch (z; — a)* # O)

n=0

= 0= > agsn (2 —a)" (Lemma) o lim > agin (2 —a)" = (0-tes Glied) = ap =0

n=0 1O p=0
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4 Der metrische Raum, die Topologie
des R"

4.1 Der Begriff des metrischen Raumes

Definition 4.1 Wiederholung aus 2.4

Sei M # @. Eine Abbildung d : M x M — R heifst Metrik von M, wenn Vz,y, z € M gilt:
e (ME1): d(a,b) >0, d(a,b) =0 < a =b (Definitheit)
e (ME2): d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)
e (ME3): d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)

Das Paar (M, d) heifst dann metrischer Raum.
Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M, A # @. Dann ist (A, d| ;) ein metrischer Raum und d| ,
heiftt die von d in A induzierte Metrik.

Beispiel 4.1

0, z=y

Sei M # & beliebig. Die diskrete Metrik d in M ist gegeben durch d (z,y) = {1 Ly
y TFY

Beachte: In einer Menge kénnen sehr viele verschiedene Metriken existieren.

Definition 4.2
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||| : V' — R heift Norm, wenn Vz,y € V, A € K gilt:

e (N1): |z|]| > 0,]|z|| =0 < x =0 (Definitheit)
e (N2): IA-z|| = |\ - ||lz|| (Homogenitét)
e (N3): |z + yl| < |lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V,||||) heifit dann normierter Raum.

Lemma 4.3

Sei (V,]||]) ein normierter Raum. Dann wird durch d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik in V' definiert. d
heifst durch die Norm induzierte Metrik.

Beispiel 4.2 Zahlen, dh. M =C, M =R, M =Q, ...

|Durch d: (z,y) — |z —y| ist eine Metrik definiert. In R und C ist = — |z| auch eine Norm.
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Beispiel 4.3 V=R"und V=C" mit n e N

V=R"={(z1,...,2,) 1 ¥ € R} = ||z|| := /2] +... + 22

V=C={(e1,e20) s 5 € C) = ol =yl P + o+ [zl
Beweis von (N1) und (N2) trivial, (N3) ist schwieriger und wird vertagt.

Diese Normen heifen auch euklidische Normen (sie kommen von einem Skalarprodukt, siche eines der

néichsten Kapitel).

Beispiel 4.4

Sei B [a, b] die Menge aller reell- oder komplexwertigen beschriankten Funktionen auf [a, b]. Das heift, f ist auf
[a,b] beschrankt = 3¢ > 0:|f (2)] < ¢ Vz € [a,b)].
Dann ist durch ||f|| := sup |f ()| eine Norm definiert. (Das Infimum kann nicht benutzt werden, da sonst

z€Ja,b]

(N1) nicht gelte. Das Nullelement von B [a, b] ist hierbei fj : [a,b] — R, 2 — 0.
Aufgrund der Rechenregeln fiir den Betrag kann man leicht zeigen, dass || f|| eine Norm ist.

Beispiel 4.5

Sei 1°° := {(x,) € C: (z,,) beschrénkt}. Dann ist ||z|| := sup |z, | eine Norm (Beweis ebenfalls einfach).

Beispiel 4.6 Matrizen

Sei M,, (K) oder kurz M,, die Menge aller (n,n)-Matrizen mit Elementen aus K, also M,, (K) = K™*". Dann
sind folgende Abbildungen Normen:

1. ||A]l; := max|a;;| - grofstes Element
i

n
2. Al =/ X |aij|2 - euklidische Norm
\/ =1
n
3. ||A]l; := max la;;| - grofite Quersumme einer Zeile (,,Zeilensumme®)
1<i<n j=1
n
4. ||A|l, == max ) |ai;| - grofite Quersumme einer Spalte (,,Spaltensumme®)

1<j<n ;=

4.1.1 Konvergenz in metrischen Raumen

Definition 4.4

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Folge (z,) C M konvergiert gegen x € M, wenn gilt:
Ve >0:3ng=ng(c) € N:Vn >ng:d(z,x,) < e (Verwende die iiblichen Schreibweisen.)

2. Eine Folge (z,,) C M heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >0:3ng=mnp(e) e N:Vm,n >ngy:d(zm,z,) <€

3. (M, d) heifst vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge (z,,) aus M gegen ein x € M konvergiert.

Wie in R und C zeigt man:
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Satz 4.5

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge aus M ist eindeutig bestimmt.

2. Jede konvergente Folge aus M ist eine Cauchy-Folge.

Nach Definition gilt die Umgekehrung von Punkt 2 nur in vollstédndigen Réumen. Bisher kennen wir nur
primitive Beispiel unvollstdndiger Rdume, zum Beispiel Q.
In einem normierten Raum (V, ||||) gilt z,, — = < ||z, — z|| — 0 aufgrund der durch die Norm induzierten
Metrik.
Definition 4.6
Eine Menge B C (M, d) heift beschrankt, wenn: Ya € M : 3K = K (a,B) > 0 : d(a,b) < K Vb €
M

Mit anderen Worten: B ist beschrankt, wenn fiir jeden Punkt a aus M die Menge B vollstandig in (je
nach Mengentyp) einem Intervall, Kreis, einer Kugel oder (im Allgemeinen) einer e-Umgebung um a
liegt.

Satz 4.7

1. B C M ist genau dann beschrénkt, wenn die Bedingung aus der Def. fiir ein festes ag € M
erfiillt ist.

2. Sei (V,]|||) ein normierter Raum. Dann ist B C V' genau dann beschriankt, wenn gilt:
AC >0:|jz|| <CVxeB (%)

Beweis
Zu 1.: Von links nach rechts nach Definition erfillt.
Zeigen, dass aus Beschrénktheit fiir ag € M Beschranktheit Va € M folgt.
Sei d (ap,b) < K Vb € B. Dann gilt fiir ein beliebiges a € M und Vb € B:
d(a,b) < d(a,ao) +d(ao,b) < d(a,a0) + K

—_—— —}

<K =K(a,B)
|
Beweis
Zu 2.: Beachte d (z,y) = ||z — y||, d.h. in (x) steht: d (x,0) = ||z|]| < CVx € B
Nach 1. folgt mit ag = 0 € V' die Behauptung.
[

Satz 4.8
Jede konvergente Folge (a,) aus M ist beschrankt.

Beweis
Analog zu Zahlenfolgen: Sei x,, — x. Setze (geméaf Satz 4.7, Punkt 1) ag = z. Fir e = 1 gilt:
dng :Vn < ng:d(z,z,) <1=Vn:d(z,x,) <max{l,d(z,z1),...,d(z,xn,—1)} = konst.. Also ist
(x,) beschrénkt.

|
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Definition 4.9 Umgebungen
Sei (M, d) ein metrischer Raum und a € M.

1. Eine Menge U, (a) = {z € M : d(x,a) < e} heifit e-Umgebung von a.

2. Eine Menge U C M heiftt Umgebung von a, wenn gilt: U, (a) C U.

Jede Obermenge einer Umgebung von a ist wieder Umgebung von a.
Eine Umgebung braucht weder zusammenhéngend noch um a zentriert zu sein.

Mit Umgebungen werden sehr wichtige Typen von Mengen definiert.
Definition 4.10

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1. O C M heift offen, wenn Vz € O eine Umgebung U (z) C O existiert.
(&VreO:Je=¢c(x)>0:U:(x) CO)

2. A C M heift abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

Man setzt sinnvollerweise, dass die leere Menge offen ist (da ,fiir alle Elemente von @ die Bedingung
fiir Elemente offener Mengen erfiillt ist). Achtung: Eine Menge kann sowohl offen als auch abgeschlossen
sein.

Beispiel 4.7

Sei M :=[-1,1]U(2,3] und X :=[-1,1].

X ist offen! (Achtung: Die e-Umgebungen von —1 und 1 in M konnen nur in M liegen.)

Gleichzeitig ist X abgeschlossen, da M \ X = (2, 3] offen ist.

Definition 4.11
Sei (M, d) ein metrischer Raum und B C M.

1. x € M heiftt Haufungspunkt von B, wenn in jeder Umg. von & Punkte y € B liegen mit

y# T
2. y € B heikt innerer Punkt von B, wenn es eine Umgebung U (y) C B gibt.

3. z € M heiftt Randpunkt von B, wenn jede Umg. U (z) Punkte aus B und aus M \ B enthalt.

4. a € B heift isolierter Punkt von B, wenn a kein Haufungspunkt von B ist.
Das heift, es existiert eine Umgebung U (a), sodass gilt: U (a) N B = {a}

Randpunkte und isolierte Punkte von B bilden zusammen die Beriithrungspunkte von B.

Beispiel 4.8
Sei M =R und B ={0}U[1,2].

e Hiufungspunkte: [1,2]
e innere Punkte: (1,2)

Randpunkte: {0, 1,2}

isolierte Punkte: {0}
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Satz 4.12

Eine Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von A zu A gehért.

Beweis
Hinrichtung: Sei A abgeschlossen und x ¢ A. Da A abgeschlossen ist, ist M \ A offen, und da
x € M\ A, existiert ein U(x) C M \ A, also ist U(z) N A leer und z kein Haufungspunkt von B.

Riickrichtung: Mogen alle Haufungspunkte von A zu A gehoren. Ein Punkt z € M \ A ist kein
Héufungspunkt, also existiert ein U(x) mit U(z) NA =@ = U(z) C M \ A. Da fiir jedes x € M \ A
ein solches U (x) existiert, ist M \ A ist offen.

|

Problem: Sind @ und M offen oder abgeschlossen? Wir wissen bereits: M ist offen (folgt aus Definition).
Auflerdem gehoren alle Hiaufungspunkte von M zu M (da nur M betrachtet wird). Also ist M abge-
schlossen. @ ist offen (folgt aus Definition, siche oben). Da M offen ist, ist @ abgeschlossen. Aufgrund
des obigen Satzes setzt man @ als offen und M als abgeschlossen.

Satz 4.13
Sei A C M, z € M. Dann sind dquivalent:

1. z ist Haufungspunkt von A.
2. Jede Umgebung von x enthélt unendlich viele Punkte von A.
3. I(an) CA:an — x,a, #xVn

Beweis
Aus 3. folgt 1.: In jeder Umgebung von z liegen unendlich viele Folgenglieder, also unendlich viele
von x verschiedene Punkte von A. Also ist  ein Haufungspunkt von A.

Aus 1. folgen 2. und 3.: Sei x ein Haufungspunkt von A. Definieren induktiv eine Folge 0 < &, — 0.
Nun definieren wir induktiv eine Folge a,, — a, ay, # an, Ym # n, an, # x Vn, a, € U, N A.

Sei nun U (x) beliebig. Sei €1 > 0 so, dass Ug, (z) C U (z).

Da x ein Haufungspunkt von A ist, Ja; C U, (z) N A, a1 # x.

Seien nun €1 > &9 > ... > ¢, > 0und aq,...,a, gewihlt wie oben gefordert.
Wir wéhlen e,41 und a,4+; wie folgt: Setze ey,41 1= W, ans1 €Uep i NA, apy1 # .

Also gilt €, — 0 und a,, erfiillt alle der geforderten Eigenschaften, insbesondere a,, — x.
Dann sind 2. und zugleich 3. erfiillt, da fiir die unendliche Menge {a, } = {a; : i € N} gilt:
{an} C A, {an} C U (x), {an} C U (2)

Aus 2. folgt 3.: Sei ¢, eine beliebige Folge mit 0 < &, — 0, €1 > g2 > ... > 0. In U, (z) lie-

gen unendlich viele Elemente aus A. Wahle a; € U, (x) N A. Seien nun ay, .. ., a, gewéhlt, mit a; # =,
a; # a; Vi, j.
Ue,., (x) enthilt unendlich viele Elemente aus A = Jan41 € Ue,,, (x) N A, apy1 # 2, ang1 # a; mit

1 <4 <n. Dann ist a,, — x.
[ |
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4.2 Die Topologie des R"

Das Wort ,,Topologie® stammt von den topologischen Rdumen, einer Obermenge der metrischen Réu-
me.

In R” bzw. C" wird durch (z,y) := Z TRy bzw. (z,y) = E Tryk ein Skalarprodukt definiert, das

sogenannte Standardskalarprodukt Jedes Skalarprodukt (d h. eine Abbildung (-, ) : VxV — R (C);
V ist ein beliebiger Vektorraum) hat folgende definierenden Eigenschaften:

e (SP1): (r,z) > 0,=0<«< x =0 (positive Definitheit)
e (SP2): (z,y) = (y,z) (Symmetrie)
o (SP3): (x, a1y1 + aoy2) = a1 (x,y1) + ag (z,y2) (Linearitdt in der 2. Komponente)

Aus (SP2) und (SP3) folgt die konjugierte Linearitat in der 1. Komponente:
(a1m1 + agwe, y) = (y, cax1 + aawe) = on (Y1, ) + oz (Y2, @) = a1 (z, y1) + 02 (2, 42)

Es ist eine Vereinbarung, ob man das Skalarprodukt in der 1. oder 2. Komponente als linear definiert. In
der Physik wird die Linearitét in der 2. Komponente gesetzt (so wie oben), in der Mathematik in der 1.
Komponente. Fiir R” ist das Skalarprodukt in beiden Komponenten linear, da @ = «.

Hat man ein Skalarprodukt (-,-), so wird durch [|z| := (x,xﬁ eine Norm definiert, die durch (-, -)

induzierte Norm. In R" ist also ||z| = /22 + ... + 22, fiir C" gilt |z|| = \/]:):1|2 + ...+ |zn)*. Der
Beweis der Eigenschaften (N1) und (N2) sind einfach, fiir die Dreiecksungleichung benétigt man einen
fundamentalen Satz.

Satz 4.14 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
Fiir jedes Skalarprodunkt (und die induzierte Norm) gilt: |(z,y)| < ||z - ||y|-

n
Speziell gilt fiir R”™ bzw. C™: | > Ty;| < \/]a:1|2 o |ma? \/|y1|2 S P
i=1

Fiir den Beweis siche die Vorlesung iiber Lineare Algebra. Dann zeigt man leicht, dass ||| die Dreiecks-
ungleichung erfiillt.

Beweis

lz+yl* = (@ +y.z+y) = (,2) + (@,9) + @, 2) + (y,9) = (z,2) + (<x,y> + <x,y>) + (Y, y)

(C.S.U.)
2 2 2 2 2
<zlF+ 2Kz, 9+ lyl® < Al=l® + 210l - lyll + llvll” = (=) + llvl)
]

Fiir den néchsten Satz ben6tigen wir folgende Abschétzung in R™ bzw R™. Dabei sei 1 < ¢ < n beliebig
(bei (1) wurde jeder Summand durch das Maximum ersetzt).

i — il < llz —yl =

Zm—ym \/n max [og — il = v max o -l ()
1<i<n

Satz 4.15

n
Die Réume R™ und C” sind bzgl. der induz. Metrik d(z,y) = ||z — y|| = /> |z — yi|* vollsténdig.

=1
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Beweis Hier aus Platzgriinden nur fiir R” (der Beweis fiir C™ lauft vollig analog).
Sei (a:(k)) eine Cauchyfolge. (:z:(k)) = (xgk), e ,x%k)) und Ve > 0 : dng : Hx(k) — x(l)H <eVk,l>ng

Anwendung von (x) (linke Seite): ‘xz(k) — xz(»l)’ < Hx(k) - :L‘(Z)H <eVk,l>np,1<i<n
(k)

i

) eine Cauchyfolge in RVi=1,...,n.
(k)

%

Also ist die Koordinatenfolge (a:

Da R vollstéandig ist, dx; = lim z; . Also ist jede Koordinatenfolge konvergent.

k—o0
Sei & = (x1,...,2,). Wir zeigen ) — 2 in R”. Benutze (*) (rechte Seite):
0< [2® —af <vi  max [zl —m| —0=[o® —z] 0=2® —o

Maximum von n Nullfolgen

Folgerung 4.16
FEine Folge (a:(k)) aus dem R"™/C" konvergiert genau dann gegen x = (x1,...,,), wenn die Koordi-

natenfolgen (xgk)> gegen z; konvergieren (i = 1,...,n).

Unser néchstes Ziel ist der Satz von Bolzano-Weierstrafs fiir R™.

Satz 4.17 Intervallschachtelung

Sei (I,,) eine Intervallfolge I,, = [an, by] mit I,4+1 C I, und |b, — a,| — 0. Esex. genauein a € () I,.
N—_——

n
Léange von I,

Beweis

L ¢ Iy C I3 C ... = (a,) ist monoton wachsend und (z.B. durch b;) nach oben beschrankt,
(by) ist monoton fallend und (z.B. durch a;) nach unten beschrinkt. Also sind beide Folgen kon-
vergent, d.h. 3lim a,,limb,, und (da b, — a, — 0), ist lima,, = limb,, =: a. Die Existenz folgt aus
an < a < by, Vn = a € I, Vn. Eindeutigkeit (Kurzform): Gebe es zwei Zahlen aM und a(Q), die die
Bedingung des Satzes erfiillen. Dann miisste die Lange aller Intervalle grofer als ‘a(l) — a(2)‘ sein, was
aber ein Widerspruch zur Konvergenz ist.

|
Unter einem abgeschlossenen Quader @ € R™ versteht man Q := {z = (z1,...,2y) 1 a; < x; < b;, i=1,...
Dabei sind die a; und b; fest vorgegeben. Das heifst mit I; := [a;,b;]: Q = Iy X ... X I,.
n
Der Durchmesser des Quaders sei die Lénge der Raumdiagonale: d (Q) := , /> (b; — a;)?
i=1
Satz 4.18 Quaderschachtelung

Eine Quaderschachtelung ist eine Folge Q®) von Quadern mit Q1) ¢ Q*) Vk und d (Q(k)) — 0.
Dann existiert genau ein 2° € R” mit 20 € Q).
k

Beweis
Eindeutigkeit einfach. Zeigen Existenz. Aus den Voraussetzungen folgt:
Die IZ-(k) mit Ii(k) = {a: eER: agk) <z < bgk)} , ©=1,...,n bilden eine Intervallschachtelung.

Das heift, es existiert genau ein z¥ mit 29 € N Ii(k) =20 = (x(l), .. ,xg) eNQ®™.
k k
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Satz 4.19 Satz von Bolzano-Weierstrafs in R™
Jede unendliche beschrankte Menge B C R"™ besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis

Benutze die sogenannte ,,Lowenfangmethode® (der Einfachheit halber hier nur fiir R?).

B ist beschriinkt, also existiert ein Quadrat Q) mit B ¢ QM. Wir vierteilen nun Q") und erhalten
vier gleichgrofe Teilquadrate. Da B unendlich ist, existiert (mindestens) ein Teilquadrat, dass unend-
lich viele Elemente aus B enthilt. Dieses sei Q@). Q® wird wiederum geviertelt und so weiter.

Auf diese Weise erhalten wir eine Quadratschachtelung QY > Q® > Q®) 5 ... mit

d(QW) =3d(Q* V) =... = F25d (QW) — 0.

Nach Satz 4.18 existiert genau ein 20 € Q™. Zu zeigen: 20 ist ein Haufungspunkt.

k
Sei Ug (:zo) die e-Umgebung von z°. Da d (Q(k)) — 0, existiert ein kg mit Q*0) ¢ UL, (330). Die linke
Menge, und dadurch die rechte Menge, enthlt unendlich viele Elemente aus B. Also ist 2% Haufungs-
punkt von B.
]

Mit der gleichen Methode zeigt man:
Satz 4.20

Sei (by,) eine beschriankte Folge aus R™. Dann besitzt (by,) eine konvergente Teilfolge.

Die Séatze 4.19 und 4.20 gelten auch in C™.

4.3 Kompaktheit

Definition 4.21

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
e Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge A C M versteht man eine Familie (unendlich

grofie Menge von Mengen) O von offenen Mengen O mit A C |J O.
0e0

e Man sagt: O enthélt eine endliche Teiliiberdeckung Oy,...,0, € O, wenn gilt: A C |J O;
i=1

1=

Definition 4.22
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Menge K C M heifit

e kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

o folgenkompakt, wenn jede Folge (x,) C K eine Teilfolge (x,,) enthdlt mit klim Zn, € K.
—00

In den Anwendungen bestehen die Teilmengen der offenen Uberdeckungen hiufig als Umgebungen (spe-
zieller Art) der Punkte aus K.
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Beispiel 4.9

A = (0,1] C R ist nicht kompakt. Zum Beweis muss eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung
D A gefunden werden. Hier ist die Kreativitdt grenzenlos.

Sei O = {(%, 2) , (i, %) , (%, 1) mit n = 2,3,4,.. } Diese offene Uberdeckung von M enthilt keine endliche
Teiliiberdeckung D A.

Beispiel 4.10
B = [0,1] C R ist kompakt. Den Beweis fiihrt man per Widerspruch: Angenommen, B sei nicht kompakt.

Dann existiert eine offene Uberdeckung O, die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Halbiere B zu [0, %]
und [%, 1], eines dieser Teilintervalle ldsst sich nicht durch endlich viele Mengen aus O iiberdecken, dieses
sei I . I} wird wiederum halbiert und I gewéhlt und so weiter. Es entsteht eine Intervallschachtelung (1)
aus abgeschlossenen Intervallen mit [(I,) = 27" und kein I,, lasst sich durch endlich viele Mengen aus O
iiberdecken. Wegen Satz 4.17 existiert genau ein = € I, Vn. Natiirlich existiert ein O € O mit x € O. Da O
offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (x—e, z+¢) C O. Wahle n so grok, dass 27" < e, dann ist I,, C (z—e,z+¢) C O.
Also wird I,, sogar von nur einer Menge aus O iiberdeckt: Widerspruch!

Beispiel 4.11
A = (0,1] C R ist nicht folgenkompakt. Zum Beispiel hat (a,) = (%) keine in I konvergente Teilfolge.

Beispiel 4.12

B = [0,1] C R ist folgenkompakt. Sei (z,) C [0,1] beliebig. Dann (Satz B-WS) existiert eine konvergente
Teilfolge (2, ), also z,, — ¢ € R =z € H (z,) = [0,1] (da [0, 1] abgeschlossen).

Beispiel 4.13

R ist nicht kompakt (obgleich abgeschlossen). Betrachte die Mengenfamilie (n — %,n + %) Vn € Z. Diese
iiberdeckt R, enthélt jedoch keine endliche Teiliiberdeckung von R.

Satz 4.23

Jede kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes ist beschrankt und abgeschlossen.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht (unbedingt).

Beweis

Beschranktheit:

Betrachte die offene Uberdeckung U = {U (z) :x € K}y ={{y € M :d(z,y) < 1}:2 € K} von K. K
ist kompakt, also existieren endlich viele x1, ..., 2z, mit Uy (1) U...U Uy (z,) D K.

Sei nun y € M fest und ¢ := max{d (y,x1),...,d (y,x,)}. Eine Kugel um y mit dem Radius ¢ umbhiillt
alle z;. Eine Kugel um y mit einem Radius r > ¢ 4+ 1 umbhiillt die 1-Umgebungen aller x; und damit
auch die Menge K, d.h. U, (y) C K = K ist beschrénkt.

Abgeschlossenheit: Angenommen, es existiert ein Haufungspunkt x ¢ K von K. Zu jedem y € K
existieren offene Umgebungen U (y) (Umgebung um y), V;, (z) (Umgebung um z) mit U (y)NV, (z) = @.
Die Menge aller U (y) ist eine offene Uberdeckung von K.

n
Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, also existieren y1, ..., y, mit K € |J U (y;).
i=1

n
Betrachte die zugehorigen Umg. V, (z) (1,...,n) =V := () V,, (z) ist eine offene Umg. von x.
i=1
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Esgilt: VNU (y;) =@Vi=1,...,n=VnN (UU(yJ) =g = VNK =2 = Widerspruch = Jeder
=1

N———
DK
Haufungspunkt von K ist Element von K. = K ist abgeschlossen.
|

Satz 4.24
Jede unendliche Teilmenge B eines kompakten metrischen Raumes (M, d) besitzt einen Haufungs-
punkt.
Beweis

Angenommen, B hat keinen Haufungspunkt, d.h. z € M existiert eine Umgebung U (z) mit U (z)NB =
@ oder U (z) N B = {x}. Dann ist {U (z) : € M} eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung U (z1),...,U (zy,) von M.

m m
B=BnNM = Bﬂ( U (xz)> =U BNU(x;)) CA{z1,...,xn} = Bistendlich = Widerspruch
i=1 =1 S———

entweder @ oder {z;}

Satz 4.25

Sei (M, d) ein metrischer Raum und K C M. Dann ist K genau dann kompakt, wenn K folgenkompakt
ist. (Also fallen in metrischen Rdumen beide Kompaktheitsbegriffe zusammen.)

Beweis

,Folgenkompaktheit = Kompaktheit* ist schwierig (siehe Literatur). Kompaktheit = Folgenkom-
paktheit: Sei (z,,) C K (soll heifen: =, € K ¥n € N). Wenn {x,} endlich ist, ist es einfach, aus (z,)
eine in K konvergente Teilfolge auszuwéhlen, denn ein x,, muss in (z,) unendlich oft vorkommen.
Wihle als Teilfolge dann einfach die konstante Teilfolge (x,, ) mit z,, = zp, Vk.

Sei nun {z,} unendlich. Nach Satz 4.24, angewendet auf den komplexen Raum (K, d), existiert ein
Haufungs-punkt = von (x,). Damit existiert eine Folge (y,) aus Elementen von {z,} mit y, — z.
(Beachte: Die y sind irgendwelche der z.) Jetzt muss man sich noch iiberlegen (durch Betrachten der
Indizes, wie man (y,) als Teilfolge von (x,) wihlen kann. Da K abgeschlossen (als kompakte Teilmen-
ge), muss z € K sein.

[

Die fiir uns wichtigste Charakterisierung kompakter Mengen aus R"™ bzw. C™ enthélt der...

Satz 4.26

Eine Teilmenge A C R™ (bzw. C™) ist genau dann kompakt, wenn sie beschréankt und abgeschlossen
ist.

Beweis

Die Hin-Richtung folgt aus Satz 4.23, die Riick-Richtung der Aquivalenz ist der Satz von Bolzano-
Weierstrafs (unendlich beschrankt = 3 Haufungspunkt (abzgfs.c ?%Oszsfn) kompakt).
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5 Stetigkeit

5.1 Begriff der Stetigkeit

Aus der Schule ist Stetigkeit wie folgt bekannt.

1. Sei f: D(f) — R eine Funktion. f heifit in zg € D(f) stetig, wenn gilt:
Ve >0:30 =6(e,xz0) : Vo € D(f), |z — 20| <0 :|f(x) — flxo)| <€
2. f heifst in zy € D(f) stetig, wenn gilt: V(z,,) C D(f),xn — xo : f(xn) — f(z0)
3. ,Grenzwert = Funktionswert®, d.h. ,, lim f(z) = f(zo)* (basiert auf 1. und 2.)
T—xQ

Wir definieren Stetigkeit allgemein wie folgt:

Definition 5.1 Stetigkeit

Sei f eine Abbildung des metrischen Raumes (X, ¢) in den metrischen Raum (Y, o). f heilt stetig in
xo € X, wenn zu jeder Umgebung V' von f(z() eine Umgebung U von z( gibt mit f(U) C V. Kurz:

VYV (f(w0)) : 3U(z0) : f(U(z0)) C V(f(20))

f heifit auf X stetig, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.

1. Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft (Punkteigenschaft) einer Abbildung.

2. In Definition 5.1 ist automatisch D(f) = X. Wir werden spéter D(f) & X betrachten. (Dabei sind
nur unwesentliche Modifikationen nétig.)

3. Denkt man an die Definition der Umgebung eines Punktes (d.h. W ist Umgebung von z < W
enthélt eine gewisse Kugel um z), erhélt man die folgende dquivalente Definition.

Satz 5.2

Eine Abbildung f: X — Y (X,Y wie in 5.1) ist genau dann in x stetig, wenn gilt:
Ve >0:30 =6d(e,z9) > 0:Va € D(f) : [o(x,z0) < 0 = o(f(z), f(xg)) < €]

Satz 5.3
Eine Abbildung f: X — Y (X,Y wie in 5.1) ist genau dann in zq stetig, wenn x,, — xg = f(z,) —

f(xo)
Das heift: f in zg stetig < [o(zo,2n) — 0 = o(f(x0), f(xn)) — O]

Beweis

Hin-Richtung: (Sei f im Sinne von 5.1 definiert.) Sei V' eine beliebige Umgebung von f(zp) und U
eine solche Umgebung von g, dass gilt: f(U) C V. Sei z, — xo = Ing : x, € U Vn > nog = f(z,) €
Vvn >ng = f(z,) — f(xo)

Riick-Richtung: Moge gelten: xz, — xo = f(z,) — f(z0). Angenommen, f sei nicht stetig in xg.
Dann existiert eine Umgebung V' von f(z), fiir die fir alle Umgebungen U von zg gilt: f(U) ¢ V.
Betrachte Vn die spezielle Umgebung U% (xo) = f (U% (xo)) ¢V,dh.Vn: 3z, € U% (xo) : f(zp) ¢ V.
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Also hat z,, die Eigenschaft z,, — xq, aber f(z,) ¢ V Vn = f(z,) /4 f(xo) = Widerspruch

Satz 5.4
f: X — Y ist genau dann stetig, wenn das Urbild offener (abgeschl.) Mengen offen (abgeschl.) ist.

Unter stetigen Abbildungen muss das Bild einer offenen (abgeschl.) Menge nicht offen (abgeschl.) sein.
Beispiel 5.1

Sei yo € Y fest. Betrachte f(x) := yo Vo € X. Die Menge {yo} ist stets abgeschlossen, jedoch bilden auch
offene Mengen O C X in {zo} ab.

Wir werden nun einige Funktionen auf Stetigkeit untersuchen.

Beispiel 5.2

f:R—=R, f(z) = 2? ist stetig fiir alle z € R (analog in C).
Beweis mit der Folgencharakterisierung: z,, — xg = o, - ¥, — T¢ - To & T2 — 13

Beispiel 5.3

-1 <0
f:R=R, f(z)= ) z> 0 ist stetig fiir alle z € R\ {0}. Fiir z = 0: (z,,) = (1,—1,%,—%, %,—%,...) — 0,

aber (f(zn)) = (1,-1,1,-1,...)

Beispiel 5.4 Dirichlet-Funktion

1 €
T R=R, f(x)= veQ ist in keinem Punkt stetig.
0 zeR\Q
Sei zy € R beliebig, wihle (z.B.) € = 1. Dann existiert kein § mit |z — z¢| < § = [f(z) — f(zo)| < 3, denn:

Sei z rational, dann liegt in jeder Umgebung Us(z) ein irrationales  mit |f(z) — f(zo)| = 1 £ 1. Analog

fir irrationale xg.

Beispiel 5.5

Sei f : R™ — RF mit m,k € N beliebig. Diese Abbildung hat die Gestalt f = (fi,..., fx) mit den Ko-
ordinatenfunktionen f; : R™ — R, ¢ = 1,...,k. Sei « = (z1,...,Zy) und y = (y1,...,yx). Dann ist
f(l‘) = (fl(xla'"7xTn)7"'7fk(z13"'axm)) = (yla"-ayk)'
2 + 19
Sei zum Beispiel m = 2, k = 3, f(x1,22) = |sinx; -tanzy | = (y1,y2,y3). Stetigkeit in einem Punkt
a3 )7
z©) = (:c(lo),xéo)) € D(f) heit: Fiir jede Folge (z(™) C D(f) mit (™ — 2@ gilt f(z™) — f(z(©). Aus-

fiihrlich:
(n) (0)

Ty Ty
z™ = xé") — 2 = xéo) & acgn) — xl(-o), i =1,...,n (koordinatenweise Konvergenz; Standardme-
) )
3 3
trik!).
Daraus muss folgen:
A, ) AE” )
flatm) = : — f@) = : & f@V, . al)) = f” ),
Fr@f, ) Fr@®, 2

it =1,...,n (wiederum koordinatenweise Konvergenz).




5.2 Grenzwerte von Funktionen und Abbildungen Seite 57

Satz 5.5

Eine Abbildung f : R™ — R* ist genau dann in z(©) stetig, wenn alle Koordinationenfunktionen
fio- .., fr in 29 stetig sind.

Spezialfall: Lineare Abbildungen f : R™ — R* sind immer V2 € R™ stetig.

Beispiel 5.6 Stetigkeit von Potenzreihen

oo}

Sei f(2):= 3 anl|z —al|", 2 € Uy(a) (offener Konvergenzkreis)

Dann gilt: f_ist stetig Vz € U,(a) = D(f). Mit Lemma 3.49 ist ein Spezialfall schon gezeigt: Wenn z,, — a,

dann f(z,) — f(a) = ao.
Der allgemeine Fall wird nicht hier bewiesen, sondern fillt spéter bei einem Fundamentalsatz ab (sieche gleich-

méfige Konvergenz).

1. Seijetzt f: X — Y, aber D(f) & X. Was bedeutet Stetigkeit in zg € D(f)?
Es andert insofern nichts, als D(f) wieder ein metrischer Raum ist und f : D(f) — Y auf Stetigkeit
untersucht wird. Wichtige Ubung: Formulieren Sie den Stetigkeitsbegriff fiir diesen Fall. Zum Beispiel
fiir Folgen: Sei x9 € D(f) und (x,) C D(f). z, — xo = f(zn) — f(x0).

2. Beachte: Jedes f ist in jedem isolierten Punkt xy des Definitionsbereiches stetig, da die einzigen
Folgen (x,) C D(f) mit x,, — x¢ diejenigen sind, fiir die ab einem N € N gilt: z,, = 2o Vn > N.

Bsp.: f(z) = ; ii ?3’}2]

5.2 Grenzwerte von Funktionen und Abbildungen

Sei f: D(f) C X — Y stetig und zo ¢ D(f). Kann man f(zo) so zusitzlich definieren, dass die
entstehende Abbildung in zg stetig wird. Genauer: Definiere eine Abbildung f so, dass sie stetig ist

und gilt: f(z) = {f(x) i ilx)o(f)

Im einfachsten Falle ist z ein isolierter Punkt von D(f)u {acg}, d.h. es existiert eine Umgebung U ()

mit U(z) N D(f) = @. Setze f(xg) = yo € Y beliebig, da f wie bereits gesehen auf jeden Fall in xg
stetig ist.

Schwieriger ist es, wenn g Haufungspunkt von D(f) ist. Dann muss man garantieren:
V(zn) C D(f),xn — x0 : f(2n) — yo flir ein festes yo.

Beispiel 5.7

L f(z) =22 2,=0
2. f(z)=sinl 2p=0

3. f(xvy) = %a (-r07y0) = (070)

Unabhéngig von der obigen Fortsetzungsproblematik definieren wir:

Definition 5.6
Seien (X, ¢) und (Y, o) metrische Réaume, f : D(f) C X — Y und z¢ ein Haufungspunkt von D(f).
Man sagt, f hat in zy den Grenzwert y, wenn gilt: V(z,,) C D(f),xzn — zo : f(zn) — y
Notation: leITIlO f(x) =y oder ausfiihrlich zlirilo flx)=y
2€D(f)
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Beispiel 5.8

Sei f(z) = sini. Existiert hr% sin 1?7 Durch geeignete Wahl von Folgen (z,,) mit z,, — z¢ findet man zum

Beispiel:

. (f (:;;53))) 1,1,1,1,...) — 1
. (f (xﬁ?’)) —(~1,-1,-1,-1,...) — —1

° (f (ng’))) =(1,-1,1,—1,...) ist divergent

Wie man sofort sieht, existiert lim sin - L nicht. Also ist f an = 0 nicht stetig ergénzbar.

Tr—

Satz 5.7

Es liege die in Definition 5.6 beschriebene Situation vor. Dann gilt:

e Wenn der Grenzwert lin}) f(z) existiert, ist er eindeutig bestimmt.
r—

o lim f(x) = y < Fir alle Umgebungen V(y) existiert eine Umgebung U(zp) mit f(z) €
T—T0

V(y) Vo € U(zo) N D(f)
Mit anderen Worten: Ve > 0:36 > 0:Vz € D(f) : o(x,x0) < = o(f(z), f(y)) <e

e Seixg € D(f)und 29 € H (D(f)). Dann ist f in xg genau dann stetig, wenn lim f(z) = f(xo).

T—x0

Ubung: Beweisen Sie diesen Satz (mit Blick auf die verschiedenen Formulierungen von Stetigkeit)!

Die eingangs formulierte Fortsetzungsproblematik hat folgende Lésung:

Sei zg ¢ D(f), 2 € H(D(f)) und lim f(z) =: y, dann ist f def. durch f(z) = {f(a:) re D(f).

T—T0 Y T = X
Beispiel 5.9
Sei f(z) = ¥22 und wo. Mit sine = — & + & — .. ist f(z) =1— %+%—
Also ist hr% sinz — (man beachte die Stetigkeit der Potenzreihe in zp =0) =1—-0+0—...=1.
~ flx) e D(f
. Fa) = { () ()
Y T = Zo
Beispiel 5.10
Sei f(z,y) = 47 und (2o,90) = (0,0). Betrachte die folgenden Nullfolgen:
1 11 1.0 1.1 11
= GOt =) = ) =4 2 =0 OO = 5 =5 7

Da der Grenzwert ( %nn( : f(z,y) nicht existiert, kann f nicht stetig ergénzt werden.
z,y)—(0,0
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5.3 Eigenschaften stetiger Funktionen und Abbildungen

Satz 5.8

Sei X ein metrischer Raum. Mit C'(X) (algebraischer Teil) bezeichnen wir die Menge aller stetigen
Funktionen aus X mit Werten aus K (d.h. R oder C).

1. C(X) ist eine Algebra, d.h. C'(X) ist ein Vektorraum iiber K und ein Ring. Mit anderen Worten,
fir f,g e C(X) und o, € K gilt: af + g € C(X) A f-g € C(X), es gelten Assoziativ- und
Kommutativgesetze (auch fiir die Multiplikation) sowie das Distributivgesetz.

2. Wenn K = C, gilt f € C(X) & f € C(X). Dabei ist f(z) = f(z) Vz € X.

3. In allen Punkten x € X mit g(x) # 0 ist g stetig.

Dieser Satz gilt auch fiir die Menge aller Funktionen f : Y — K, wobei Y eine beliebige Menge ist.
Stetigkeit wird dabei nicht verlangt (da i.A. keine Metrik vorhanden ist).

Beweis

Trivial: x, — z (xn, 2z € X) = f(zn) — f(2),9(xn) — g(x) Rechenregeln, Behauptung

Grenzwerte

Satz 5.9 Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen
Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen und X,Y, Z metrische Rdume. Ist f in zp und g in
f(zo) stetig, dann ist h := g o f in xg stetig.

Beweis

2n =30 B f(2,) = o) C B g(F(2m) — 9(f(w0)) © h(zn) — hlz0)

Satz 5.10

Sei X ein metrischer Raum, f : X — R stetig und f(zp) > 0. Dann existiert eine Umgebung U (z)
mit f(z) > 0Vz € U(xp).

Beweis

Da f(xo) > 0, existiert eine Umgebung V(f(xg)) mit y > 0 Vy € V(f(xp)). Aufgrund der Stetigkeit

von f existiert eine Umgebung U(zg) mit f(U(xo)) C V(f(zo)). Diese erfiillt die geforderte Bedingung.
]

Eventuell aus der Schule bekannt: Sei f stetig auf [a, b].
1. f beschrankt

2. f hat ein Minimum und ein Maximum (d.h. Inf. und Supr. werden angenommen)

3. f nimmt jeden Wert zwischen Minimum und Maximum an

(oder: f(a) <0, f(b) > 0= 3c€ (a,b): f(c)=0)
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Wir werden die Frage beantworten, welche Eigenschaften von [a, b] diese Beziehungen (fiir stetige f)
implizieren.
Satz 5.11 Stetiges Bild kompakter Mengen

Seien X,Y metrische Rdume, f: X — Y stetig und K C X kompakt. Dann ist f(K) C Y kompakt.
Kurz: Jedes stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt.

Beweis
Sei (yn) C f(K). Zeigen: I(yn,) : Yn, — Yy € f(K). Es ist y, =: f(xy,) mit z,, € K Da K kompakt ist,
I(xp, ) mit x,, — = € K. Da f stetig ist, gilt: f(zy,) — f(x) € f(K). f(xn,) = Yn,

|

Daraus folgen unmittelbar die néchsten beiden Séatze.

Satz 5.12
Sei f: X — Y stetig. Wenn K C X kompakt ist, ist f(K) beschréankt. Spezialfélle:

1. Sei f: K — C stetig. K kompakt = f beschrankt

2. f:[a,b] — R oder C stetig = f beschrinkt

[a, b] ist kompakt. Die Beschranktheit eines Intervalls reicht nicht.
Beispiel: f:(0,1) - R,z — % ist stetig, aber unbeschrénkt.

Satz 5.13

Sei K C X kompakt und f: X — Y stetig. Dann hat f auf K ein Minimum und ein Maximum, das
heifit:

3zo, 71 € K : f(w0) = :glgf(w) = max f(z) A f(z1) = inf f(z) = min f(z)

Beweis

f(K) ist abgeschlossen und beschréankt (weil kompakt C R), also I sup f(z) = yo.
zeK
Da f(K) abgeschlossen ist, ist yp € f(K) = Jzg € K : f(z0) = yo.

Analog fiir Infimum und Minimum.

Maximum und Maximum miissen natiirlich nicht eindeutig sein, d.h. (z.B. fiir das Maximum) es kénnen
mehrere

xél), . ,x(()") € K existieren mit f(;v(()l)) =...= f(mén)) = Y.

Wenn f beschrénkt, aber K nicht kompakt ist, muss kein Maximum oder Minimum existieren.

Beispiel 5.11

f:(0,1) C R,z +— 2z = f hat weder Maximum noch Minimum: f((0,1)) = (0,2)

Aber: inf 2x =0und sup 2z =2.
z€(0,1) z€(0,1)

Definition 5.14

Seien (X, ) und (Y, o) metr. Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifst auf X gleichmé&fig stetig,
wenn gilt: Ve > 0:36 > 0: Ve, 22 € X : o(z1,22) <0 = o(f(z1), f(x2)) <e
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Aus gleichméfiger Stetigkeit folgt Stetigkeit. Also ist die gleichméfige Stetigkeit ein stérkerer Begriff.
Beispiel 5.12

Sei f(x) = I auf [a,b] mit @ > 0 definiert. Dann ist f gleichméRig stetig, denn: Sei & > 0 gegeben.
1f(z1) — flag)| = |+ — L | = =zl — ‘“a;z“‘ = |f(x1) — f(z2)] <&, falls |21 — 23| < § und § = a’e.

1 x2 T1T2

Beispiel 5.13
Betrachte das gleiche f auf (0,1) oder (0,00). Dann ist f nicht gleichméfig stetig.
Angenommen, F wire gleichméifiig stetig. Wahle ¢ = 1. Angenommen, 3§ > 0 : |x;— 23] < & =

|f(z1) — fla2)| < 1.

Wihle x1 = 1%_6 und x5 =

ﬁ. Dann gilt |21 — z2| < 0, aber |f(z1) — f(x2)| = ’M%M‘ =12 >

Satz 5.15

Jede auf einer kompakten Menge (oder einem kompakten metrischen Raum) K definierte stetige
Abbildung f : K — Y ist auf K gleichméfkig stetig.

Beweis
Sei € > 0 gegeben: Vo € K : 36, > 0: f(Us,(x)) C Ug(f(z)). Dann ist {U(si(:n) (x € K}
2
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existieren z1,...,z, € K, sodass die Mengen
Usay (21), ..., Usa, (zn) K bereits iiberdecken. Setze § := min {30y, ..., 0,, }. Betrachte nun belie-
R 2

bige x € K sowie y € Us(x).
Dann ist fiir ein k: z € Ué&vk (zx). Mithin gilt: o(y, zx) < o(y,z) + o(z,2k) < § + 304, < g, also
y € Us,, (zx). Somit gilt Us(x) C Us,, (zx), insbesondere z € Us, (). Das heibt: o(f(z), f(zx)) < 5,
also f(Us(x)) C f(Us,, (zx)) C Us(f(xr)) C Ue(f()).

|

Wir haben bereits zwei der drei bekannten Eigenschaften auf die Kompaktheit zuriickfiihren kénnen.
Die dritte Eigenschaft héngt nicht mit der Kompaktheit von [a, b] zusammen!

Beispiel 5.14

-1 z€[l,2]
1 ze[3,4]
K ist kompakt und f stetig auf K, jedoch nimmt f keine Werte zwischen —1 und 1 an.

Sei K =[1,2]U[3,4] und f(z) =

Die entscheidende Eigenschaft ist der Zusammenhang von D(f) (siehe 12. Ubungsaufgabe).

Satz 5.16

Sei f auf [a,b] stetig, f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder umgekehrt). Dann existiert (mindestens) ein
¢ € (a,b) mit f(c) =0.

Beweis

Sei M := {x; € [a,b] : f(z) < OVz € [a,x1]}. M ist durch b nach oben beschrankt und M # &. Also
Jsup M =: c. Zeigen: f(c) = 0.

Angenommen, f(c) < 0. Nach Satz 5.10 3§ > 0, sodass f im gesamten Intervall (¢ — J, ¢+ d) noch < 0
ist. Also ist f in [a, ¢+ J) negativ, also auch in [a, c+ %], d.h. c+ % eM

= Widerspruch zu ¢ = sup M! Analog fiir f(c) > 0.
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Satz 5.17 Zwischenwertsatz

Sei f auf I = [a, b] stetig (und reellwertig), sei g := ml?f(:r) und G := max f(z).
zE TE

Dann gilt: Vh € [g,G] : 3¢ = ¢(h) : f(c) = h. (Mit anderen Worten: [g, G] C W(f).)

Beweis

Nach 5.13 Jay,b1 € I : f(a1) = g, f(b1) = G. Betrachten f = f|[
Betrachte nun g mit g(z) = f(x) — h. Dann ist g auf [aq, b1] stetig.
=g(a1)=g—h<0,9(b1) =G —h>0firhe (g9,G).

Nach 5.16 existiert ein ¢ € (a1, b1) mit g(c) =0 = f(c) = h.

] (OEdA a; < bl).

a1,b1

Satz 5.18 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei f auf [a,b] streng monoton wachsend und stetig. Dann ist f~! in [f(a), f(b)] streng monoton
wachsend und stetig. (Analog fiir streng monoton fallende f, dann mit [f(b), f(a)].)

Beweis

Da f streng monoton wachsend ist, ist f injektiv, f(a) < f(b), f(a), f(b) € W(f), f(a) = min f und
f(b) = max f. Also ist nach 5.17 W(f) = [f(a), f(b)] = f ist bijektiv von [a, b] auf [f(a), f(b)].
Betrachte nur yo € (f(a), f(b)). (Randpunkte dann analog.) Sei z¢9 € (a,b) mit f(zg) =
(o) C [£(@), £(5)] und g, — o. Zeigen: {1 (yn) — f~(30) = To. Angenommen, > zo.

=y

Das heift, 3¢ > 0, sodass unendlich viele z,,, ¢ (xo—¢,z0+¢). O.E.d.A. z,,, < z9—e. Wegen der Mono-
tonie gilt: yp, = f(zn,) < f(zo—¢) < f(xo) = yo. Widerspruch: y,, — yo, aber y,, < f(zo) — € < yo.
Schrank
chranke

Yo- Sei

5.4 Erweiterung des Stetigkeits- und Grenzwertbegriffes

Definition 5.19
1. f heift im Punkt zo € D(f) (f : D(f) C R — R)
e rechtsseitig stetig, wenn gilt: V(x,,) C D(f),z, > xo und z, — o : f(x,) — f(z0)
o linksseitig stetig, wenn gilt: V(z,) C D(f),zn < o und z,, — xo : f(zn) — f(x0)
2. e Sei xp ein Haufungspunkt der Menge M, (zo) := {z € D(f):x > xo}. f hat in z¢ den
rechtsseitigen Grenzwert A, wenn gilt: V(x,) C M, (o), xn — zo : f(zn) — A.

e Sei zg ein Haufungspunkt der Menge M;(z¢) := {z € D(f) : x < zo}. f hat in xy den
linksseitigen Grenzwert a, wenn gilt: V(z,,) C M;(z0),xn — xo : f(zn) — a.

Man schreibt:  lim f(z) =a, lim f(x)= A.
rz—x0—0 rz—x0+0

Man schreibt  lim Of(x) = f(xo) bei linksseitiger und 1im+0 f(x) = f(xo) bei rechtsseitiger Stetigkeit.
T—To— T—xg

Normalerweise ist D(f) ein Intervall und M;(x) sowie M, (z) damit iiberfliissig.

Wir definieren zwei Prototypen von unendlichen Grenzwerten (alle anderen Varianten analog):
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e lim f(z) =00 Y(z,) C D(f),zn # xo, Ty — x0 : f(xn) — 00

T—T0

e D(f) sei nach oben unbeschrankt: lim f(z) =A< V(z,) C D(f),xn — 00 f(z,) — A

Definition 5.20 Klassifikation der Unstetigkeitsstellen

f sei in einem Haufungspunkt von xy € D(f) unstetig.

1. Wenn lim f(x) = A existiert, nennt man z( eine hebbare Unstetigkeit. Dann kann man f
T—x0

in zo so (re)definieren = f(xg) := A, sodass eine an xg stetige Funktion entsteht.
Wenn 3 lim f(x) = A;, lim f(z) = A, mit A; # A,, dann sagt man, f hat an x( einen
z—x0—0 z—x0+0

Sprung (der Hohe |4; — A,|).
Hebbare Unstetigkeiten und Sprungstellen heiffen Unstetigkeiten erster Art.

2. Wenn lim |f(x)| = oo an der Unstetigkeitsstelle xq ist oder ein einseitiger Grenzwert von zg
xr—x0
nicht existiert, dann heifft xy Unstetigkeit zweiter Art.
Man mochte hidufig das Wachstum zweier Funktionen in einem Punkt oder im Unendlichen verglei-
chen.

Beispiel 5.15

1. Va3 +1 geht schneller — oo als x + 4

2. 3 geht fiir x — 0 schneller — 0 als 3x

3. logz geht fiir t — oo langsamer — oo als z¢ Ve > 0.
4. Va2 +5 =z fiir z — 00

5. sinz ~z firz — 0

Diese Situationen werden durch die Landau-Symbole o ( kleines Oh“) und O (,grofes Oh*) exakt
erfasst.

Definition 5.21 Landau-Symbole
e Gilt fiir Funktionen f,g: lim K@) — 0 bzw. lim 22 = 0 bzw. lim {2 = 0, so schreibt man
gz 9(T) 00 9(T) e )

f(x) = o(g(x)) fir x — xg bzw. £ — o0 bzw. £ — —o0.

e Gilt fiir Funktionen f, g: ’%

fir z < —C fiir ein gewisses C' > 0, so schreibt man f(z) = O(g(z)) fir  — xg bzw. z — o

< K in einer (kleinen) Umgebung von g bzw. fir x > C bzw.

bzw. £ — —o0.

Dabei sollen f, g immer dort definiert sein, wo die entsprechenden Ausdriicke betrachtet werden.

Beispiel 5.16

1. z+4=0(a3+1) fir v — oo (d.h. “;,gil — 0 fir z — o0)

2. 23 = o(3z) fiir + — 0 (d.h. g—j = 12? — 0 fiir  — 0)

3. logx = o(z€) fir x — 00,¢ >0

4. Va2 +5=0(z) fir z — oo (d.h. 7%%:1/1—1—;—2%1@‘,/1—%%%

5. sinz = O(z) fiir # — 0 (d.h. 22 in der Nihe von z = 0 beschrénkt)
6. sinz = O(1) fir x — oo (d.h. sinx auf R beschrénkt)

<K,z>C(C)
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6 Differentialrechnung

6.1 Der Begriff der Ableitung

Definition 6.1
Wir betrachten f: D(f) C R — R.

1. f heifst in 29 € D(f) differenzierbar, wenn gilt:

. flwo+h)— flwo) .. = flx)=flzo)
3 };ngé A = %1;%:()) I [ (o) (6.1)

Man nennt f’(zp) Ableitung von f in xy und schreibt auch %(mo). Wenn f Vag € A C D(f)
differenzierbar ist, so heifst f in A differenzierbar.

2. Wenn lim [@=/(0) _. f{(zo) bzw. lim fa)=f(@o) _, fl(xo) existiert, heiflt f an zg

x—mwo—0  TTTO0 x—mzo+0  TTTO
linksseitig bzw. rechtsseitig differenzierbar.

Die Differenzierbarkeit ist wie die Stetigkeit eine lokale Figenschaft.
f ist differenzierbar < f ist links- und rechtsseitig differenzierbar und f](xo) = f/(z0) (=: f'(z0))

Beispiel 6.1

f@oth)=f(zo) _ (zoth)"—wp _ (1)a5""h(5)ag A%+ +(5)h"
h - h -

Sei f(z) = 2" = f'(x0) = nl‘g_l. Beweis: o

=nzy '+ (Z) R R (Z) R

—0

Beispiel 6.2
Sei f(x) = |z|. Fiir alle z # 0 ist f natiirlich differenzierbar, fiir = 0 jedoch nicht:
[ -y _ o J1 =040
h 4 1 h—0-0
= f1(0) =1, f/(0) = —1 = f’(0) existiert nicht.

Im Hinblick auf Ableitungen von f : R™ — R™ ist folgende Umformulierung der Differenzierbarkeit
niitzlich:

lim f(@) = fwo) _ F(z0) = f(x) = f(xo) — f'(20) - (x — w0)

T—T0 T — g r — X0

— 0 fir x — xg
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Satz 6.2 Weierstrafl’sche Zerlegungsformel

Eine Funktion f ist in ¢ genau dann differenzierbar, wenn eine Zahl a = a(x() existiert mit:

f(x) = f(zo) +a- (x —x0) + r(x,z0) (6.2)
mit r(x,z9) = o(x — xp), d.h. lim %ig) =0 (6.3).
T—T0
a ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt: a = f’(x).

Beweis
Hin-Richtung (f stetig = (6.2,6.3)): Siehe oben mit r(x,z0) = f(x) — f(x0) — f'(z0)(z — x0).
Riick-Richtung: Wenn (6.2,6.3) gelten, dann: %ﬁémo) =a+ %ﬁg) —a fir x — x9

e Die durch die Gleichung y = f(xg)+a(z—x0) bestimmte Gerade heift Tangente an den Graphen
von f im Punkt (zg, f(x0)).

e Ein wesentlicher Gesichtspunkt bei (6.2) besteht darin, a nicht als Zahl anzusehen, sondern als
lineare Abbildung von R nach R zu betrachten.

Satz 6.3 Differenziationsregeln

Seien f, g in xq differenzierbar, A\, u € R (bzw. C).
1. Af 4 pg ist in zq differenzierbar, (Af + pg)' (xo) = Af'(x0) + pg’(xo)

2. Produktregel: f - g ist in z¢ differenzierbar, (f - g)'(x0) = f'(z0) - g(x0) + f(x0) - ¢ (x0)

/ / ’
3. Quotientenregel: 5 ist in ¢ differenzierbar < g(xg) # 0, (g) (xo) = ! (IO)'g(xg();)J)cho)'g (z0)

4. Kettenregel: Ist f in g und F in yo = f(z¢) differenzierbar, dann ist F'o f in z( differenzierbar,

(Fo f)(w0) = F'(y0) - f'(z0) = F'(f(20)) - f'(20)-

5. Ableitung der Umkehrfunktion: Sei f stetig und streng monoton in I = (a,b), d.h. f~lexistiert,
ist stetig und monoton. Wenn fiir ein x¢ € I die Ableitung f’(z¢) existiert und f’(zo) # 0 ist,
dann ist f~! in yo = f(xo) differenzierbar und es gilt: (f~1) (yo) = f/(lzo) = f’(f*ll(yo))

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Die Beweise sind zum Teil Ubungsaufgaben und auf jeden
Fall aus der Schule bekannt.

Aus den Punkten 1 und 2 folgt: Die auf (a, ) differenzierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum und
eine Algebra.

Beispiel 6.3 Kettenregel
Sei F(y) =siny und f(z) = 23, also (F o f)(x) = sinz3. Dann ist (F o f)(x) = (sina?®) = cosx? - 322.

Beispiel 6.4 Umkehrfunktion

Sei f(x) = e*, also f~1(y) = logy. Da f'(z) = e, ist (logy)’ = (f ) () = 7rerroyy = sy = -

Vorsicht: Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion kénnte man wie folgt herleiten.

y = F(F ()~ — ) (P ) = (Y () = )
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Dabei geht man aber filschlicherweise von der Differenzierbarkeit von f~! aus. Trotzdem eignet sich
diese Bezichung als Merkhilfe.

Wir definieren zusétzlich zur ersten Ableitung hohere Ableitungen: Wenn f in U(xg) differenzierbar,
dann ist f'(z) in U(xg) erkldrt. Wenn f’ in xq differenzierbar, dann heift (f') (z0) =: f"(z0) =:
F@®(z) = . & f(:no) 2. Ableitung von f an xg. Analog wird induktiv die n-te Ableitung f(” = ng{( 0)
erklart.

Nun soll f/(z) fir f: R™ — R"™ erkldrt werden. Dazu benétigen wir die folgende Definition.

Definition 6.4 Partielle Ableitung
Sei G C R™ offen, f : G — R eine gegebene Funktion und 2% = (29,...,29) € G. Wenn

= e f(=9,... ,x%_l,.r? + h,x?ﬂ, ey @) = f(@Y, 2] 1))
h—0 h ’

heifit fan 20 partiell nach x; differenzierbar und A heift partielle Ableitung von f nach z; an 2%: A =

HL(2°%) = Dy f(a0) = 01 f(a°) = fu,(2°)

(Das heifst, der obige Grenzwert wird ldngs der I-ten Koordinatenachse betrachtet.)

Um 7 in der Praxis zu berechnen, wird nach x; so abgeleitet, als wire f nur eine Funktion von z;.

Die anderen Variablen werden wie Parameter behandelt. Hohere partielle Ableitungen werden wiederum
induktiv als partielle Ableitungen partieller Ableitungen erklért.

Beispiel 6.5

flx1,20) = @1 - cos(xy - @2) + 21, = (x1,22)

gjl (x1,22) = cos(z1x2) + @1 - (—sin(x1x2)) - 2 + 1 = cos(x1x2) — x1x2 - sin(xi29) + 1

gx’; (71, 22) = —2% sin(x122)

Hohere partielle Ableitungen werden nun in offensichtlicher Weise erklart. Zum Beispiel:

P ey = 2 (2 (2 F)) 1)
Ox90x? b2 Oz \ Ox1 \ 011 12

Beispiel 6.6

Sei f(x1,x2) = x1€*2

Erste partielle Ableitungen von f: %(1’1,.7}2) = %2 g;; (x1,22) = x1€™
2 2
Zweite partielle Ableitungen von f: ng(xl’ 22) =0 gxf (x1,20) = x1€™2
Gemischte zweite partielle Ableitungen von f:
a2 d 3 a2 d )
s (@1, 32) = 52 (2) (@1,22) = €2 gy (1,22) = 525 (2L) (@1,22) = €2
Satz 6.5 Satz von Schwarz

Seien f : G — R sowie k und [ so, dass die zweiten partiellen Ableitungen 89228]; = Bf:gxl fiir alle
x € G existieren und stetig sind. Dann sind beide Ableitungen in ganz G gleich. (Analog fiir hohere
Ableitungen.)

(Kurz: Es kommt auf Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht an!)

Sprechweisen und Bezeichnungen:
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e Sei G C R™ offen. Dann heiflt f : G — R in G stetig differenzierbar, wenn alle ersten partiellen
Ableitungen von f existieren und in G stetig sind. f heiftt in G k-mal stetig differenzierbar,
wenn alle partiellen Ableitungen bis einschlieflich k-ter Ordnung in G existieren und stetig sind.

e Der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen in G heift C*(G).

Definition 6.6 Ableitung

Sei G € R™ offen und f : G — R". f heifit in 2° € G (total) differenzierbar, wenn eine lineare
Abbildung A = A(z°) : R™ — R existiert, so dass lim 1 (’”[}*’"‘)[hﬁf’fo)‘f‘h” —0 (64)

A(zY) =: Df(2") =: df(2°) =: f'(2°) heit (Fréchet-) Ableitung oder totales Differential von f
an z°. f heift in G differenzierbar, wenn f an allen z° € G differenzierbar ist.

Im linken Term sind h, o0 € R™, rechts ist 0 € R. Die Norm im Zahler ist eine Funktion R” — R, die
Norm im Nenner bildet R™ — R ab. Beachte: h muss so klein sein, dass 2° + h € G. Das ist méglich,
da G offen ist.

Es folgen einige dquivalente Formulierungen zur Differenzierbarkeit (vgl. Gleichung 6.2):

f ist in 2¥ genau dann differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung A : R™ — R” gibt mit

[/ (z) = f(2°) — A(z — 2°)]

lim Iz — 2] =0 (6.4a)
bzw. f(z) = f(z°) + A(z — 2°) + r(z, 2°) (6.4b)

wobei r(z,2%) € R",r(z,2°) = O(Hx —2%)) fir z — 2% d.h. lim Tf"’_ig) =o€ R™

oo Te=a]
Mit h: f(z° + h) = f(2°) + Ah 4 r(h),r(h) = o(||h]]) (h — 0)

f@) = f@a®) — Az —a%) _ r(z,2")

[l — 2| [l — 2]
Manchmal ist es giinstig, zu schreiben: r(z,2%) =: ||z — 2°||- R(z, 2°) mit R(z,2°) € R" und R(z,2°) —
ofirxz — 20  (6.5).
Satz 6.7

1. Wenn f an 20 differenzierbar ist, ist f an 20 stetig.
2. Wenn f an 2° differenzierbar ist, ist die Ableitung f’(2°) eindeutig bestimmt.

Beweis

1. Eine Ubungsaufgabe war: Jede lineare Abbildung B : R™ — R™ ist Va € R™ stetig (x).

fx) — f(:vo) = (6.4b,6.5) = A(x — xo) + Ha: — .CEOH ‘R(x,xo) — 0 fiir z — 2°

=Ax—Az0——0
(*)

2. wird aus den folgenden Betrachtungen zur Berechnung von f’(x°) folgen.

Wie bestimmt man f/(2%)? Wir suchen bzgl. der Standardbasis e; = (0,...,0,1,0,...,0) in R™ und
R™ die zugehdrige Matrixdarstellung f/(2°) = A = (ai;), 4,5 =1,...,n.
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Dazu benutze (6.4b) in der Formulierung mit h:

fl fl(xo + h) _ fl(xO) ];1 aljhj
f=1:1=7f"+n)-f=" = : = Ah+r(h) = : +7(h) (6.6)
fn S (@ + h) — f(29) i anih;
j=1

Dividiere (6.6) durch ||A]| und beachte: % — 0 fiir ~ — 0. Dann ergibt sich fiir die k-te Komponente:

1
Tl fe(z® + h) — Zak] i| =0

Wihle nun spezielles h — 0: h:=t - ¢;, also ||h|| = |t| (h — 0 langs I-ter Koordinatenachse).

|1‘ [fk(x + ter) — fk(l’o) - akzt] —0firt—20

1
~ n [fk:(370 +teg) — fk(xo) — aklt} —0firt—0

fk(as(l),...,:v?—&—t ..... zgn)—fk(;v?,...,xm) _ %(1‘0)

Mit allen Koordinaten: ay; = }iH(l)

Satz 6.8
Sei G C R™ offen und f : G — R" in 2° € @ differenzierbar. Dann existieren alle partiellen

Ableitungen 6%( 9) und bzgl. der Standardbasen in R™ bzw. R™ gilt

@) N O (fis- o i)
DfG") = /e = | : | = () = gt e e
%(1‘0) ggﬁ(ﬂfo) l g o oo o @B

Die obige Matrix heift Jacobi-Matrix von f an 2. Eine weitere Bezeichnung: det D(f(2?))
D(f1,..,fn)

D(1,...5m,)

Die Herleitung dieses Satzes zeigt auch die Eindeutigkeit der Ableitung A von f an z".
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Beispiel 6.7 Spezialfille

1. m=n=1= f:R — R = iibliche Ableitung

2. m = 1,n beliebig. Da partielle Ableitungen bei Funktionen einer Variable mit iiblichen Ableitungen
zusammenfallen, ergibt sich:

fi(@) fi()
= | =r@=] :

fn(2) falx)

Anwendung: Spéter werden wir Abbildungen (a,b) > t — z(t) € R™ als Kurve in R™ denken. Die
Ableitung z'(tg) wird Tangentenvektor an der Kurve ¢ +— x(t) im Punkt x(tp) (zum Zeitpunkt ¢g)
genannt. (z'(tg) = Geschwindigkeitsvektor)

3. m beliebig,n =1: f 1 R™ —» R = f(2) = f(z1,...,2m) = f'(z°) = Df(z°) = (%,...,631;) )
= lineare Abbildung R™ — R (Lineare Abbildungen aus einem Vektorraum in R/C heiffen linear
funktional.)

Vf=grad f =

OTm

4. Gegenbeispiel: Die Existenz der partiellen Ableitungen von f an 2 sichert noch nicht die Existenz

der Ableitung von f an 20

2, (1’1, 172) 7é (07 O)
flar,g) = ¢ o1t
0 T = Xg = 0
f ist an (0,0) nicht stetig, aber %(0,0) = %(0,0) = 0. f ist an (0,0) nicht differenzierbar. (Beweis
selber fithren!) Das positive Resultat dieser Beispiele fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 6.9

Sei G € R™ offen, z° € G und f : G — R™. Wenn alle ersten partiellen Ableitungen g—i’; (in z9)

existieren und (in x°) stetig sind, dann existiert auch f’(z?).
Es folgt eine Bemerkung zu haufig benutzten Schreibweisen.

Sei G € R™ offen und f : G — R eine differenzierbare Funktion (in G), f(z) = f(z1,...,%m). Dann
heifst der Ausdruck .
df := Z
i=1

of
oz, dz; (6.8)

totales Differential von f bzw.

df(z?) := Z gﬂ{; (z%)dz;  (6.8a)

totales Differential von f an 2°. Was sollen (6.8) und (6.8a) bedeuten und wo ist der Zusammenhang
mit f’(z°) (= df(2°))? Insbesondere: Was sind die dz;?

Seien p; : R™ — R die i-ten Koordiatenfunktionen p;(x1,...,2,) = x; (= Projektion auf die i-te
Koordinatenachse) mit:

pi(z) =z = pi(Axr + py) = Axy + pys = Api(x) + ppi(y)

p; ist eine lineare Abbildung = dp;(2°) = p; V2. Ausgerechnet ergibt sich:

dpi(20) = (ap" (29, P (x0>) —(0,....0,1,0,...,0)

ey
aw1 8xm
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Wie wirkt diese lineare Abbildung? dp;(x°)x = z; fiir ein beliebiges x; € R. Also ldsst man hiufig x°
weg, weil dp; gar nicht von 2° abhiingt und man schreibt vereinfacht statt p; einfach z;. Dann kann
man Vh € R™ schreiben:

B m 8f m i m 8f xo N
- g e =3 S g - (5 gL ) o

— [
=1 —h; =1

) =3 g

Spéter am Ende des zweiten Semesters wird (6.8) als Differentialform wieder auftauchen.

Hohere partielle Ableitungen sind schon erklért. Hohere Ableitungen kann man auch ,strukturell” erklaren:
Statt linearer entstehen multilineare Abbildungen. (Es existiert ein Zusammenhang mit dem Begriff des
Tensors.)

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen und Anwendungen

6.2.1 Differentiationsregeln

Satz 6.10 Allgemeine Differentiationsregeln
Seien f,g: G C R™ — R" in 20 € G differenzierbar und A, u € R.

1. Af + pg ist in 20 differenzierbar und D(Af + ug)(z°) = ADf(z°) + uDg(z?)

2. Produktregel (n = 1!): f - g ist in 2¥ differenzierbar und D(f - g)(2°) = g(z°)Df(2°) +

F(a0)Dg(a?) o
Quotientienregel (n = 1!): g ist in 20 differenzierbar und D <§> (z0) = 4= )Df(zg();o{gw JDg(=”)
Beweis

1. wie bei einer Variablen (Ubung: Formulieren Sie diesen Beweis!)

2. Produktregel: Verwende (6.4b) in der Formulierung mit h:
F(z° + h) = F(a°) = F'(2°) - h + r(h)
Angewendet auf f,g und f - g:

F(a®+h)g(@®+h)— f(2%)g(z°) = [f(z°) + f'(2°) +r1(h)] - [9(a”) + ¢'(2°) + r2(h)] —F(2”)g(z")

:f(;g—i-h) =g(z9+h)

(geeignet Zusammenfassen)
= [f(2°)g' (%) + g(a°) f'(«°)] b+ r(h)

mit r(h) = [f(2%) + f'(a")h] ra(h) + [9(2°) + ¢'(2°)h] r1(h) + ri(R)ra(h) + (f'(2)) (9'(2")).

Beachte: r(h) € R. Zu zeigen: r(h) = o(||h]), d.h. ](—,ﬁ? — 0 fiir h — 0. Fiir die ersten Summanden
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von r(h) ist das einfach. Beachte dabei T‘l}(Lh‘)

[
B :R™ — R" gilt: |By|| < C|y||,C = C(B).

£ (@) + f'@)h] - [ra(m)] _ £ [r2(A)] |/ (2°)h] - [ra(h)]

7] —— 7l Il
——

=const.

r2(h)
— 0, Tap

— 0 und fiir jede lineare Abbildung

— 0

0 Cllhll- h
U <AREREI=Clra ()]0

Analog fiir den zweiten und dritten Summand. Fiir den vierten Summanden gilt:

|[f'(2%)h] |g'(°)n|

|/ (@*)h] g/ (@)h| < Cr ||l Ca[lR] = Al

< C1Cy||h]| — 0

Also T‘(,?H) — 0. Daraus folgt die Produktregel.

Aus 1. folgt:
— Die in G € R™ differenzierbaren Funktionen f : G — R"™ bilden einen Vektorraum.
— Die Ableitung D ist eine lineare Abbildung, da D(Af 4+ pg) = ADf + uDg.
Satz 6.11 Verallgemeinerte Kettenregel

Seien (mit geeigneten Definitionsbereichen) g : G € R™ — R* in 2% € G und f : H C R® — RF
in y° = g(z) € H differenzierbar, wobei G, H offene Mengen sind. Dann ist F := f o g in 2
differenzierbar und es gilt:

(DF)(z°) = D(f © g)(2°) = (Df)(y°) - (Dg)(z°)
Die zugehorigen Jacobimatrix ist

O(Fy,..., Fy)
8(.%1, ce ,xm)

0 _8(f1,7fk) 0y . 8(9177971) .',UO
(@ )_a(yla'“vyn) Y 6($1""7xm)( )

Mit fog=F:G CR™ — R ergibt sich fiir (DF)(2°):

D I‘O - R™ — R® e
Beweis
Nach Voraussetzung gilt:

g(2° + h) = g(z°) + ¢'(z°)h + ||| - R1(R) mit Ry(h) — O fiir h — 0
F@O+E) = ")+ f(y))k + ||k|| - Ro(k) mit Re(k) — 0 fiir k — 0

Wir machen Gebrauch davon, dass wir die Freiheit haben, wie k — 0 realisiert wird. Dazu setzen wir
k:=g' (z°) - h+ ||h|| - R1(h) (€ R™). Wenn h — 0, dann auch k — 0! Damit folgt:
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(fog) (e +h) = Flg(a® +h) = F(9(+°)) + /(") [V + | Ru(h)] + 1K) ()
:ﬂmﬁ»+f@w¢@%h+wnfuﬂ-mvw+wﬂ&m>

=:R(h)

Zu zeigen: R(h) — 0 fiir h — 0. Zunéchst gilt:
k|| < ||g'(2®)A]| + [[R] - | R1(R)|| < benutze Stetigkeit der linearen Abbildung g¢'(z°)

k
scwwwwwmwm:HJsc+mmm (+)

Wenn h — 0, dann gilt aber:
1. Ri(h) — 0= f'(y°) - Ry(h) — 0 (mit Stetigkeit von f’(y"))

2. k— 0= Ry(k) = 0= [ Ra(k) — 0

Insgesamt ergibt sich R(h) — 0 fiir h — 0. Damit ist der 1. Teil des Satzes gezeigt. Der 2. Teil, das
Produkt der Jacobi-Matrizen, ergibt sich unmittelbar, da das Hintereinanderausfithren linearer Abbil-
dungen der Multiplikation der entsprechenden Matrizen entspricht.

|
Beispiel 6.8 m=n=k=2
g= (91) g1(71,T2) = 1122 _ (f1> f1(y1,y2) = siny; + cosyo
92 92(5517952) =1 + T2 fa Y1 - COS Y2

Die Funktion F' = f o g ist also von der Gestalt:
F= (F1> Fi(z1,22) = fi(g1(21,22), g2(x1,22)) = sin (z122) 4 cos (z1 + 2)
Fy Fy(x1,22) = f2(91(21,22), g2(21,22)) = 2122 - cos (w1 + x2)

Gesucht: F'(z) = f(g9(z)). Man kann entweder einfach DF(z) bestimmen oder die Kettenregel an-
wenden.
Dazu muss man zuerst (Df) (y) und (Dg) (z) bestimmen.
;N [cosyr  —sinyp N (T2 T
Fly) = (COS Yo —y1sin yg) und ¢'(z) = ( 1 1 )

xg cos(z1x9) — sin(zy + x2) x1 cos(z1x2) — sin(zy + x2)
xgcos(xy + xo — x1wosin(xy + x2) 1 cos(xy + x2) — wyxe sin(zy + x2)

F'(z) = (fog)(x) = (Df Dy)(x) = (

Beispiel 6.9 Sehr wichtiger Fall der Kettenregel: m=k, n=1
g1(z)
iR =R, fy)=fy1, - ¥m), g:R—=R™  g(x)= :
gm ()
=F:R—=R, F(z)=[f(g1(2),...,9m(2))
91 (x)
F'(x) = f'(9(2))-9'() = (S(9(@)), ..., - (9(2))) = L (g(@))- gy (2) +-. .+ 2L (g(2)) gl ()
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Beispiel 6.10 ,Implizite Differentiation* - Formale Betrachtung

f sei eine Funktion von 2 Variablen (f(y1,y2) und ¢ : (a,b) — R. Es sei f(z,p(z)) =0 Vz € (a,b).
Gesucht ist ¢’(z). Anwendung des obigen Beispiels: Betrachte g : (a,b) — R? mit g(x ((p?x >

f:R®* =R, (fog)(z) = f(z,0(x)) = 0Vz € (a,b)

0= 225100+ 2 gho) = 2ot 1+ 2Lt )

21 (2, p(x T, p(T

s (@, p(x) iz (7))

1. Diese Problematiken werden uns im Kapitel iiber ,implizite Funktionen*“ genauer beschéaftigen.
2. In (6.13) muss der Nenner von 0 verschieden sein.

3. Haufig wird diese Betrachtung angewendet, wenn man eine Gleichung der Form f(z,y) = 0 nach y
auflésen mochte. Dann wird y = y(x) =: p(z), dann will man auf ¢’ die Gleichung (6.13) anwenden.
Achtung: ¢ : (a,b) — R muss auch wirklich existieren!

Beispiel 6.11 In diesen beiden Fillen existiert ¢(z) nicht.

Sei f(z,y) = 1+22+1y? = 0. Wende formal (6.13) an. Dann ist y/(z) = ¢'(z) = — 4 Beachte: Dies ist Unsinn,
da f(z,y) =0 in R nicht lésbar ist. = y'(z) = ¢'(z) = —% Unsinn! f(x,y) = 0 nie zu erfiillen.
Anderes Beispiel: Sei f(z,y) = 2% +y?> —1=0., also y = \/1 —z?2und ¢y = 75 = 7=

Formal erfiillt der Punkt (1,0) die Gleichung f(1,0) = 0, aber y/(1) existiert nicht.

6.2.2 Mittelwertsatze und Anwendungen

Satz 6.12 Satz von Rolle
Sei f in [a, b] stetig, in (a, b) differenzierbar und f(a) = f(b) = 0. Dann 3¢ € (a,bd) : f'(c) =

Beweis

Gelte 0. E.d.A. f # 0,3z¢ € (a,b) : f(zp) > 0. Dann sei G = sup f(x) > 0. Nach Sétzen iiber
z€a,b]

stetige Funktionen gilt: G < oo und Jec : f(¢) = G. Wir behaupten f/(¢) = 0 und betrachten dazu

den Differenzenquotienten ¢(c, h) := M Fiir kleine h gilt: f(c) > f(c+h). Auferdem existiert

lim g(e,h) = f'(c), da f in

(a,0) 3 ¢
h>0=q(c,h) <0= f'(¢) <0
h<0:>q(c,h)20:>f’c)20}

d1fferenz1erbar ist.

Satz 6.13 Mittelwertsatz

Sei f in [a, b] stetig, in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) =
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Beweis durch Zuriickfithrung auf Satz von Rolle
Betrachte die Hilfsfunktion g mit g(z) := f(z) — f(a) — =% (f(b) — f(a)). Dann ist g(a) = 0 und
g(b) = 0, d.h. g erfiillt die Vorbedingungen des Satzes von Rolle. Also 3¢ € (a,b) : ¢'(¢) = 0. Man

erhalt:
1 f(®) — f(a)

0=g/(c) = £/(e) = 7—(F(b) — F(@)) = £'(c) =

1. cist i. A. nicht eindeutig bestimmt.

2. Der Satz von Rolle gilt auch fiir f(a) = f(b) # 0. Zum Beweis muss man einfach f um f(a) = f(b)
verschieben.

3. Eine Umformung des Mittelwertsatzes ergibt sich, indem man c anders beschreibt: 39 € (0,1) mit ¢ =
a+9(0b—a) (etwa O = £=2)

a

4. Dann lautet der Mittelwertsatz wie folgt: 3¢ € (0,1) : f(b) — f(a) = f'(a+ (b —a)) - (b—a).

Satz 6.14 Quotientenmittelwertsatz
Seien f, g in [a, ] stetig, in (a,b) differenzierbar und ¢'(x) # 0 Va € (a,b). Dann gilt:

f() = fla) _ f'(c)
g(b) —g(a)  g'(c)

Achtung: Das c ist im Z&hler und Nenner dasselbe.

Jc € (a,b) :

Beweis
Aus dem MWS und ¢'(z) # 0 Vx € (a,b) folgt g(b) — g(a) # 0. Wende den Satz von Rolle auf

— ) — f(a) - 9@ —9(a) _ ta
hz) = f(z) — f(a) o) —g(a) (f(b) = f(a))

an. Also ist h(a) = h(b) = 0= Jc € (a,b): h'(c) = 0. Daraus folgt durch Auflésen nach g:éi)) der Satz.
]

Eine Anwendung ist die folgende sehr wichtige Regel.

Satz 6.15 Regel von de I’'Hospital
Seien f, g in [a,b] stetig, in (a,b) differenzierbar, f(a) = g(a) = 0 und ¢'(x) # 0 Vx € (a,b). Dann
f(z)

gilt:
!
(@) =A= lim —~r=A4
r—a—+0 gl(:E) z—a+0 g .’E)

Beweis

Aus dem Satz von Rolle und g(a) = 0,¢'(z) # 0 Vz € (a,b) folgt: g(x) # 0 Vz € (a,b). Wihle
nun eine Folge (z,,) mit @ < x, < b und z,, — a + 0. Auf die Intervalle [a,z,] wende jeweils den
Quotientenmittelwertsatz an.

f(xn) f($n) - f(a) f/(cn) A

dec,, € (awxn) : g(xn) - g(ﬂﬁn) — g(a) - g’(cn)

Die Konv. ergibt sich aus z,, — a+ 0 = ¢, — a + 0. Oben sieht man, dass lim Lm) = A.

z—a+0 gz

N2
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Diese Regel hat sehr viele Modifikationen.

1. A kann +oo sein. @ kann ebenfalls —oco sein. Der Satz gilt in diesem Falle analog mit lil}r)no
Auch b = oo ist moglich.

2. Statt f(a) = g(a) =0 reicht lim f(z)= lim g(x) =0 (dasselbe fir co).
z—a-+0 r—a-+0

3. Gegebenenfalls muss man die Regel mehrfach anwenden, wenn man lim ch :g;g noch nicht bestimmen

kann.

Beispiel 6.12

lim e; (: = =n def.) Betrachte die Ableitungen: lim “elm =00 = lim % =00
Tr—00 r—00 r—00

Der Einfachheit halber schreibt man zwischen beiden Grenzwerten ein Gleichheitszeichen, auch wenn noch

nicht gesichert ist, ob die Grenzwerte existieren.

l—cosxz __ 1 sinz __
= =Im&HE=0

z—0 T
Gegebenenfalls muss man erst umformen, bevor man die Regel anwenden kann.

lim

lim 2% = lim e®!82
x—04+0 x—0+0
. . 1 .
Betrachten den Exponenten: lim zlogx = lim k’# = lim == lim —-2=0
x—0-4+0 z—04+0 = z—0+0 — 22 z—040

= lim e"l87 =¢0 =1
x—040

Die folgenden Begriffe sind bereits aus der Schule bekannt.

Definition 6.16
Sei f: (a,b) — R und z¢ € (a,b)

1. f hat in x ein lokales (relatives) Extremum, wenn es eine Umgebung U(xg) gibt, fir die
gilt:
e fiir relative Minima: f(x) > f(zo) Vo € U(xo) \ {zo}
e fiir relative Maxima: f(x) < f(zo) Vz € U(xo) \ {0}

2. f hat in z¢ einen Wendepunkt, wenn in x ein lokales Extremum der Ableitung f’ vorliegt.

Im folgenden Satz sei f in [a, b] so oft differenzierbar, wie es im Satz gebraucht wird.

Satz 6.17

1. fist in (a,b) genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f/(z) > 0 (f'(z) <0) Vz e
(a,b).

2. fistin (a,b) genau dann streng monoton wachsend (fallend), wenn f in (a, b) monoton wachsend
(fallend) ist und kein Teilintervall I C (a,b) existiert, fur dass gilt: f'(z) = 0Vz € I.

Beweis Alle Teilbeweise sind dhnlich. Wir zeigen 1. fiir wachsende Monotonie.
Hin-Richtung: Betrachte M Vao € (a,b). Fir h > 0ist f(xg+ h) — f(zg) >0, fir h <0
ist f(zo+ h) — f(xo) <0. Also ist w > 0= f'(z9) > 0.
Riick-Richtung: Sei a < 1 < 22 < b. Wende den Mittelwertsatz auf [z1, 2] an:
fx2) = fla1) = fl(z1 + 022 —21)) - (22 — 1) 2 0= f(22) > f(21)

€lz1,22] >0

-~

>0
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Zu 2.: In einzelnen Punkten darf die Ableitung verschwinden. f(z) = x
wachsend, aber f'(0) = 0.

3 zum Beispiel ist streng monoton

Satz 6.18

Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und zg € (a,b).

1. notwendige Bedingung fiir relative Extrema: f’(z¢) =0
hinreichende Bedingung fiir relative Minima: f/(z9) = 0 A f”(z¢) > 0
hinreichende Bedingung fiir relative Maxima: f/(z9) = 0 A f”(x¢) < 0

2. notwendige Bedingung fiir Wendepunkte: f”(x¢) =0
hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte: f”(xzg) = 0 A f”(xg) # 0

Man kann weitere Bedingungen aufschreiben (unter Einbeziehung hoherer Ableitungen), etwa fiir re-
lative Extrema: f'(zg) = ... = f®D(zg) = 0A f(29) #0

Im Folgenden wird der Mittelwertsatz fiir Funktionen mehrerer Variablen diskutiert.

Satz 6.19 Mittelwertsatz

Sei G C R™ offen, f : G — R differenzierbar und z°, z° + h € G so, dass auch noch die Verbindungs-
strecke zwischen z° und z° 4+ h in G liegt. Dann gilt:

39 € (0,1) : f(z° + h) :f(x°)+z% (z° + 9h) - Ry
i=1 "

Vergleiche diesen Mittelwertsatz mit dem Mittelwertsatz fiir eine Variable:
fb)—=f(a) = f'(a+9(b—a))-(b—a) = mita=2" und b= 2°+h = f(a°+h) = f(2°)+ f' (2 +9h)-h

Beweis Zuriickfithrung auf den Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen
Setze g : [0,1] — G, g(t) = 2"+ th (also ist W (g) die Verbindungsstrecke zwischen x° und z° + h) und
po=Ffog:[0,1] = R,p(t) = f(z° + th). ¢ ist in [0, 1] differenzierbar. Mit Kettenregel ist:

¥'(t) = f'(9(1) - 4'(t)
Wende den Mittelwertsatz auf ¢ und [0, 1] an.

39 € (0,1) : (1) = »(0) = (0+9(1-0)) =¢'(¥)

1-0

9 9

¢O =) g0 = (5o 5 ) 00) b
=h

Also insgesamt:

N

(2’ +n) = f(z°) +Z; 6;1- (z° + 9h) - by
=¢(1) =p(0) " u

1. Mit dem Mittelwertsatz kann man den Satz von Schwarz zeigen.

2. Achtung: Fiir Abbildungen f : R™ — R" gilt ein &hnlicher Satz nicht, aber es existieren sogenannte
Schrankensétze. Man kann die Differenz der Funktionswerte durch die Ableitung abschétzen. (Dafiir
brauchen wir Hilfsmittel aus der Integralrechnung.)
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6.3 Taylorformel und Taylorscher Satz

Motivation: Sei f(x) = ap + a1(x — xg) + ... + an(z — o)™, wobei zp € R fest und = € R beliebig
gegeben. Wodurch sind die a; bestimmt?

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt: Die a; sind bestimmt durch die Funktionswerte an (n+1)
Stellen.

oo
Betrachte eine beliebig oft differenzierbare analytische Funktion f(x) = > an(z — xo)" fiir ein x aus
n=0
n)
dem Konvergenzintervall der Potenzreihe. Unmittelbar folgt: a,, = w

Umgekehrt: Sei f € C*(a,b), also in (a,b) beliebig oft differenzierbar. Bilde formal:

™) (g ad
ap = fn<!0) fir ein g € (a,b) und gan(a@ —xzo)"

Konvergiert diese Potenzreihe? Wenn ja, hat dann ihre Summe etwas mit f(z) zu tun?
Ja, manchmal.

Theorem 6.20 Taylorformel fiir Funktionen einer Variablen
Sei I = (a,b), f € C™*! (I). Dann gilt fiir alle x, 29 € I :
/ (n) D) (2o + Iz —
f(.’E) :f(l'0>+f (.CC(]) (x_mo)_{__'_fi(xo)(x_xo)n_{_f (TO ('T IO)) ($—$0)n+1 (614)

11 n! (n+1)!

mit einem ¢ € (0,1), wobei ¥ = ¥(x, zp). Dabei heift

(n41) (g r—x
o Ry(z,20) = f ((noj_rlﬁ)g 0))

(x—x0)"*! Restglied der Taylorformel in der Lagrange-Form

o T,(z,x0) := f(xo) + %(m —zo)+...+ M(m — x9)" n-tes Taylorpolynom von f an

n!
Zo

1. Die Darstellung als f(z) = T, (z,x0) + R mit einem beliebigen Rest wire witzlos, denn das gilt
immer.
(Setze R := f(x) — T, (z,x0).) Das Wertvolle an (6.14) besteht in der expliziten Beschreibung des
Restgliedes.

2. Es existieren noch andere Darstellungen des Restes (siehe Literatur / spitere Ubungen).

3. Firn =0ist (6.14) der Mittelwertsatz.

4. (6.14) heifst: f wird durch T,, mit Fehler R,, approximiert.

Beispiel 6.13 Warnung vor Fehlinterpretationen

L f(x) = (z —x0)* = Tulx,w0) =0, Ry(x,x0) = (x — )"

e o #0

2. f(x) 0 0
Dieser Fall ist noch schlimmer. f ist beliebig oft differenzierbar Vz € R. Fiir g = 0 erhélt man:
f0(0) = 0 Vn. Das heift, dass Ty (z,29) = 0 Vn. Alle Informationen iiber f(z = 0) stecken im
Restglied, also wird f durch 7, ganz schlecht ,approximiert”. Mit anderen Worten: Eine beliebig oft
differenzierbare Funktion muss sich durchaus nicht in eine Potenzreihe entwickeln lassen.
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Beweis des Theorems
Seien n, z, xg fest. Trivialerweise existiert ein ¢ € R mit:

)n+1

"L R r—x
fa) =3 L) @ g EZRNT (6a5)
k=0

(n+1)!
Natiirlich ist 0 = o(x, zp). Wir bestimmen p geschickt und betrachten dazu

n (k) T — n+1
F(t):=f(z) - / k!(t) (x —t)* - ((nj)l)!g (6.16)
k=0

Hierbei liegt ¢ in dem Intervall I mit den Grenzen x und xg. F ist in I; stetig differenzierbar und
aufgrund von (6.15) und (6.16) ist F(x) = F(x9) = 0. Nach Satz von Rolle existiert ein 9 €
(0,1) mit F'(zg + Hx — x9).
n (k+1)
o ) SETI(E)
Py =0- ¢ -3 |

k=1

F® (@)
k!

(z — )"

k- (x—t)F1 + o

(x —t)F +

Y
fir k=0

Beachte, dass sich in der Summe fast alles weghebt.

(n+1)
:_fj;@&x_wn+ﬂf

Im Idealfall ist lim R, (z,x0) = 0.

n—oo

Satz 6.21 Satz iiber die Taylorentwicklung von Funktionen einer Variable

Sei I ein offenes Intervall um zp und f € C°°(I). Dann hat f fir # € I genau dann die
Taylorentwicklung

£k (g
f(a:)zzfi(o)(x—xo)k (6.17),

k!
k=0

wenn das Restglied R,(x) in der Taylorformel gegen 0 geht fiir n — oo0. (6.17) heift
Taylorreihe von f an xg.

Beweis
Wenn R,, — 0, wird aus (6.14) die Taylorreihe. Wenn (6.17) gilt, dann hat (6.14) die Gestalt:

k) (g 0 e(k) (g
f(:c):zf k(' 0)($_x0)k+ Z f k(l 0)(x_x0)k
k=0 k=n+1

Rest — 0, weil Reihe konvergiert

1. Wenn (6.17) gilt, sagt man: ,,f ist an z( in eine Taylorreihe entwickelbar“. Funktionen, die durch
Potenzreihen bzw.
Taylorreihen darstellbar sind, heiffen analytisch (siehe Kapitel 3.4). Wenn f gegeben ist durch

flx) = Zak(x — x0)* mit @, 2 € T,

k=0

C . . . O]
dann ist die Potenzreihe auch genau die Taylorreihe von f an zq, also: a = fT
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2. Achtung: ,Analytisch” ist stirker als ,beliebig oft differenzierbar® (siche zum Beispiel e_z%).
3. Um zu zeigen, dass R, — 0, muss man das Verhalten der Ableitungen von f kontrollieren.
Giinstiger Fall: |f(n | < aC"Vx € I mit a,C > 0 fest

£ (20 +9(3—0)
= [Ry(2)| = L tdeeol] )

n+1| < (aC

remyi |z — 2™ — 0 fiir n — oo

Beispiel 6.14

Sei f(x) = ;== in einem Intervall I um 0 mit 1 ¢ I. Gesucht ist die Taylorreihe an o = 0.

o0

ﬁ ist gerade die Summe der geometrischen Reihe > 2™. Dies ist auch die gesuchte Taylorreihe.
n=0

Zum eigenen Uben: Zeigen Sie, dass das Restglied der Taylorformel fiir n — oo gegen 0 geht.

Beispiel 6.15 Exponentialfunktion (analog fiir Sinus und Cosinus)

Sei f(z) = e” und zg = 0. Wir verwenden hier nur (ez)(") = = f("(0) =1 Vn.

S n
Daraus ergibt sich die Taylor-Entwicklung e = 3 %7, wenn R, (z,0) — 0 fiir n — oo.
n=0

n41 n+41
Rn(xa 0) = (Z+1)!f(n+1) (xO + 19(1. - .’Eo)) - (n+1)l619 —0
[ ——

:E(]:O

Jetzt wollen wir die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Variablen finden. Das einzige wirkliche Pro-
blem ist geschicktes Aufschreiben. Dies soll an einer Funktion zweier Variablen demonstriert werden.

Sei 29 = (29,29) und 2° + h = (2 + hy,29 + h). AuRerdem setzen wir B%i = D;, also zum Beispiel

88 xf = D, f. f sei in der offenen Menge G C R? definiert und hinreichend oft stetig differenzierbar. Fiir
hinreichend kleine ||h|| liegen 20, 2% + h und die Verbindungsstrecke zwischen diesen Vektoren ganz in

G.

Analog zum Beweis der MWS definieren wir g(t) := f(z° +th) t € [0,1],9 : [0,1] — R, also
g(0) = f(z°) und g(1) = f(2° + h) Wir werden ¢/, ..., g"*) geschickt aufschreiben und auf g (eine
Funktion einer Variablen) die Taylorformel anwenden.

Kettenregel: ¢'(t) = 8f (g; —I—th) M+ 8f (xo—i-th) i %
g (t) = gmf (2% +th) - h1+ Fag L(20+th) - h le hi+Daf - hy = (h1 Dy + hy - Da) f

Hierbei sind D; f und Ds f wiederum Funktionen von z° + th, weshalb sich analog ergibt:
g"(t) = hi(D1f)" + ha(D2f)" = h1 [l1D1(D1f) + heD2(D1 f)] + ha [R1D1(D2f) + haD2(D2 f)]
g"(t) = [h3D} + h1hoD1Dg + hihaDaDy + h3D3] f = (kD1 + hoD2)? f

Durch Induktion zeigt man g®)(¢) = (hy Dy + hoDs)* f(2° + th). Hierbei vereinbaren wir: (h1D; +
heD2)'f = f. Sei nun f € C"T(G) = g € C"*1(]0,1]). Wende die Taylorformel fiir g an ¢t = 0 an.
Dann existiert ein ¢ € (0,1):

/i H,j (n+1)
g"(0) g' g\
1) = q(0 (0 —
g(1) 9(0) +4'(0) + o1 T + (n+1)!

=f(z+h)

n

1 0
= f(z° + th) :AZ“”‘(/lel + hoDo)F £ (%) +

1

m(thl + hQDQ)n+1f($O + ﬁh)



6.4 Lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variablen Seite 80

Theorem 6.22 Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Variablen

Sei G € R™ offen und f € C"1(G). Die Punkte 2°, 2° + h und die Verbindungsstrecke zwischen
diesen Punkten liege in G. Dann existiert ein 9 € (0,1):

n

1
F@4h) = ) Dt +hmD) S )t 7,

(hiD1 + ... + kD))" L f (2 4+ 9R)  (6.18)

Restglied

Fiir kleine n ergeben sich wichtige Spezialfille. Fiir n = 0 ist (6.18) der Mittelwertsatz:

fz®+nh) = f(2) 4+ (MD1 + ... + hpDy) f(2° + 9h)

= f(z%) +2Mhi = f(@) + ((f' (2" +vn)",h) (6.19)

; ox;
=1

Fiir n = 1 folgt:

Fa 4 1) = 1)+ (PR + 5 30 FLEE (620
k=1

1. Wenn das Restglied gegen 0 geht, erhélt man eine Taylorreihe, also eine Potenzreihe mit mehreren
Variablen.

2. Die Matrix H(z) := ( 8:1:8'2{)}; k) i der zweiten Ableitungen von f heifst Hesse-Matrix.
TR

(6.20) kann so geschrieben werden: f(2° + h) = f(z°) + (f/(2°)T,h) + % (Hh, h)

9% f

=
J ijaxk’

9% f

a. 9. '
Tk 8:6]8:%

(Hh)x =Y Hyjh; = (Hh,h) = (Hh)phi = hi,

j k
Beispiel 6.16

Entwickle f(x,y) = e*T¥sinzy an (0,1) bis zur dritten Ordnung. Man kann alle dritten Ableitungen ausrech-
nen und in (6.18) einsetzen oder auf bekannte Reihen zuriickgreifen und dann ausmultiplizieren.

(zy)®
3!

(z +y)*
2

e =1+ (z+y)+ ... sin(ey) = ay — T

6.4 Lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variablen

Definition 6.23

Sei G € R™ offen und f : G — R. Man sagt, f hat an 2° € G ein lokales/relatives Extremum,
wenn eine Umgebung U = U(2?) C G existiert, sodass Va € U gilt:

e fiir lokale Minima: f(z) > f(2°)
e fiir lokale Maxima: f(z) < f(2°)

Punkte aus G, in denen f’ verschwindet, heifien kritische oder stationiire Punkte, d.h. 20 ist
kritisch, wenn f’(z") = 0. Dabei ist 0 die lineare Abbildung x 0.
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Satz 6.24 Notwendige Bedingung

f sei wie in 6.23 definiert und moge partielle Ableitungen nach allen Variablen besitzen. Wenn z° ein
lokales Extremum von f ist, dann gilt f,, (2°) =0 mit k =1,...,m.
Falls f/(2°) existiert (z.B. weil % fiir alle k stetig ist), dann heift das, dass f/(z%) = 0. 20 ist also

ein kritischer Punkt von f.

Beweis
Trick: Betrachte die Hilfsfunktionen g mit k = 1,...,m, die definiert sind als

— 0 0 0 0
gr(x) = f(a], . T T Tygs s Tyy)
Die g;, sind Funktionen einer Variablen, die jeweils an x% ein relatives Extremum haben.

Daraus folgt fiir die notwendige Bedingung: 0 = %(:cg) = %(wo)

Fiir die Formulierung hinreichender Bedingungen benotigen wir Kenntnisse aus der linearen Algebra.

Definition 6.25
Sei A = (a4;) eine symmetrische Matrix, d.h. alle Eigenwerte von A sind reell. Wir benutzen in R™

das Standardskalarprodukt. Beachte: (Az,z) = > ajrxjry. A heiit
ok

e positiv definit, wenn (Az,z) > 0 Ve € R™\ {0}
e negativ definit, wenn (Az,z) < 0 Vz € R™\ {0}
e indefinit, wenn Jz,y € R™ : (Az,z) > 0N (Ay,y) <0

Satz 6.26 aus der linearen Algebra
1. Fiir A sind aquivalent:
(a) A ist positiv definit.
(b) Alle Eigenwerte von A sind grofer als 0.
(¢) 3C > 0: (Az,2) > C ||z||* Yz € R™ (@ <Aﬁ, W> > (Vo € R™\ {0})
2. Fiir A sind dquivalent:

(a) A ist negativ definit.
(b) Alle Eigenwerte von A sind kleiner als 0.
(c) 3C >0: (Az,z) < C|z|? V& € R™

3. A ist genau dann indefinit, wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.

Beweis Fiir den ganzen Beweis siche die Lineare-Algebra-Vorlesung.
Wir zeigen 1. (b) = (c). Seien Ay, ..., A\, Eigenwerte von A und fi, ..., fi, eine Orthonormalbasis aus
den zugehorigen Eigenvektoren.

r=x1-fi+...+Tm-fm=>Ar =21 -Af1+...+Tm-Af,, =i fi+ ... FTpAnfm
(Az,z) = (miMfi+ ...+ S, 21 1+ T - fin) :Alx%+...—|—)\mx,2n 2i:r1ninm/\i HIE||2
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Satz 6.27 Hinreichende Bedingungen
Sei f € C?(G) und 2° € G eine kritische Stelle, d.h. f/(z°) = 0. Mit H(z") := ( 0% (x0)> sei die

Bx]-:ck
Hesse-Matrix von f an x° bezeichnet. Dann gilt:

o Ist H(2") positiv definit, so hat f an z° ein (echtes) lokales Minimum.
o Ist H(z°) negativ definit, so hat f an x° ein (echtes) lokales Maximum.

e Ist H(z") indefinit, so hat f an 2° kein lokales Extremum.

Beweis
Wir beschrinken uns auf den Fall, dass H(2") positiv definit ist. Die anderen Fille folgen vollig
analog. Benutze nun die Taylorformel (6.19) und beachte hierbei, dass f'(z°) = 0. f(z°+h) = f(2°) +

m
1 82 f(x049h)
2 "Zl 0,0z hi h
27]7

m 2 .TO 2 .’I,'U
£+ h) = f(z°) + L z ey ”+;Z<af( +0h)  9%f( ))hihj

5 ] 81‘28.%] 8$Za$j
=:R(h)

f(x0 4 h) = f(af 2<H )h, h>+R(h)

Umschreiben ergibt: £ ”h” 2\|hH r (H(2%)h, h) + |2 )
——
=:r(h)

wir zeigen, dass ein § > 0 existiert, sodass fiir alle A mit ||h|| < ¢ die linke Seite von (*) positiv ist. Es
gilt aufgrund der Dreiecksungleichung :

[hil - [yl
<
I1R]* QZ

9% f

0% f 0

0 _
8:@8@ (fL‘ + ﬂh)

1 0%F 0% f
< — _
‘T(h” -2 zz]: 8:518% ($ + ﬁh) 8@8:53 (SU )

2
Dieser Ausdruck konvergiert fiir h — 0 gegen 0, da az 8’; ~an 20 stetig ist.

Dass H(x") positiv definit ist, bedeutet: 3C > 0 : <H(£L’O)ﬁ W> >C>0 (**) Also existiert ein

§ > 0, fiir das fiir alle h mit ||h|| <6 gilt: 2° + h € G und |r(h)| < &, dh. =§ < r(h) < §. Aus (%),
(xx) folgt also, dass fiir ||h|| < ¢ gilt:

f@®+h) - f(=%)

1 1 1
> — —_ = =
> SC4r(h) > S0~ C=0

HhH2
Das heift, in der Umgebung U (x {w H:U — xOH < (5} gilt:
f(z) —f@%)>0
~~
2 f(20+9h)
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Beispiel 6.17

1. f(z,y) :==2® + y* — 3y, fr = 32 — 3y, f, = 3y®> — 3z. Dann sind (0,0) und (1, 1) kritische Punkte.
Bilden der Ableitungen: fy, = 6z, foy = fyz = =3, fyy = 6y
: . 6z -3 0 -3 6 -3
Die Hessematrizen lauten: H(z,y) = (_3 6y> H(0,0) = <_3 0 ) H(1,1) = (_3 6 >
Da H(0,0) indefinit ist, liegt an diesem kritischen Punkt kein lokales Extremum von f vor.
H(1,1) hingegen ist mit den Eigenwerten 3 und 9 positiv definit, also gibt es an (1, 1) ein lokales Mini-
mum von f.

2. f(z,y) = 2% — y? hat nur den kritischen Punkt (0,0) einzige kritische Stelle.

Da H(0,0) = (2

0 _02> indefinit sind, liegt dort kein Minimum an f vor.

3. f(x,y) = 2° — y* hat den kritischen Punkt (0,0). Das Kriterium versagt:

H(0,0) = <8 8), aber an (0,0) liegt (wie man leicht sieht) kein lokales Extremum von f vor.
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6.5 Anfangsgriinde der Vektoranalysis

6.5.1 Richtungsableitung mit Gradient

Sei G C R™ offen und f : G — R,2° € G. Um %(mo) zu bilden, betrachtet man den Differenzen-
quotienten z — ¥ lings der i-ten Koordinatenachse. Sei nun v = (v1,...,v,)7 ein Vektor, der eine
Richtung repréasentiert.

Definition 6.28
Sei v € R™ fest. Wenn der Grenzwert

f(2® +tv) — f(2°)

li 21
150 t (6:21)
existiert, heift er Richtungsableitung von f in Richtung v im Punkt 2°. Fiir ||v|| = 1 nennt man den

Grenzwert Richtungsableitung von f nach v im Punkt z°. In diesem Falle schreibt man (D, f) (z),
D, f(z") oder g—g(xo).

Satz 6.29
Sei f in 20 differenzierbar, dann existiert in 2 die Ableitung in jeder Richtung v und es gilt:
gf(ﬂfo) = gg’gfl(ﬂfo) VL. ;Jn(xo)vm = f'(z"  (6.22)

Das heifit, die lineare Abbildung f/(z") wird auf v angewendet. (Das Ergebnis ist eine Zahl.)

Beweis Zuriickfiihrung auf Funktionen einer Variablen
Sei p(t) = f(2° + tv). (6.21) bedeutet: ¢'(0) wird betrachtet. Da f differenzierbar ist, kann die
Kettenregel angewendet werden.

/0= =3 200 = (2 2wn)

Folgerung 6.30 Einfachste Variante der Gradientendefinition
In R™ sei (-,-) das Standardskalarprodukt, (e;) die Standardorthonormalbasis, f und z° wie oben.

Dann existiert ein eindeutig bestimmter Vektor w € R mit

7@ =2 (@) = (w,0) wo e R (o] = 1)

w heift Gradient von f an zV. Man schreibt w = grad f(z°).

Im Falle des Standardskalarproduktes und beziiglich (e;) ist also:

9
%(950)

grad f(z0) = : e R™

f'(=°) € LR™,R) = (R™) = (R™)"
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(R™)" bzw. (R™)* heift Dualraum zu R™ bzw. Raum der linearen Funktionale.

0
8—1{(%0) = (grad f(z°),v) (6.23)
Folgerung 6.31 Anspruchsvollere Variante der Gradientendefinition

Sei (-,-)" ein beliebiges Skalarprodukt in R™ und f und z° wie oben. Dann existiert ein eindeutig
bestimmter Vektor w € R™ mit f/(2%)v = (w,v)" Vv € R™.
w heikt Gradient von f an z° bzgl. (-,-)’. Man schreibt manchmal w = grad. y f(29).

f'(z%)v héngt iiberhaupt nicht von (-,-)" ab, aber w.

Satz 6.32
Sei f:G CR™ — Rin z° € G stetig differenzierbar.

1. Ist grad f(2?) = 0(€ R™), so verschwinden alle Richtungsableitungen.
2. Ist grad f(z") # 0, so gibt es unter allen Richtungsableitungen %(1’0) (also [|v|| = 1) eine

grofste, namlich in Richtung des Gradienten, d.h. fiir v = % ist %(330) = grad f(zV).

Sprachgebrauch: grad zeigt in Richtung des grofsten Anstiegs.

Beweis

1. Folgt unmittelbar aus der Gradientendefinition.

2. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung [(a,b)| < ||a|| - ||0]|

O (@)

= ‘<grad f(aco),vﬂ < ngadf(xo)H ‘&: ngadf(mO)H

=1

= [larad £a0)] < 9L (a%) < [lgract £

o gradf(z?) . 9f oy grad f(z%) \ _ 0
Firv = m 1st % = <grad f(.fC ), ngadf(:L‘O)H> = ngad f(fE )H
]
Der Nabla-Operator
Bzt %(550)
V= ¢ | V@)= ¢ | =enadf@)
o ai{n ()
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6.5.2 Felder, Divergenz, Rotation

Sei G C R™ offen.
e Eine Abbildung ¢ : G — R heifst skalares Feld in G.
e Eine Abbildung v : G — R™ heiftt Vektorfeld in G.

Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Feldern ist bereits erklart. Im folgenden sei R™ mit dem
Standardskalarprodukt und der Standard-Orthonormalbasis (e;) versehen. Wenn ¢ ein skalares Feld
in G ist, dann ist grad ¢ ein Vektorfeld in G.

Allgemein heifst ¢ Potential zum Vektorfeld v, wenn gilt:

v = grad ¢ oder (v.a. in der Physik) v = —grad ¢

Spéter werden wir sehen, wie man zu gegebenem v ein Potential bestimmen kann.
Sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld in GG, dann heifst das skalare Feld

%‘F v
O0r1 Oz

dive :=

Divergenz oder Quellenfeld von v. Wenn divv = 0, heifst v quellenfrei.

Beispiel 6.18

Sei B ein magnetisches Feld. Ist div B = 0, dann heifst das, dass keine magnetischen Ladungen existieren.

Sei jetzt m = 3 und v ein in G stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit das Vektorfeld
81)3 81)2 8v1 6@3 81}2 81}1
t = —_— —_— R —
oLy (8.%2 8%3) e1+ (8x3 a:z:l ez + 811,’1 83:2 s
Rotation des Vektorfeldes v. Ein Vektorfeld v mit rot v = 0 heifst wirbelfrei.

€1 €2 €3

- . _ |0 5] 5]
Eselsbriicke: rotv = YoT Jo Oun

(% () V3
Mit dem Nablaoperator vereinfachen sich die Formeln fiir Gradient, Divergenz und Rotation:

gradp = Vo

divv:V'v:<V,v>=Z

rotv =V x v

6.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Unter einer linearen Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ver-
steht man eine Gleichung der Form

2™ 4 a,_ 12V 4t ad +aor = f (1)
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Fiir f = 0 erhélt man die zu (1) gehérende homogene DGL
2™ 4.+ aii+agr =0 (Lhom)

Hierbei sind a;, f € R/C gegeben. z ist eine mindestens stetige Funktion.

n
z = z(t) und 2™ = in (haufig ist t die Zeit)

Unter einer Losung von (1) bzw. (1pom) versteht man eine n-fach stetig differenzierbare reellwertige
(bzw. komplexwertige) Funktion, definiert auf einem t-Intervall I C R/C, sodass (1) fiir alle ¢t € I
erfiillt ist.

Unter einem Anfangswertproblem (AWP) an der Stelle ¢y versteht man folgende Aufgabe: Gesucht
ist eine Losung von (1), die auf einem Intervall I definitert ist, sodass fiir ein fest vorgegebenes tg € I
die folgenden Anfangsbedingungen erfiillt sind:

x(to) = o, &(to) = 21, ..., 2" V(t) = Tp_1

Dabei sind x1,...,2,_1 n vorgegebene Zahlen. Ein Anfangswertproblem ist also eine Differentialglei-
chung n-ter Ordnung mit n Anfangsbedingungen.

Beispiel 6.19 Schwingungsgleichung fiir eine eindimensionale Schwingung

mi(t) + di(t) + ca(t) = F(t)

Dabei ist m die Masse, d der Ddmpfungsfaktor, ¢ die Federkonstante und F' die duffere Anregung. Umgeschrie-
ben:

F(t) +2ki(t) +widz(t) = f(H) mit 2k = £ >0, =< >0,f =

2

<
m

Typische Aufgabenstellungen:
e Existenz von Losungen von (1) bzw. (1pom)
e Struktur der Menge aller dieser Lésungen

e Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des AWP

Es ist glinstig, (1) bzw. (1hom) in kompakterer Form aufzuschreiben. Abkiirzung: D = %
(1), (1lhom) : D"z + an_1D" 'z + ...+ a Dz + agx = f bzw. 0
:P(D)zt,Polynom
PD)=D"+4a,_1D" ' +...+aD+ap
= PD)z =0 (2) (= (lhom))
Hierbei sind D : x +— ‘é—f und D* : z — ‘31% lineare Abbildungen, die Funktionen auf Funktionen

abbilden.

Was bedeutet in dieser Symbolik, dass (1) bzw. (1pom) lineare DGL sind?: P(D) ist eine lineare
Abbildung.

PD)(Mx+y) = AP(D)z+ P(D)y fiir zwei n-mal stetig differenzierbare Funktionen z, y und A € R/C

Lemma 6.33
Die Menge aller Losungen der homogenen DGL (2) bzw. (1,0 ) bildet einen Vektorraum.
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Beweis
Seien z, y Losungen (d.h. P(D)z = P(D)y = 0) und A € C. Daraus folgt:
PD) Az +y) = AP(D)xz + P(D)y = 0 = Az + vy ist Losung

z =0 (& z(t) = 0Vt € I) heifst triviale Losung von (2). Es gilt auferdem das Superpositions-
prinzip:

1. Die Losungen von (2) bilden einen Vektorraum.

2. Wenn z, y Losungen von (1) sind, dann ist z — y Losung von (1pepm):

P(D)x = P(D)y = J = P(D)(z — ) = P(D)x — P(D)y =0

3. Sei iy, eine beliebige, aber feste Losung von (1). Dann gilt: Jede beliebige Losung von (1) hat
die Form z = xj,n+ beliebige Losung der homogenen DGL (1pop,)-

Welche Dimension hat der Losungsraum von (1pom)? Wenn er endlichdimensional ist, wie findet man
eine Basis? Diese beiden Fragen konnen vollig befriedigend beantwortet werden. Dazu wird das zu
P (D) gehorende charakteristische Polynom betrachtet. Dieses hat die Form p(\), d.h.

PA) = A"+ an A"+ ard+ag (3)

Dieses Polynom muss auf Nullstellen und deren Vielfachheit untersucht werden.

Einige Bemerkungen zu Polynomen

1. Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p vom Grade n > 1 hat in C mindestens eine
Nullstelle.

2. Aus (1) folgt: Jedes Polynom n-ten Grades hat in C genau n Nullstellen, wenn man jede Nullstelle
mit ihrer Vielfachheit zdhlt. Ay hat als Nullstelle die Vielfachheit o > 1, wenn

PA) = (A= A0)™ - ¢(A) mit g(Ao) # O

Hilfsbetrachtung: Fiir jede Nullstelle A\ von p existiert ein Polynom 7 mit p(\) = (A — Ag)r(A).

Beweis
Wende folgende Beziehung an:

Ao = A= X)L X200 TN (5
Wenn p(Ag) = 0, dann gilt:
p(N) = p(A) —p(Ao) = (A" = AF) + an 1 (A" = X5 + ...+ ar(A = Xo)

Setze (x) fiir alle (\¥ — AF) ein. Daraus folgt p(\) = (A — Ao)7(\).
|

Betrachtet man die Nullstellen einschliefslich ihrer Vielfachheit: w1, ..., iy, so hat jedes p die Darstel-
lung

PA) = (A —p)(A—p2) ... (A= pn)
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Andere Zerlegung: Seien A1, ..., Ax die paarweise verschiedenen Nullstellen von p mit den Vielfachheiten
ai, . ..,qp, dann gilt offenbar

PA) = (A= A)T (A= A2)%% .. (A= Ap)F

Spezialfall: p habe nur reelle Koeffizienten. Trotzdem kann p komplexe Nullstellen haben, aber: Wenn
Mo € C eine Nullstelle von p mit der Vielfachheit aq ist, dann ist auch Ay € C eine Nullstelle von p
mit der Vielfachheit ag. Das ist fiir die Anwendungen auf DGL wichtig! (,Man kann dadurch komplexe
Losungen vermeiden.*)

Satz 6.34 Partialbruchzerlegung

Sei R = g mit den Polynomen P und @), wobei grad P < grad Q). O.E.d.A. sei der hochste Koeffizient

von @ = 1. @Q habe die Nullstellen 1, ...,z mit den Vielfachheiten ag, ..., ag, also:
Q=(x—x1) ... (x —xf)™

Dann hat R folgende Darstellung;:

P(z) Al Aj Al
R(z) = = L+
) =@ = @=e) T G-o1) CEEAR
A F coodr As, & Ay Fco0r As,
e

Zur Losung von (2) verwenden wir den Ansatz z(t) = e*. Durch Einsetzen in (2) und Dividieren durch
e* entsteht die Gleichung p(\) = 0.

Die gesuchten Nullstellen von p seien Aq,..., Ay mit den Vielfachheiten k1, ..., k. Aus der Partial-

bruchzerlegung von ﬁ erhélt man folgende Darstellung:

5= 1 G ()
PO T A=A (A=) (A= Ak IR LA NAY

Wenn man beide Seiten mit p(A\) multipliziert, gilt also VA € C:

1=g(A\)p1(N) + ... + gm(AN)pm(X) mit p(A) = JJ(A = A"

Fiir A setzen wir nun D ein: (1 entspricht der identischen Abbildung I)

I = D)p D)+ + gnDpm(D)r ()
—_—— —_—
=1 =:Tm
T,x1,..., Ty sind (C°°)-Funktionen von ¢. Sei nun x eine Losung von (2), d.h. p(D)z = 0. Dann gilt:

(D = NDFz = (D — D" qD)p (D) = qD)p(D)r =0
~———— N——

=1 =0

Das heift, jedes 2; aus der Zerlegung (4) erfiillt die Teilgleichung (D — M\ I)*a; = 0 (5)
Umgekehrt erfiillt jede Losung 2 von (5) (d.h. D — X\ I)*y = 0,y = y(t)) auch (2), denn

p(D)y = p(D) (D — N I)fty =0
=0
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Diese Uberlegungen fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 6.35

Sei p(A) = (A — A)* ... (A — A\p)¥m die Produktdarstellung des charkteristischen Polynoms zu (2).
Dann ist jede Summe bzw. Linearkombination von Losungen der Teilgleichung (5) auch Losung von
(2). Umgekehrt wird jede Losung von (2) als Summe von Losungen von (5) erhalten. Man hat also
nur eine Gleichung der folgenden Art zu 16sen:

D-AX)"z=0mit \eC,meN  (6)

Ein wichtiger Schritt dazu ist in folgendem Lemma enthalten:

Lemma 6.36
Fiir eine beliebige Funktion z € C*°(R) gilt:

D™ (e*xz(t)) = (D + o)™z (t) mit t € R

Beweis durch vollstédndige Induktion iiber m
Fiir m = 1 ergibt sich mit der Produktregel:

De™z(t) = ae™z + i = (i + ax) = (D + al)x
Nun sei die Gleichung fiir m gezeigt.
D™ (e*z) = D[D™(e*'z)] = (Induktionsvoraussetzung) = D(e®*(D + al)™z) = (Produktregel)

=D(e) .- (D+al)"z + DD +al)"z=a-*'(D+ al)"z 4+ (D + al)" Dz
= (D4 al)™(D + al)z = (D + ol )™z
]

z geniigt genau dann der Gleichung (6), wenn e (D — XI)™x = 0 (reine Multiplikation mit e~*).
Wegen des vorigen Lemmas ist dies genau dann der Fall, wenn

D™ (e Mz (t)) =0 (7)
(7) ist aber einfach zu l6sen.

D™y(t) =0=DMD™ y) =0=D""ly=c,_1 = D" %y = cp_1t + o
y(t)=e~Ma(t)

Insgesamt: y(t) = co + cit + ... + ¢pm—1t™ "1 Also hat die Lésung von (7) die Form
z(t) =eM(cog+ et + ... 4 epoit™ )

mit beliebigen Konstanten cy,...,cmn—1-
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Satz 6.37 Zusammenfassung

Seien Ap,..., Ay, die Nullstellen des charkteristischen Polynoms p von (2) mit den Vielfachheiten
k1, ..., kn. Damit erhélt man sdmtliche Losungen der Differentialgleichung (2) als Linearkombination
von Losungen der folgenden Gestalt:

At At tkl—le)\lt

e te

: (8)
Amt  pehmt  gkm—lAmt

e te

Da die Menge dieser Losungen (8) linear unabhéngig (als Funktion auf R) ist, ist die Dimension des
Loésungsraumes von (2) genau n. Die Losungen sind aus C*°(R).

Der Beweis fiir den folgenden Satz ist schwieriger (siche Kapitel zu gewohnlichen DGL):

Satz 6.38

Jedes zu (2) gehorende Anfangswertproblem ist eindeutig losbar.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms kénnen auch komplex sein. Hat p reelle Koeffizienten, so
taucht mit jeder komplexen Nullstelle A der Vielfachheit k& auch A mit gleicher Vielfachheit k als Nullstelle
auf. Zusammen mit dem Superpositionsprinzip erlaubt das, komplexe Lésungen zu vermeiden.

Das System (8) (die Basis des Losungsraumes) heiflt auch Fundamentalsystem von L&sungen von
(2). Bezeichnet man die Lésungen (8) mit x1,...,2,, dann nennt man © = cyx1 + ... + ¢ 2n (e € R
beliebig) allgemeine Lésung von (2).

Die Losungen der inhomogenen DGL (1) unterliegen wieder dem Superpositionsprinzip: Wenn y1, yo
Losungen von (1) (inhomogen) sind, dann ist = y; — yo Losung der homogenen Differentialgleichung.
Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung gleich einer speziellen Losung der
inhomogenen Differentialgleichung plus der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung.

Beispiel 6.20
Anfangswertproblem: & — 3% + 22 = 0 mit 2(0) = —1 und %(0) = 3

1. Ansatz: x(t) = eM = charakteristisches Polynom: A\? — 3\ 4+ 2 = 0 = Nullstellen: \; = 1, Ao = 2
2. Allgemeine Losung: z(t) = cjef + coe?

3. Losung des Anfangswertproblems (= Bestimmung ¢y, ¢2):

+ o = -1
2 + 202 = 3

[y

o) e b= = 5ica =4 afe) = -5t + 0

Beispiel 6.21

Gesucht ist eine allgemeine Lésung von #—2i+x = 0. Mit 2(t) = e ergibt sich das charakteristische Polynom
A2 —2X +1 = 0 mit der doppelten Nullstelle \; » = 1. Das Fundamentalsystem ist also von der Gestalt ¢, ¢’

Die allgemeine Losung ist damit z(t) = ¢1 - ! + ¢a - te!
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Beispiel 6.22

Wir suchen die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung & — 3¢ + 2z = 4t + 1 und die Losung
des Anfangswertproblems: x(0) = %, #(0) = 1. Die zugehorige homogene DGL wurde bereits gelost und lautet

zp(t) = cre’ + cpe®

Wir benétigen eine spezielle Losung x, der inhomogenen Differentialgleichung. Unser Ansatz hat dazu die
gleiche Struktur wie die rechte Seite der DGL, d.h. wir suchen z4(t) = at + b, also &s(t) = a und Zs(¢) = 0.

Dies setzen wir ein:
—3a+ (2at+b) =4t +1

2at +2b—3a =4t +1

Der Koeflizientenvergleich liefert:

th: 20 =4=a=2
0 2-3a=1=b=1
~—~
-6

Also lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung;:
7 t 2t
z(t) = zs(t) + za(t) = (2t + 5) + 1€’ + cpe

z2(0) =24 c14c

Anfangswertproblem: P0)=1=24+c14c

Wenn die rechte Seite einer inhomogenen DGL von der Form f(¢) = sint ist, dann kann man den folgenden
Ansatz versuchen:

}:>011,021

yo(t) = a-sint+b-cost
Dieser Ansatz muss aber modifiziert, wenn ein sogenannter ,Resonanzfall“ vorliegt.

Beispiel 6.23 Umwandeln eines komplexen Fundamentalsystems in ein reelles

Die homogene DGL i + 2 = 0 hat das charakteristische Polynom A2 + 1 = 0 und damit die Nullstellen A\; = 4
und A2 = —i. Das komplexe Fundamentalsystem ist also:

x1(t) = e’ = cost +isint
=e " =cost —isint

—
~
~—

T2
Mit dem Superpositionsprinzip erhilt man das reelle Fundamentalsystem:

2 (t) = S(z1(t) + 22(t)) = cost
zh(t) = 5 (w1(t) — x2(t)) = sint
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7 Integralrechnung fir Funktionen
einer Variable (Riemann-Integral)

Es existieren verschiedene Zugéinge zum Riemann-Integral. Das Vorgehen ist pragmatisch ohne jeden
Detailbeweis. Das Riemann-Integral geniigt flir fast alle praktischen Belange, ist aber fiir theoretische
Belange unzureichend. In diesem Fall muss man das Lebesgue-Integral verwenden.

7.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 7.1

1. Eine Fkt. f : R — R heifit Treppenfunktion, wenn es Zahlen ap < a1 < ... < a, gibt mit
a) f ist konstant in den offenen Intervallen (a;,a;+1),7=0,1,...,n—1

b) f(x) =0Vz ¢ [ag, an).

2. Eine Funktion f : [a,b] — R heift Treppenfunktion auf [a,b], wenn es eine Zerlegung
Z:a=ap<a; <...<a,=D>bvon [a,b] gibt, so dass obige Eigenschaft a) efiillt ist.

1. Die erwahnten Konstanten fiir die Intervalle (a;, a;+1) miissen nicht voneinander verschieden sein.
2. Die Funktionswerte von f in den Intervallendpunkten ay sind beliebig.

3. Ist f eine Treppenfunktion, dann auch c- f Ve € R.
Beispiel 7.1

1 z€l

Sei I ein beliebiges Intervall. Dann ist die charakteristische Funktion dieses Intervalls x(z) = {O ¢ 1
x

eine Treppenfunktion (auf dem abgeschlossenen Intervall T).

Niitzlich ist folgender Gleichheitsbegriff: Zwei Treppenfunktionen f, g heiflen fast iiberall gleich,
wenn fiir alle bis auf endlich viele z € R f(x) = g(x) gilt. Man schreibt: f = g f.ii. (Achtung: In der
Lebesgue’schen Integrationstheorie wird ein allgemeinerer Begriff von ,fast tiberall* benutzt.)

Sei nun f eine Treppenfunktion auf [a, b] beziiglich der Zerlegung Z (siehe Definition 7.1) mit:

e ze(ap-r,ak),k=1,...,n
f()_{o x ¢ [a,b]

n
Dann ist fast iiberall f = > exxr., Ix = (ak—1,ax).
k=1
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Die Darstellung einer Treppenfunktion (f.i.) als solch ein f ist keineswegs eindeutig.

Lemma 7.2

Die Menge T'(a, b) der Treppenfunktionen auf [a, b] bildet eine Algebra tiber R, d.h. fir f, g € T'(a,b)
und ¢ € Rsind f+g,c- f, f- g wieder in T'(a,b).

Definition 7.3 Integral einer Treppenfunktion
Sei f € T'(a,b) und sei f beziiglich einer Zerlegung Z : g = a < 21 < ... < x,, = b gegeben durch

n
f = ZCkXIk mit Ik = (:L'kfl, xk)

b

Dann setzt man: [ f(z)dz := > cp(ar — zp—1) = > ckl(k).
a k=1 k=1
Hierbei ist [(I}) die Linge der Intervalls Ij. Diese ist gleich fiir alle Sorten von Intervallen (offen,

halboffen, abgeschlossen).

Damit die Definition sinnvoll ist, muss man zeigen, dass sie von der jeweiligen Darstellung von f
(insbesondere von der Zerlegung) unabhéngig ist. Allgemein zeigt man: Wenn f = g f.i. in [a, b], dann

[ f(z)dz = [ g(z)dz

Satz 7.4 Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen
Seien f,g € T'(a,b) und A\, x € R. Dann gilt:

b b b
L [(\f+pg)(@)de =X [ f(z)dz + p [ g(z)dz

=\f(x)+pg(x)

b b
2. f(z) < glo)ti= [ f(z)dz < [g(z)dx

b

[ f(z)da

a

b
3. < [1f(@)]dz < (b—a) - max |f(z)]

xz€[a,b]

Beweis

Beweisidee zu 1.: Zu f und g gehoren die Zerlegung Z und Z’. Wir betrachten die Verfeinerung
beider Zerlegungen: Z” = Z U Z’. Betrachte dann eine neue Darstellung von f und g jeweils bzgl. Z”.
Dann ist Af + pg einfach zu bilden.

Zu 3.: Nach Definition gilt fiir f = cpxy,:
k

b

/ f(z)dz| =

a

ckl Iy)

<Z|Ck| (Ix) < ), max |f(z)| - I([x) = max [f(z)]-(b—a)

z€la,b] z€la,b]

b
J1f(@)|dz
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b

Die Abbildung T'(a,b) > f — [ f(z)dz € R ist also eine lineare Abbildung T'(a,b) — R, d.h. ein lineares

a

b
Funktional aus T'(a,b). Aukerdem gilt nach 2.: Wenn f > 0 f.ii., dann ist [ f(z)dz > 0. Das heift,

b

[+ [ f(z)dx ist ein lineares positives Funktional auf T'(a,b).

Nun wollen wir dieses Funktional unter Erhaltung der Linearitdt und Positivitat auf einen moglichst

groflen Vektorraum von Funktionen fortsetzen. Dafiir gibt es einige Varianten. Wir benutzen diejenige,
die zum Riemann-Integral fiihrt.

Definition 7.5 Ober- und Unterintegral

Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschriankte Funktion. Dann nennt man:
bx b
J f(z)dz :==inf ¢ [h(z)dz : h € T(a,b), f < h} Oberintegral von f

b
f(z)dx := sup {fg(ac)dx :g€T(a,b),g< f} Unterintegral von f

S}
* =<

Beide Mengen {---} sind nicht leer, denn da f beschrinkt ist, existiert C, D € R mit C < f(x) <
D Vx € [a,b] und h = D bzw. g = C sind Treppenfunktionen aus {--- }.

Beispiel 7.2

b b by
1. Wenn f eine Treppenfunktion ist, dann gilt natiirlich: [ f(z)dz = [ f(z)dz = [ f(z)dz
a a¥ a
bx b
2. Sei f die Dirichletfunktion auf [0,1]. [ f(z)dz =1, [ f(z)dz =0
a o¥
Satz 7.6 Eigenschaften von Ober- und Unterintegral
Fiir alle beschriankten f, g auf [a, b] gilt:
b bx
L. [ f(z)dz < [ f(z)dz
a* a
by by by
2. [(f(z)+g(z))dz < [ f(z)dz+ [ g(x)dz (Subadditivitét)
g* - a a
[ Af(z)dz =X [ f(z)dz mit A >0
b b b
3. [(f(z) +g(x))dz > [ f(z)dz + [ g(z)dz (Superadditivitit)
a* a* a*
b b
J Af(z)dz =X [ f(z)dz mit A >0
ll* a*
by b b bx
4. Fir A< 0 gilt: [ Af(z)dz =X [ f(z)dz und [ Af(z)dz =) [ f(z)dz
a a* a* a
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Beweis zu 2., Teil 1 (als Beispiel fiir das Beweisschema)
by

f f(z)dx = inf{
f g(x)dx = inf {

hi(z)dz, hy € T(a,b),hy > f} =:inf F'

o SR

ho(z)dx, hy € T(a,b), hg > g} = infG

b*

f(f(a:) g(z))dx = inf f d:z:sGT(ab)s>f+g}::infS
Aush1>fh2>g:>h1+hg>f+gfolgt
f(h1+h2)dx€S<Z>F+G {a+B:a€eF,peG}CS

a

b b
b
[ (h1 + ho)dz = /hldx+/h2dx = inf S <inf(F 4+ G) = inf F + inf G

a
a

S——
€F e

Definition 7.7 Riemann-Integral
Eine auf [a, b] beschrinkte Funktion f heift Riemann-integrierbar (R-integrierbar), wenn

bx b
/f(x)dx:/f(a:)da;

b bx b
Dann setzt man [ f(z)dz := [ f(z)dx (z S f(x)da:). Zusitzlich vereinbaren wir [ f(z)dz = 0
*

a b
und [ f(z)dz = — [ f(z)dz. Die Menge aller auf [a,b] R-integrierbaren Fkt. nennen wir R(a,b).
b

a
b b b
In [ f(z)dz bezeichnet z die Integrationsvariable. Diese ist vollig frei withlbar: [ f(z)dz = [ f(s)ds = .. ..

a a

Beispiel 7.3
Fiir die in Bsp. 7.2 besprochenen Funktionen gilt: Alle Treppenfunktionen sind R-integrierbar (d.h. T'(a,b) C
R(a,b)), die Dirichletfunktion jedoch nicht.

Satz 7.8 Riemann’sches Integrabilitatskriterium
b
f € R(a,b) & Ve>0:3g,h €T(a,b),g< f<h: [(h(z)—g(z))dz<e (7.1)

Anschauliche Darstellung: f ist durch die Treppenfunktionen so eingeschlossen, dass der Inhalt zwischen
den Graphen von g und h kleiner als ¢ ist.
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Beweis
Hin-Richtung:

ba b EIhGT(a,b),hZf:fbf(w)dzL‘+%Zfbh( Yda
/f(m)dx:/f(x)dm: 3 2 ~ (7.1)
P o 3g € T(a,b),g> f: [ flx)de -5 < [g(x)da
b b b
J f(z)dz < [h(z)dz = [ h(z)dz
Riick-Richtung: ¢ 9 % % =
{f(x)dx > [g(z)dz = ig(fﬂ)du’ﬂ
by b b 1) bx b
= /f(x)dx—/f(x)dx < /(h—g)(af)d:c < e= [ f(x)dz = /f( )dx = f € R(a,b)

Satz 7.9

1. Jede auf [a, b] stetige Funtion ist R-intergierbar.

2. Jede auf [a, b] monotone Funktion ist R-intergierbar.

Beweis zu 1.
Wir wenden an, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen (hier [a,b]) gleichméfig stetig sind.
Sei € > 0 gegeben und § > 0 so gewéhlt, dass gilt: [z —2'| < 0 = |f(z) — f(2))| <e

Zerlege nun [a, b] Aquidistant mit den Intervallgrenzen xx = a+k-h mit k =0,1,..., N. N sei so grof,
dass h := IFT“ < 0.

Setze nun Iy := [z, Tp41], My = miIn f(x), My := mz}xf( x). Also ist M}, —my < ;=-. Definiere nun
xely Tl

zwei Treppenfunktionen:

g mit g(x) := my, Vx € [, xp41),9(b) = f
h mit h(z) = My, Yz € (2, Tpt1), h(b) == f

> i) S50 g};‘/b o) < 5 0= =
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Satz 7.10 Eigenschaften des Riemann-Integrals, Struktur von R(a,b)
Seien f,g € R(a,b) und A\, u € R.

b b b
1. Mf 4+ png € R(a,b) und [(Af + pg)de =X [ f(z)dz + p [ g(z)da

a

2. f-g € R(a,b)

b
Aus 1. und 2. folgt: f — [ f(z)dz ist ein lineares und positives Funktional auf R(a,b).
a

b
3. f<g= [f(z)dz < [g(z)dx

4. |f,f*,f~ € R(a,b)

r x>0
0 <0

0 x>0

Hierbei ist f* : [a,b] — R,z —
-z <0

und f~: [a,b]—>]R,x»—>{

5. Seia < ¢ < b,dann f € R(a,b) < f € R(a,c)Af € R(c,b) undff(x)d:): = fcf(x)dx+fb f(z)dz.

a

Beweis

Zu 2.: Beweis durch Fallunterscheidung

1. Fall: Seien f,g > 0, |f(x)] < ¢, [g(x)] < c. Sei € > 0 sowie s1,s2,u1,u2 € T(a,b) so gegeben,
dass s1 < f < sound u; < g < ug. O.Ed.A. sei 0 < 51 < 89 <2cund 0 < uyp < us < 2¢ sowie
b b

[(s2 — s1)(z)dz < 4 und J(ug — up)(z)dz < +- Dann sind hy := sy —up und hy := sy — uz auch

a a
Treppenfunktionen mit 0 < hy < f- g < hg in [a,b]. Wir schreiben hy — hy geschickt auf:

ho — h1 = (52 — 51)11,1 + S‘Q(UQ — ul) < 2("(82 — 81) + 2(:(u2 — ul)

b b b
= /(hg — hy)(z)dx < 20/(32 —s1)(z)dz + 26/(u2 —uy)(z)der <e= f-g€ R(a,b)

a
2. Fall: Seien f, g beliebig. Setze ¢1 := ir[lfb}f(:n) und co = ir[lfb]g(x). Dann sind F := f — ¢y und
re|a, xE|a,
G := g — ¢y beide > 0.

=f9=F+ca)(G+ec) =F -G+ cF+c1G+cica € R(a,b)

Zu 3.: Aus f € R(a,b) und f > 0 folgt:

b b

bx
/f(a?)dx = /f(:n)d:n = inf /h(aj)dx,h €T(a,0),0< f<hy>0

a a
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Satz 7.11
Sei f € R(a,b). Dann gilt:

b b
L \[f@)dz| < [|f(2)|dz < (b—a)- i |f (@)
a a xE|a,
2. Aus m < f(x) < M auf [a, b] folgt m(b fb z)de < M(b—a).
Beweis

1. Offenbar ist — |f(z)| < f(z) < |f(z)|. Mit 7.10.2 folgt:

b b
—/|f($)|Da:§/f(1:)dx§/|f(x)|D:z:<:>1. Ungleichung

b b
Die zweite Ungleichung folgt dann mit |f(z)| < C := sup |f(z)| = [|f(z)|dz < [Cdz =
z€[a,b] a a
Cb—a)

b
2. folgt sofort aus 7.10.3 mit [ mdz = m(b — a) und analog fiir M.
a

Satz 7.12 Mittelwertséatze der Integralrechnung
1. 1. Mittelwertsatz: Seien f,g € R(a,b),g > 0 auf [a,b]. Dann existiert ein p mit
inf f(z)==m<pu<M:= sup f(x) (7.2)
z€la,b] z€[a,b]

b b
sodass gilt: [ f(z)g(z)dz = p [ g(z)dz (7.3)
2. 2. Mittelwertsatz: Sei f monoton und g stetig auf [a, b]. Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

b c
[ f(@)g(z)dz = f(a) [ g(z)dz + f(b fg

b b
Betrachte fiir 1. den Spezialfall g =1, f > 0: [ f(z)dz = p [ 1dz = u(b — a).
Wenn | stetig ist, dann folgt aus dem Zwischenwertsatz: 3¢ € [a,b] : f(£) = p.

Beweis

1. Aus (7.2) folgt: m - g(z) < f(x) - g(x) < M - g(z)

m/ d:z:</f d1:<M/

b
1. Fall: Fiir [ g(z)dz = 0 folgt aus (7.4): f f(x)g(x)dz = 0, also ist (7.3) fiir alle p richtig.

b
ff(w)g(w)dﬂﬁ
2. Fall: Wenn fg )dx > 0, setze p := *—————. Daraus folgt (7.3).

fg x)dx
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2. ist ein Nebenprodukt beim sogenannten Riemann-Stieltjes-Integral (siehe spéter).

Alternativer Zugang zum R-Integral

Unser bisheriger Zugang ist nur fiir reellwertige Funktionen, nicht fiir komplexwertige, vektorwertige
Funktionen, etc. geeignet. Sei Z := {a = 29 < 21 < ... < x, = b} eine Zerlegung von [a,b] und I} :=
[z, zr11] und (&) ein System von Zwischenpunkten, d.h. & € I. Bilde folgende Summen:

n—1

e Zwischensumme S(f, Z) := ‘Zo F&) (i1 — x4)

n—1
e Obersumme O(f, Z) := <sup f(x)) (xig1 — ;)
i= zel;
0 €
:M.L

e Untersumme U(f, Z) := "gl <mf f(z )) (@is1 — )

z€l;
—_—
=m;
by b
Dann gilt mit unseren alten Begriffen: [ f(z)dx = me (f, 2), | flx)de = sup U(f,Z2)
a

oF

Mit den Zwischensummen gilt: f ist R-integrierbar genau dann, wenn fiir jede Zerlegungsfolge (Z,)
mit 7(1,,) = grofte Teilintervalllinge (,Feinheit) von Z,, — 0 gilt: S(f, Z,,) hat fiir beliebige Zwischen-
punktsysteme einen Grenzwert, welcher von Z,, mit n(Z,) — 0 und von den Zwischenpunktsystemne
unabhéngig ist.

b
Dann gilt: f flx)dz = hm S(f, Z). Das Integral ist hierbei i.A. keine Zahl, sondern ein Element als
dem Werteberelch W(f )

7.2 Hauptsatz (Fundamentalsatz) der Differential- und
Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das wichtigste Instrument zur Berechnung
von Integralen. Der folgende Satz ist dabei ein bedeutendes Teilresultat.

Satz 7.13

1. Sei f € R(a,b). Dann ist F, definiert durch F(z) = [ f(t)dt fiir z € [a, b] stetig und F(a) = 0.

a

2. Wenn f stetig ist, ist obiges F' differenzierbar und es gilt F’ = f.

1. f f(t)dt ist wohldefiniert!

2. Dle Integration mit variabler oberer Grenze ,verbessert” also die Eigenschaften (Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit) von f.
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Beweis
Zweckmaéhig ist folgende Bezeichnung: (c, d) sei das abgeschlossene Intervall mit den Grenzen ¢ und d,

[e,d] (e <d)

unabhéngig von deren Ordnung. Also ist (¢, d) :=
[d,c] (c>d)

Zu 1.: F ist in x stetig, denn

z+h z+h
|F(z +h) — /f t)dt — /f w/f(t)dt < <t€<i1;1t>+h>|f(t)|> - |h]

Zu 2.: f ist in ¢ stetig, d.h. Ve > 0:30 > 0:Vz € [a,b], |z — 20| < :|f(z) — f(zo)| <€
Das bedeutet im Speziellen Vt € (x, o) : |f(t) — f(z0)| < & (da |t — zo| < 0) (%)
Beachte ferner:

/f(xo)dt = f(zo) - (x — o) und F(z) — F(x¢) = /f(t)dt - /f(t)dt = /f(t)dt (xx)

T

Fx)— F F(x) — F(xo) — f(zo)(z — 2 o 1
’ (x;_m0($0) _f(xo)‘ :‘ <I> (127>_;O(10)(1 10) (:) P /[f(f) —f(LI,'())]dt
fir | — x| < ¥ [z — @o| _
S(bzw.té(m,m))‘ T — xo /’f flzo)ldt| < & o —xo|

= F'(x0) = f(z0)

Wir haben sogar mehr gezeigt: In allen Punkten xy € [a,b], in denen f stetig ist, ist F' differenzierbar
und F'(z9) = f(z0)-

Definition 7.14

Eine Funktion F heift Stammfunktion von f auf [a,b], wenn F'(z) = f(z) Va € [a, b)].

Der Satz 7.13.2 besagt also: Stetige Funktionen besitzen eine Stammfunktion.

Lemma 7.15

Sei F' auf [a, b] eine Stammfunktion von f. G : [a,b] — R (G differenzierbar) ist genau dann Stamm-
funktion von f, wenn F' — G = const. in [a, b].

Beweis
Wenn F' — G = ¢ konstant ist, dann ist die Ableitung (F — G)' = F' — G’ =0, also F' = G’ = f. Die
Riickrichtung ergibt sich in volliger Analogie.

|
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Theorem 7.16 Haupt-/ Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Sei f auf [a,b] stetig und G eine beliebige Stammfunktion von f. Dann folgt:

b

[ 161t =60) - 6(0) = G@L;

a

Beweis

Seien f und F' wie im Satz 7.13 (d.h. F(z) = ff(t)dt), also ist F' eine Stammfunktion von f und
F(a) = 0. F ist Stammfunktion. Nach Lemm; 7.15 gibt es ein ¢, sodass F(x) = G(x) + c¢. Da
0= F(a) =G(a)+c, ist c = —G(a). Also ist F(b) = fbf(t)dt =G(b) + c=G(b) — G(a).

Diskussion der Ergebnisse

1. Stetige Funktionen sind R-integrierbar und haben eine Stammfunktion, also kann das R-Integral
nach dem Hauptsatz beschrieben werden.

2. Bei unstetigen Funktionen wird es problematisch:

Beispiel 7.4

f(x):{o —-1<z<0

1 0<2<1

1
Natiirlich ist f € R(a,b), denn [ f(z)dz =1 (aus Definition). Allerdings hat f auf [—1, 1] keine Stammfunk-
51

tion F, denn es miisste gelten: F’ = f. Dann wére aber fiir F’ der Zwischenwertsatz verletzt.

Beispiel 7.5

Fla) = T xsin% x>0undf(x): % wsin%—%sin x>0
0 x=0 0 z=0

F ist eine Stammfunktion von f in jedem Intervall [0,b] mit b > 0, f ist aber nicht R-integrierbar in [0, b], da
f nicht beschréankt ist.

1

x

Bezeichnungen

Wenn f stetig ist und F' eine Stammfunktion von f ist, dann schreibt man [ f(¢)dt = F+C oder [ f(¢)dt =
F und nennt F bzw. [ f(t)d¢t unbestimmtes Integral von f (auf [a, b]). Eigentlich ist das unbestimm-
te Integral (auf [a,b]) die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f (auf [a,b]). Manchmal nennt man

b
[ f(z)dz bestimmtes Integral und C' Integrationskonstante.
a

Warnung: Man achte immer darauf, in welchen Intervallen die Betrachtungen giiltig sind.

7.3 Integrationsmethoden

Beispiel 7.6 trivial

3

Fir z > 0 ist f(x+ﬁ)2dx:f(x2+2\/5+%)dx:%Jr%:c%JrlongrC’.
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Partielle Integration
Unter Ausnutzung der Produktregel (uv) = u'v + uv’ ist
/(uv)/dx = /u’vdx + /uv'dx = Juw'de = = [u'vd
Ju'vdz = wv — [w'dx
b

b
Fiir das Riemannintegral auf [a, b] ist etwa [wv'dz = uv|Z — [Wvdz.
a a

Beispiel 7.7 Stammfunktion des Logarithmus

Wir wenden einen Trick an. Fir alle 2 > 0 ist

/logxdx:/1-logxd:v:x-logx—/x~(logx)'dx:x~logm—x+0

Substitutionsregel

Diese Regel nutzt die Kettenregel F'(u(x)) = (F ou)'(x) - v/(x) fiir stetig differenzierbare F,u. Sei F
eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

/ (Fou) (z)dz / Fu(@)) - o (x)de = / Fu()) - ' (z)da

| —
=F(u(z))

Fiir das bestimmte Integral folgt:

b

b
/ﬂmmmmwx=/Fwwwwszw»—ﬂww>

a

I
—
i
=

Symbolisch ist «/(z)dz = $%dz = du.

Beispiel 7.8

Wir bestimmen [ Ifildx und das entsprechende bestimmte Integral in den Grenzen [1,2] mithilfe der Sub-
stitutionsregel. Mit u(z) = 22 + 1 und f(z) = £ ist f(u(z)) = x%u und ' (x) = 2z. Eine Stammfunktion von
fist F mit F(z) =log Z (fir z > 0).

2z
_ 2 _ 2
F(u(x)) =log(z= + 1), d.h. / o 1dx =log(z“ + 1)+ C Va

Das bestimmte Integral ist

2 1422=5

2x du 5
/mdx: / 7zlogu|2:log5—log2

1 14+12=2

Alternative Formulierung der Substitution

b
Wir suchen [ f(z)dz und substituieren dazu x = w(t) mit der stetig differenzierbaren, bijektiven
a
Funktion u : [a, 5] — [a, b].
b u™! (b)

[t@ae= [ ruon

a w(a)



7.3 Integrationsmethoden Seite 104

Beispiel 7.9

.
Das Integral [ v/r?2 — z2dz ist zu bestimmen. Setze z :=r - sint, also do = r - cos dt.
e

jus
2

. z
/\/r2 —22dz = / Vr2 —r2.sin?t-r - costdt = r? / cos? tdt = grz
—Tr

e
[NE)

Integration rationaler Funktionen

Suche [ g%g dzx fiir Polynome p und q.

1. Schritt: Wenn der Grad von P grofer oder gleich dem Grad von @ ist, fiihrt man zuerst eine
Polynomdivision mit Rest durch. Es entsteht ein Polynom und eine neue rationale Funktion, des-
sen Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist. Im folgenden kénnen wir daher o.E.d.A. nur rationale
Funktionen betrachten, fiir die diese Relation gilt.

2. Schritt: Jetzt wenden wir die Partialbruchzerlegung an. Seien x1, ...,z die Nullstellen von @) mit
den Vielfachheiten aq,...,ay, also Q(x) = (z — x1)* - ... (x — z)*. Nach dem Satz iiber die
Partialbruchzerlegung ist also

k
P(z)  Aj Al Af Ady
= e/ 4+ ...+ e
Qlx) z—x (r —xp)™ T — Tk (x — xp )
Beispiel 7.10
Sei R(x) = ggg = z(iﬂ)% also sind die Nullstellen von @ x1 = 0 mit a1 = 1 und o = 1 mit o = 2. GeméiR

dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung macht man folgenden Ansatz:

r+1 a b c
R@):th)z:;*(x_nzm_l S

a,b, c sind zu bestimmen. Hier fiihrt immer Koeflizientenvergleich zum Ziel: Durch Multiplikation beider
Seiten von (1) mit Q(z) = z(z — 1)? erhilt man:

z+1=a(r—1)2+bx+cx(xr—1)

Nun bringt man alles auf eine Seite und ordnet nach den Potenzen von z:

a—1=0 a=1
(a+c)z?+(b—2a—c—Dz+(a—1)=0=>b—-2a—c—1=0p = b=2
a+c=0 c=-1

Es existieren viele verschiedene Methoden neben dem Koeffizientenvergleich, um Partialbruchzerlegung her-

zustellen.
x+1 1 n 2 n 1
rz—-1)2 2 (z—12 z-1

Es kénnen auch komplexe Nullstellen von @) auftreten.
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Beispiel 7.11

1 a b c
R(z)= ———<=—
(z) x(x2+1) = z+i x—1i
a, b, c ergeben sich durch Koeffizientenvergleich: a = 1,b = ¢ = —%. Um die Integration zu vereinfachen,

beseitigen wir komplexe Anteile.
1 1 1 1 1 1 /xz—i4+x+1 1 T
R(z) = - — = S U N N [ S
(z) x 2(m+i+x—i) x 2<(x—z)(x+z)> x  x2+1

Reelle Nullstellen bereiten in der Integration keine Probleme. Bei einer komplexen Nullstelle A der
Vielfachheit « hat Q immer auch die Nullstelle A der Vielfachheit o (da die Koeffizienten von @ reell
sind). Es folgt:

(z—=Nz-N) =22 A+Nz+ [MA*=22— (2Re Nz + |\? = 2% +pz +¢
N————

>0 Vzx

= [@=N@-N]" =@ +pr+q)° V8

Indem man jeweils die Nenner (z —A)? und (z — X)? zusammenfasst, erhilt man nur reelle Ausdriicke.
In der Partialbruchzerlegung fithrt dies also auf Anteile der folgenden Art (mit reellen A; und B;:

Ayx+ By Aox + Bo " Apx+ By,
?+pr+q (@2+pr+q? T (22+pr+gm

(+)

Beweis
Sei Q(x) = (22 + px + ¢)™ - Q1(7), sodass Q1(x) nicht mehr durch 2% + pz + ¢ teilbar ist. Man kann
zeigen, dass ein Polynom Pj(x) mit reellen Koeffizienten existiert, sodass

P(x) _ P(x) __ Mz+N Py(x)
Qx)  (?+pr+qmQi(r) (2®+pr+qg™ (22 +pr+q)"Qi(2)

(%)

Die sukzessive Anwendung von () liefert den Anteil (+).
]

3. Schritt: Integriert man nach Beseitigung komplexer Anteile die einzelnen Terme der Partialbruch-
zerlegung, so hat man Stammfunktionen der folgenden Art zu bestimmen:

1. Einfache reelle Nullstellen:

A Al — >
/ dz = Alog|z —a| = og(x—a) w>a
T—a A-logla—z) z<a

2. Mehrfache reelle Nullstellen: (Beachte > a und = < a.)

A A 1
/(x—a)mdx:_m—l‘(x—a)m—l (m>1)

3. Einfache komplexe Nullstellen: (durch Substitution z + £ =t)

/ Ax+ B d Al (2+ n )+2B—Ap " 2z +p
————dx = = log(z® + pr + q) + ——— arctan —————
x2+px+q 2 & w/4q_p2 1/4q_p2
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4. Mehrfache komplexe Nullstellen: (mit ¢t =z + £, a? = #)

/Ax—i—Bd_Al 1 BAp/dt
@ tprtqm  2m—1 (+a2)yn] 2 (t2 — a®)m

Das rechte Integral kann rekursiv berechnet werden.

P(x)

Hat man [ o) dx berechnet, dann gilt diese Gleichung in allen Intervallen der z-Achse, die keine Null-
stellen des Nennerpolynoms enthalten.

Beispiel 7.12

P(x) z+1 1 2 1 / z+1
= ==+ - =

Qz) =z(x-12 2z (z-12 z-1 z(x—1)

Hierin stehen alle Stammfunktionen in verschiedenen Intervallen, die weder 0 noch 1 enthalten.

2
sdz =log|z| + —— —log|z — 1|+ C
z—1

7.4 Typische Anwendungen des Riemann-Integrals

Zu Anwendungen wie Arbeit im Kraftfeld oder Bogenldnge von Kurven siehe spétere Kapitel.
Fliacheninhalte

Sei M C R2. Was soll unter dem (2-dimensionalen) Inhalt von M (also dem Flicheninhalt) verstan-
den werden? Man postuliert dazu: Einfache Mengen @) (Quadrate, Rechtecke) sollten als Inhalt den
elementargeometrischen Inhalt (,Lédnge mal Breite*) haben. Solche @ nennt man zweidimensionale
Intervalle. Den Inhalt von @ bezeichnet man als |Q|.

n
Dann bilde Intervallsummen M := J Q; mit den Intervallen Q;, sodass Q; und Q; fiir i # j keine
i=1

n
gemeinsamen inneren Punkte haben. Dann ist | M| = > |Q;|.

i=1
Eigenschaften

1. My C My = |M;| < |Ma| (Monotonie)

2. Wenn M = M; U My, wobei M; und M keine gemeinsamen inneren Punkte haben, dann ist
|M| = |My| + |Ma|.

Sei A C R? eine beliebige Menge. Was soll |A| sein? Betrachte alle Intervallsummen J, K mit J C A C
K. Betrachte dann sup |J| und inf |K|. Wenn sup |J| = inf |K|, dann setzt man |A| := sup |J| =
JcA K>A JcA K>A JcA

I}an |K| und nennt A quadrierbar bzw. Jordan-messbar.
)

Beispiel 7.13

Eine Menge aus Punkten ist i.A. nicht Jordan-messbar: I}an |K| =0, sup |J| existiert nicht.
o JCA

Beispiel 7.14

Die Menge aller Punkte mit rationalen Koordinaten im Einheitsquadrat ist nicht Jordan-messbar:

inf |K|=1,sup |J| =0 oder existiert nicht (je nach Supremumsdefinition).
K>A JCA

Nun kann man den Inhalt einer Menge zwischen dem Graphen einer Funktion und der x-Achse be-
stimmen:
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b
1. f(z) > 0Vz = |A| = [ f(z)dz - Die Intervallsummen entsprechen den Ober- und Untersummen.

2. Im allgemeinen ist |A| = jl |f(z)|dz = jf*’(:c)da: + fdf_(x)daf.

7.5 Uneigentliche Integrale

Der Riemann’sche Integralbegriff wird auf unbeschrinkte Integranden und Integrationsintervalle er-
weitert.

7.5.1 Unbeschrdankte Integranden

Definition 7.17 Unbeschranktheit des Integranden in einem Punkt des Integrationsinter-
valls

Fiir die Funktion f liege einer der folgenden drei Félle vor:

(a) fistin (a,b] definiert und fiir alle n € (0,b — a) in [a 4+ 1, b] Riemann-integrierbar.
b b

Ist lim [ f(z)dz = A, dann setzt man [ f(z)dz := A.
77—>0+0a+77 2

(b) f ist in [a,b) definiert und fur alle n € (0,b — a) in [a, b — 1] Riemann-integrierbar.
b—n b
Ist lig}ro [ f(z)dz = B, dann setzt man [ f(z)dz := B.
n— a a

(c) fistin [a,c)U (c,b] definiert und fiir alle n € (0, min {c¢ — a,b — c}) in [a,c — n] und [c + 7, b]
c—n b
Riemann-integrierbar. Ist lim [ f(z)dz = C; und lim [ f(z)dz = Cs, dann setzt man
n—0+0 o n—>0+()c+,q
b
f f(a;)da; = C1 + Cs.

a

Die so definierten Integrale heiftfen uneigentliche Integrale. Wenn die angegebenen Grenzwerte exis-
b

b
tieren, dann sagt man, das uneigentliche Integral [ f(z)dz konvergiert. Falls [ |f(z)| dz konvergiert,
a a
b

sagt man, dass das Integral [ f(z)dz absolut konvergiert.
a

Beispiel 7.15

b

Betrachte [ ﬁdx mit a € R. o < 0 ist uninteressant, es liegt ein gewohnliches R-Integral vor. Fiir a > 0

ist b kritisch. In [a,b — 1] liegt stets Riemann-Integrierbarkeit vor.
b—n b—n

Fall : a =1= [ ;—dz = log(b— 2)|>™" = log(b — a) — log 7). Daher existiert lig}ro [ 3-dz nicht.
a n— a

b—n b
Fall 2: o #1= [ 7@_190)" dx = —ﬁ (b— 1‘)1_"‘|a "= —ﬁ [nl_o‘ —(b— a)l_o‘] (%)

Fiir @ < 1 konvergiert die rechte Seite von (x) fiir n — 0+ 0 gegen ﬁ(b —a)t~“. Fiir a > 1 divergiert das
Integral.

= Das Integral konvergiert fiir alle o < 1.

Es folgt ein Beispiel fiir die Formulierung eines Konvergenzkriteriums.
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Satz 7.18 Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale

Fiir f, g liege einer der in Defition 7.17 beschreibenen Félle vor. Ferner sei | f(x)| < g(z) Vo € D(f) =
b b

D(g). Wenn [ g(z)dz konvergiert, dann konvergiert [ f(z)dz absolut.

a

a

Beweis Als Beispiel wird der Fall b diskutiert.
b—n
Nach dem Cauchykriterium fiir Grenzwerte von Funktionen (mit lig}r o J ...) gibt es fiir alle e > 0
n— a
ein > 0, sodass fiir alle 71,72 < n (0.E.d.A. no < n1) gilt:
b—n2 b—m1 b—mn2
g(z)dx — / g(x)dz| = / g(x)dz < ¢
a a b—m1
b—12 b—m b—n2 b—np b—n2
[ t@ae— [ saas = | [ swds < [ l@lde < [ glons <
a a —m b—m1 b—m

b—n b
Nach dem Cauchykriterium existiert also ligf}r . [ |f(z)| dz, also konvergiert [ f(z)dz absolut.
n— a a

Der Fall ¢ enthélt fiir den Anfénger eine Falle.
Beispiel 7.16

Betrachte f %dx mit der kritischen Stelle ¢ = 0.

—a

—n a
1 1
it Sde+ [ Zdz| = i [1-*”1‘@:1'1-1 loga — logn) =
’,]Eg}rol/xdr—f—/wdx] i og(—)|_, + logz[, | 0 nigio(ogn oga+loga —logn) =0

—a n

-7
Das Integral ist nicht konvergent, denn nach Definition 7.17¢ miissten die einzelnen Grenzwerte “{Br o 1l %dx
n—0+0_,

a
und lim f %dx existieren, was nicht der Fall ist.

n—0+0

Dennoch hat diese Schlussfolgerung etwas fiir sich.
Definition 7.19
f sei auf [a,c) U (c,b] definiert und auf jedem abgeschlossenen Teilintervall R-integrierbar. Falls

c—n b b b
ligr}ro [ [ f(z)dx+ [ f(z)dz| = A existiert, so definiert man A =: (H) [ f(z)dz =: v.p. [ f(z)dx
n— a ctn a a

und nennt (H) den Cauchy’schen Hauptwert (valeur principale) des uneigentlichen Integrals von
f(x) iber [a, b)].

Beispiel 7.17

(H) [ Lde=0

—a
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7.5.2 Unbeschrankte Integrationsintervalle

Definition 7.20

Fiir f liege einer der folgenden Félle vor: D(f) = [a,00), D(f) = (—00,b] oder D(f) = R. In jedem
Falle sei f iiber jedes komplette Teilintervall seines Definitionsbereiches R-integrierbar (d.h. f ist
lokal R-integrierbar).

Q 00
(a) Falls lim [ f(z)dz = A, setze [ f(z)dx := A.
00— a a

(b) Falls lim ff )daz = B, setze [ f(x)dz := B.

@——00
0 a o0
(c) Falls lim [ f(z)dz =Cy und lim [ f(z)dz = Cy (Va € R), setze [ f(z)dz = Ci + Cs.
e—00y, g——00

-0 %

Man sagt dann, dass die entsprechenden Integrale als uneigentliche Integrale konvergieren. Wenn
die jeweiligen Integrale tiber |f(z)| konvergieren, dann heifen die uneigentlichen Integrale absolut

oo
konvergent. Fiir den Fall ¢ ist wieder der Cauchy’sche Hauptwert definierbar: (H) [ f(z)dz =
—0o0

lim f f(x)dz, falls dieser Limes existiert.
0—00 *

Beispiel 7.18

o . .. ..
= = [z@ 1” ﬁ {9“171 — aal,l]. Dieser Grenzwert existiert nur fiir o > 1, dann

l—«

o0

Zu berechnen ist [ % mit a > 0.
a
14

0
Fir a # 1 ist f

i 1 1
ist f de = E . go—T°
a

Das Majorantenkriterium kann fiir unbeschrinkte Integrationsintervalle fast wortlich iibernommen

werden.

7.6 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Motivation

Auf der z-Achse liegen in den Punkten x1,...,x, Massen myq,...,m, mit der Gesamtmasse M =
my + ...+ my. Der Schwerpunkt ist X, = ﬁ (my-x1+ ...+ my - x,). Nun moge im Intervall [/, b']
irgendwie (kontinuierlich oder diskret) Masse verteilt sein. Gesucht ist der Schwerpunkt des Systems.

Dazu betrachten wir ein Intervall [a, b] mit a < o’ und ' = b, und die Massenverteilungsfunktion m(z)
mit m(a) = 0. m(x) = die in [a, 2| enthaltene Masse und m(b) = M. (Dadurch wird wegen a < a’
eine evtl. in @’ liegende Masse richtig erfasst.) Fiir a < a; < by < b ist m(b1) — m(ay) die in (aq, by]

enthaltene Masse.

Sei nun Z = {zg=a <z < ... <z, = b} eine Zerlegung von [a,b] und & = (&1,...,&,) mit z;_1 <
& < x; ein System von Zwischenpunkten von Z. Dann scheint es natiirlich zu sein, den Punkt

= Y G @) — o) (1)
k=1
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als Naherung fiir den Schwerp. zu betrachten. (7.5) erinnert an die Riemann’schen Zwischensummen.
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] und d(Z) = mgx[wk — xj_1| die Feinheit dieser Zerlegung. Eine
Zerlegungsfolge (Z,,) heifst Zerlegungsnullfolge, wenn d(Z,,) — 0.

Definition 7.21

Seien f, g auf [a, b] definiert und reell. Z = {zg =a < 21 < ... < z,, = b} sei eine Zerlegung von [a, b]
und £ = (&1, ...,&,) mit & € I, = [xp_1, zx] ein Zwischenpunktsystem.

Unter der Zwischensumme (Riemann-Stieltjes-Summe) von f bzgl. g zur Zerlegung Z und dem
Zwischenpunktsystem ¢ versteht man die Summe

0rg(Z,6) Zf &) | — g(xr_1)]

f heift iber [a,b] R-integrierbar bzgl. g, falls fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,) und beliebige &
der Grenzwert lim oy 4(Z2,) existiert. Dieser Grenzwert heift Riemann-Stieltjes-Integral (RS-
n—oo

b b
Integral) von f bzgl. g tiber [a,b]. Man schreibt [ f(z)dg(z) oder kurz [ fdg.

Rechenregeln fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Wir setzen voraus, dass die jeweiligen Integrale existieren. Das Riemann-Stieltjes-Integral ist in f und
g linear, also

b

b b b b b
/(a1f1+042f2)d9=041/f1d9+042/f2d9 und /fd(ﬁlgl + B292) Zﬁl/fd91+ﬁ2/fd92

a

(Dies folgt direkt aus der Definition, da die Zwischensummen ebenfalls in f und g linear sind.) Aufser-
dem lésst sich das Integrationsintervall zerteilen: Fiir a < ¢ < b ist

/bfdgz/cfngr/bfdg

Die partielle Integration kann analog formuliert werden: Wenn f bzgl. ¢ integrierbar ist, dann auch g
bzgl. f und es gilt

b b
/ f(@)dg(z) = [f@)g(@) — / g(2)df (x)

Beweis
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] und £ = (&1,...,&,) ein Zwischenpunktsystem von Z. Wir formen
die Zwischensummen um. Dazu bilden wir mit &y := a und &,41 = b eine neue Zerlegung mit den

Zwischenpunkten x; bilden.
> F&) [9(an) — g(x—1) Zg k) [f(€kv1 — F(&)] + 9(0)f(B) — g(a) fla)  (xx)
k=1

Wenn (Z,,) eine Zerlegungsnullfolge ist, dann bildet auch das zugehorige (Z],) auch eine solche, da

stets d(Z]) < 2d(Z,) gilt. Das heifst, beide Seiten von (xx) haben entweder gleichzeitig einen Limes
oder nicht. Wenn der Limes existiert, gilt die angegebene Formel.
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Riickfiihrung von RS-Integralen auf normale Integrale

Sei f € R(a,b) und g € C(a,b) (es reicht auch die Existenz und Riemann-Integrierbarkeit von ¢’ in
b

la, b]). Dann existiert [ fdg und es ist

st

b
Umgekehrt: Fiir f € R(a,b) und stetiges h lésst sich [ f(z)h(z)dz als RS-Integral schreiben:

b b T

[ t@ht)s = [ fapago) mic go) = [ )y

a a a

Beweis
Wir zeigen den ersten Teil. Dazu seien Z, £ wie iiblich definiert. Mit dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung folgt (mit ng € (zg,, xx):

> (&) lo(xr) — glzr) Zf &k)g Ty — Tp—1)
k=1
(&) = FOm)) o' () (ex — 1) + > FOm)g (mi) (wh — wp1)
k= k=1
Links steht die Zwischensumme o 4(Z), rechts als zweiter Summand die Riemann’sche Zwischen-
summe o(fg’, Z). Setze nun My :=  sup  f(z) und my := [inf ]f(ac) Dann folgt aus obiger
r€[TK,xK—1] TE|T,Th—1
Gleichung:
[o01.4(2) = o (£, 2)] = >_ (( ) 9 (1) (k= w1-1)
k=1

3

n

|F(&k) — Fm) | (me) | (zr — 1) < e Z(Mk —my)(z — 2p_1) =: 7(2)
k=1 k=1

Die letzte Summe entspricht der Differenz von Obersumme und Untersumme von f zur Zerlegung Z.
Da f € R(a,b), ist 7(2Z,) — 0 fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,), d.h. 054(Z2,) — o(fd', Z,) — 0.
[ ]

Fundamentalungleichung fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

b
/ f(w)da| < ( sup f(a:)r) (b—a)
; z€[a,b]

Betrachte nun die Riemann-Stieltjes-Zwischensummen:

Fiir Riemannintegrale gilt:

n

< sup |f(@)]- ) lg(er) —gler—1)l (%)

z€a,b] =1

Zf &) | — g(zg-1)]
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Uber die rechte Seite weif man zuniichst nichts. Damit fiihrt (%) sozusagen zu einer neuen Klasse von
Funktionen.

Definition 7.22

Eine Funktion g heift von beschrinkter Variation auf [a, b], wenn es eine Konstante M > 0 gibt,
sodass fiir jede Zerlegung Z von |[a, b] gilt:

V(g,2):=> lg(zx) — glwe—1)| < M
k=1

Man nennt V(g) := sup V (g, Z) die totale Variation (Totalvariation) von g auf [a, b].
z

Direkt aus der Abschétzung () erhédlt man den folgenden Satz.

Satz 7.23

b
Sei f auf [a,b] beschréinkt und g von beschrinkter Variation auf [a,b], sodass [ fdg existiert. Dann

a

gilt:

b
/ f(z)dg(z)| < ( sup If(x)l) V()

Die Menge aller Funktionen von beschrankter Variation ist groft: Alle Treppenfunktionen, alle mono-
tonen Funktionen und alle stetig differenzierbaren Funktionen gehéren dazu. Aber: Stetigkeit allein
reicht nicht aus.Man kann zeigen: f ist von beschrankter Variation genau dann, wenn f als Differenz
zweier monotoner Funktionen darstellbar ist.

Beweis zur Beschranktheit der Variation monotoner Funktionen
Sei g (0.E.d.A.) monoton wachsend. Dann ist:

n n

> lg(ar) = gl@e—1) | = lg(zx) — glar—1)] = g(b) — gla) = V(g)
k=1 >0 k=1
|
Satz 7.24 Existenzsatz fiir RS-Integrale

b b
Wenn f stetig und g von beschriankter Variation auf [a, b] ist, dann existieren [ fdg und [ gdf.
a a

b b
— Fiir g(z) = z mit x € [a,b] ist [ fdg = [ fdx ein gewShnliches Riemann-Integral.

b
— Fiir g = c auf [a,b] ist [ fdg =0.
a
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Satz 7.25 Mittelwertsétze fiir RS-Integrale

b
1. (1. Mittelwertsatz) Wenn [ fdg existiert und f auf [a, b] beschrénkt, dann gilt:
a

b
3 € [inf £,5up f] : / fdg=plo®) - g(@)]  (7.6)

Ist f stetig, dann existiert auf Grund des Zwischenwertsatzes ein ¢ € [a, b] mit
b
[ 5= 10 s® - g(@)

2. (2. Mittelwertsatz) Ist f monoton wachsend und g stetig auf [a, b], dann existiert ein ¢ € [a, b]
mit ,
(&}

/fdg—f(a)/ngrf(b)/bdg

a a

Beweis

1. Mit m:= inf f(z)und M := sup f(x) folgt natiirlich m < f < M.

z€[a,b] x€|a,b]
b b b b
/ mdg =m / dg = m [g(b) — g(a)] < / fdg < / Mdg = M [g(b) — g(a)
fbfdg

Hieraus folgt (7.6) direkt fiir p:=

FOROR
2. Wende partielle Integration an:

b

b
/ fdg = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / gdf

a

Auf das letztere Integral wenden wir den ersten Mittelwertsatz an und beachten die Stetigkeit

von g.

b
3 € [a,b] / gdf = g(e) [f(b) — f(a)]

- / fdg = F®)gb) — f(a)g(a) — g() [f(b) — F(a)]
— £(@) - [g(e) — gla)] +£() - [9(8) — 9()] = (7.7)
:afdg :cfbdg
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Nun koénnen wir auch den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.12) zeigen. Dieser lautete
(mit monotonem f und stetigem g):

b c

/f(w)g(iv)dx = f(a)/g($)dx+f(b)/bg(iﬂ)dfv

a a

Beweis
x
Setze G(z) := [ g(t)dt. Da g stetig ist, ist G(z) in (a,b) differenzierbar, denn G’ = g. f ist monoton,
a
b

also von beschrénkter Variation auf [a, ], also existiert [ fdG.
a

b b b

Sei f : I = [a,b] — R™ eine Funktion mehrerer Variablen, also f = (fi,..., f,)?. Dann kann man iiber
b

den Zugang zum Riemannintegral iiber Zwischensummen [ f(¢)d¢ erkléren als
a

b b b T
/f(t)dt: /fl(t)dt,...,/fn(t)dt

Also ist f R-integrierbar, wenn alle f; (i = 1,...,n) R-integrierbar sind.

Satz 7.26 Dreiecksungleichung fiir Integrale
Sei f : [a,b] — R™ stetig. Dann gilt:

b

b
/ f(t)dt] < / 1F@) e

a

Beweis
Seien Z ={a =1ty <t; <... <ty = b} eine Zerlegung von [a, b] und ¢, entsprechende Zwischenwerte.
Die Zwischensumme ist von der Gestalt

m

or(Z) = Z F) i — i)

=1
Aus beiden Seiten betrachten wir die Norm und wenden rechts die Dreiecksungleichung an:

m

D —ti)

=1

los ()]l =

<SSO FEE =t = DO FE]] - i)
=1 i=1
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Betrachte nun eine Zerlegungsnullfolge (Z,,), also konvergiert auf der linken Seite

b

01 (Z0) — / f(t)dt

a
und aufgrund der Stetigkeit der Norm ist

b

- / F(t)dt

a

lim o (Z,)] = | lim o4(2,)

b
Also konvergiert fiir Z,, die rechte Seite gegen [ || f(¢)]| dt.
a
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8 Kurvenintegrale

8.1 Wege und Kurven

Der Kurvenbegriff ist schwierig. Man mdéchte zwischen dem ,,geometrischen* Gebilde Kurve und dem

,Entstehungsweg* unterscheiden.

Definition 8.1

1.

Ein Weg (¢, I) in R™ ist eine stetige Abbildung ¢ : I — R™ (I = [a, b]). Die kompakte Bildmenge
C := (1) heilt Spur des Weges ¢ und ¢ heikt auch Parameterdarstellung von C. Der Weg
heift geschlossen, wenn ¢(a) = ¢(b), d.h. Anfangs- und Endpunkt von C' stimmen tiberein.

. Eine Teilmenge C' C R" heifit Kurve (C*-Kurve), wenn es einen injektiven (C*-)Weg (¢, I)
gibt, dessen Spur ¢(I) = C ist.

. Eine Kurve C' heifit glatt oder regulir, wenn es eine zugehérige stetig differenzierbare Para-
meterdarstellung (o, I) gibt mit ¢'(¢) # 0Vt € I. Dieser Weg heifit auch glatt bzw. regular.

Bemerkung

1. Injektive Wege heifien auch Jordanwege, die zugehorigen Kurven Jordankurven. Man lésst bei

geschlossenen Wegen und Kurven eine nicht injektive Stelle zu.

. Wenn ¢ die Parameterdarstellung einer glatten Kurve ist, dann ist ¢’(¢) der Tangentialvektor an C

in o(t).

. Zusammensetzen von Kurven und Wegen: Seien (g, Ix) mit k = 1,...,n gegebene Wege, sodass

der Endpunkt von ¢; jeweils der Anfangspunkt von ;1 ist. Dann ist auf natiirliche Weise ein Weg
© = Q1,...,p, definiert. Fiir die zugehdrigen Kurven Cj, schreibt man C = C; & ... ® C,,. Meist
kann man erreichen, dass ¢ auf einem Intervall [ = I; U ... U [,, definiert ist, die I keine inneren
Punkte gemeinsam haben und ¢ insgesamt injektiv wird.

. Ein Weg heifit stiickweise glatt, wenn er bis auf endlich viele Punkte glatt ist. Dann kann man

den Weg als Summe von glatten Wegen darstellen. Analog fiir die zugehorige Kurve.

. Zur gleichen Kurve kénnen natiirlich viele (injektive) Wege gehoren. Auferdem kann zu einer glatten

Kurve durchaus eine nicht glatte Parameterdarstellung gehoren.

Vereinbarung

Wir benutzen den Begriff des Weges (bzw. der Parameterdarstellung), falls nicht anders gesagt, immer

im Sinne injektiver Wege bzw. Parameterdarstellungen.



8.1 Wege und Kurven Seite 117

Beispiel 8.1

1. Seien A, B € R™ mit A # B. Die Strecke AB ist eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung:

©:[0,1] > R™ p(t) = A+ (B — A)

2. Polygonziige sind stiickweise glatte Kurven.

e

Graphen von Funktionen sind Kurven. Fiir f : [a,b] — R ist die Kurve C = G(f) = {(t, f(¢)) : t € [a,b]}
der Graph von f mit der Parameterdarstellung ¢(t) = (¢, f(t))?.

Durch t +— (tcost,tsint)? fiir ¢ > 0 ist die Archimedische Spirale definiert.
Der geschlossene Weg ((t) = (cost,sint)? mit I = [0, 27] stellt den Einheitskreis dar.

©(t) = (rcost,rsint, h-t)T ist die Parameterdarstellung einer Schraubenlinie.

o o

Die Zykloidenkurve mit der Parameterdarstellung ¢ — (t—sin¢, 1—cost)? ist nicht glatt, aber stiickweise
glatt.

Parametertransformation

Die gleiche Kurve kann verschiedene Parameterdarstellungen haben; das bedeutet anschaulich: C' kann
in unterschiedlichen Richtungen oder in verschiedenen Geschwindigkeiten durchlaufen werden.

Definition und Satz 8.2

Seien (g, I) und (v, J) zwei Parameterdarstellungen derselben Kurve C, d.h. C' = ¢(I) = ¢(J). Dann
existiert genau eine stetige und streng monotone Bijektion h : J — I mit ¢ = @ o h. Sind ¢, 9 glatt,
dann ist h stetig differenzierbar und A’ # 0. h nennt man dann auch Parametertransformation
(zwischen den Parametrisierungen).

Zum Beweis setze h := ¢! 0 4.

Die Menge aller Parameterdarstellungen (z.B. die stetig differenzierbaren) zerfallt in zwei Klassen. In
jeder Klasse liegen alle diejenigen, fiir die das zugehorige h monoton wachsend ist (B > 0). Fiir ¢, v
aus verschiedenen Klassen ist & monoton fallend (b’ < 0).

Definition 8.3

Unter der Orientierung (bzw. dem Durchlaufsinn) von C' versteht man die Festlegung auf eine dieser
Aquivalenzklassen (¢ ~ v < h monoton wachsend), die man dann positive Parameterdarstellun-
gen nennt. Entsprechend nennt man Parametertransformationen h mit A’ > 0 positiv. Fiir A’ < 0
spricht man von der Anderung des Durchlaufsinns.

Wenn man eine Parameterdarstellung (¢, I) hat, kann man daraus eine Parameterdarstellung (¢, I)
erhalten, die den Durchlaufsinn &ndert:

I=[a,b]=¢ (t) =pla+b—1) ( _

Weg- und Kurvenlange

Wir beginnen mit dem Begriff der Weglédnge (nicht nur fiir injektive Wege). Sei ¢ : [a,b] — R™ ein
Weg und Z2 = {a =1ty <t; <...<t, =b} eine Zerlegung von [a,b] mit den zugehdrigen Punkten
() = ©(t;) im R™. Die Idee ist, den Weg durch einen Polygonzug Pz zu approximieren. Genauer: Der
Weg wird auf [t;, ;1] durch diejenige Funktion angenihert, die die Strecke zwischen z(®) und z(+1)
beschreibt. Die Lange des Polygonzuges wird dann wie folgt definiert:

£(Pz) = Y o) =0 = S hett — st 8)
i=1 i=1
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Definition 8.4
Unter der Lénge L(p) eines Weges (¢, [a,b]) versteht man L(p) := sup L(Pz). Der Weg ¢ heifst
z

rektifizierbar, wenn L(p) < co.

Wir schreiben (8.1) ausfiihrlich:

r

L(P Z leo] tim1)[?

Beachtet man die Abschiitzung \/a? + ...+ a2 < |a1|+...+ |an], so gilt, wenn die Komponentenfunk-
tionen ¢; von ¢ von beschrankter Variation sind:

Z\% — @j(ti1)| < L(Pz) < ZZI% —@ilti)| Vi (%)

7j=1 =1

<VE(w))

Satz 8.5

Der Weg ¢ : [a,b] — R™ ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Komponentenfunktionen von ¢ von
beschréankter Variation sind.

Das bedeutet insbesondere: Stetig differenzierbare (also auch glatte) Wege sind stets rektifizierbar.
Natiirlich ist die Summe bzw. die Einschrankung rektifizierbarer Wege wieder rektifizierbar.

Weglidngenfunktion

Sei ¢ : [a,b] — R™ rektifizierbar. Definiere s : [a,b] — Ry wie folgt:

0 t=a
s(t) == { B
L(QO, [aat]) - L(SO‘[a,t}) te (CL, b]

Das heifst, s(t) ist die Lange des auf [a, t] eingeschrinkten Weges, insbesondere s(b) = L(p).
Satz 8.6 Eigenschaften der Wegléangenfunktion

1. Ist (¢, [a, b]) rektifizierbar, dann ist s monoton wachsend und stetig. Fiir injektives ¢ ist s streng
monoton wachsend.

2. Wenn ¢ auf [a, b] stetig differenzierbar ist, dann ist s auf [a, b] stetig differenzierbar und es ist
s'(t) = ||¢'(t)]]. Also gilt:

:/ng’(T)HdT:/\/90’1(7')2+...+g0’n(7')2d7

Insbesondere ist L(y) f |’ (7)|| d7. Diese Formel gilt auch noch fiir stiickweise stetig

differenzierbare Wege: Fiir ¢ = <p( )@ ... ® o™ ist L(p) = L(eM) + ... + L(™).
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Beweis

1. Die Monotonieaussagen lassen sich sehr leicht zeigen. Die Aussage iiber die Stetigkeit von s
erfordert mehr Kenntnis iiber die Variation stetiger Funktionen.
Satz: Ist g auf [c, d] stetig und von beschrankter Variation, dann ist V,*(g) (die Variation von g
auf [c, z]) eine stetige Funktion von z.

2. Zuerst bemerken wir: Fiir alle [c, d] C [a, b] gilt natiirlich |l¢(d) — ¢(c)|| < L(|. 4)- Dies nutzen
—_—— ?

Liange von ¢(c)p(d)
wir wie folgt: Sei t € (a,b) und 0 < h so, dass t + h < b. (Analog fir h < 0,t+ h > a.) Dann gilt:
lo(t+h) — @)l < (s0.) <s(t+h)—s(t)  (83)

Behauptung: S(Hh,)fs(t) h0 &' (@)l
Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Wende die Dreiecksungleichung fiir Integrale aus Satz
7.26 an.
ty ty
et —slte-ll = || [ ¢ar| < [ eear
k—1 tk—1
n b
2) =Y llelte) - et < [ /()] dr
k=1 g
b
Wir gehen zum Supremum iiber: L(¢) < [ [|¢/(7)|| d7, und wende die Betrachtungen auf gp|[t t+h]

s}

an. Dann folgt:

t+h
(8.3) (t+h

< _h/H(p )|dr (8.5)

= L(‘P'[z t+h] )

Hcp(t +h)— so(t)‘
h

Wende den Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.12) mit ¢ = 1 und f(7) = ||¢'(7)]| an

t+

Se = ¢(h),t < E(h) <t+h /y@ HdT_W '/1@17—”90 Dl

t

Fiir h — 0 geht £(h) — ¢ und aus (8.5) folgt unter Beachtung der letzten Gleichung und Anwen-
dung des Sandwichtheorems:

@] < jim D=0 <o) = 0 = )

Jetzt fragen wir: Was soll die Lange der Kurve C sein? Die Idee ist, eine Parameterdarstellung ¢ von C'
zu nehmen und die Lénge von C gleich der Lénge von ¢ zu setzen. Wie {iblich muss man diese Definition
rechtfertigen, d.h. hier die Unabhéangigkeit der Lange von der Parameterdarstellung beweisen.

Definition und Satz 8.7

Sei ¢ eine beliebige Parameterdarstellung einer Kurve C. Unter der Linge von C' versteht man
L(C) := L(p) (L(C) ist unabhéngig von der gewéhlten Parameterdarstellung). C' heifst rektifizier-
bar, wenn L(C) < oo.
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1. Statt eines Beweises: Hat man stetige Wege ¢, 1, die C' beschreiben, so folgt L(y) = L(¢) etwas
miithsam tiber Zerlegungen und die Anwendung von Satz 8.3 iiber den Zusammenhang von ¢ und
1 lber eine monotone Bijektion h. Es gilt stets: L(y) = L(¢~) fiir beliebige Wege ¢, also ist
insbesondere die Léange einer Kurve unabhéngig von ihrer Orientierung.

2. Die Lénge einer Kurve wird in offensichtlicher Weise auf zusammengesetzte Kurven iibertragen:
C=C1®..0C,=L(C)=LICy)+...+ L(Cy)

3. Ist C stetig differenzierbar (d.h. es existiert eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung ¢),
dann gilt nach Satz 8.6:

b
L(C) = / I¢' ()] dt

Beweis Zur Unabhéngigkeit von der Parameterdarstellung fiir stetig differenzier-
bare ¢

Sei ) = poh und t = h(u), also ist 3—5 = h/(u) sowie ¥ (u) = p(h(u)) = ¢(t). Wir betrachten o.E.d.A.

den Fall, dass h monoton wachsend ist, also A" > 0. Durch Substitution und mit der Kettenregel ist:

b d
:>/ng’(t)Hdt:/Hcp’(h(u))H W (u)du

4. Die Bogenlidnge s wird hiufig als ,natiirlicher Parameter bei der Parametrisierung von Kurven
benutzt. Dies soll bedeuten: sei ¢ : [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung von C'. s : [a, b] — [0, L(¢)]
ist die stetig monoton wachsende und stetige Wegliangenfunktion, die Umkehrfunktion zu s = s(t)
sei t = t(s). Dann definiere eine neue Parameterdarstellung ¢ von C: ¥(s) := p(t(s))
¢ hat folgende Eigenschaften:

— Ist o die Weglingenfunktion zu v, dann o(s) = s.
— Falls ¢ stetig differenzierbar ist, dann auch ¢ und es gilt |o/(s)| = [|¢'(s)|| = 1, denn mit der
Kettenregel folgt: o(t) = ¥(s(t)) = ' (¢t) = ¢¥'(s(¢)) - §'(t)
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8.2 Weg- und Kurvenintegrale

Definition 8.8

Sei C eine rektifizierbare Kurve mit der Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R™ und f eine auf C
definierte reellwertige Funktion (i.A. ist f in einer Umgebung von C' definiert). Unter dem skalaren
Kurven- oder Wegintegral von f {iber C versteht man das folgende RS-Integral, falls es existiert:

b
/f@ﬁ&Z/fW@Mdﬂ (3.6)
C a

Im Falle einer C'-Kurve bzw. -Parameterdarstellung ist

b
/ﬂ@@=/fwmﬂwww& (8.7)
C a

Man nennt ||¢'(t)|| dt = ds das skalare Bogenelement.

1. In der Regel ist f stetig. Dann existiert (8.6), da s monoton, also von beschrinkter Variation, ist.

2. Man zeigt wieder: (8.6) ist unabhéngig von der Parameterdarstellung und der Orientierung der
Kurve.

Eigenschaften von skalaren Kurvenintegralen

Sei C' rektifizierbar. Die RS-Integrale iiber f, g mogen existieren.

o [IM(x)+pg(x)ds =\ [ f(z)ds +p [ g(x)ds
C C C

< L(C) ~§gg|f(w)\

[ f(z)ds
C

e Integral iiber zusammengesetzte Kurven = Summe der Teilintegrale

Anwendungen

1. Die Gesamtmasse einer Kurve ergibt sich bei geg. Belegungsdichte ¢ zu M = [ p(x)ds.
C

2. Sei C mit der Dichte o belegt. Gesucht: Schwerpunkt P = (P, ..., P,)T der Kurve C.

1
pi:M/xig(:zl,...,:cn)ds,izl,...,n
C

3. Tragheitsmomente von Kurven

Beispiel 8.2

Gegeben sei ein Parabelstiick C: y? = 27,0 < z < 1. Diese sei mit Masse belegt: o(x,y) = y. Gesucht:
Gesamtmasse. Eine mogliche Parameterdarstellung ist ¢1(x) = x, p2(2) = vV22(=y), 0 <z < 1.

M:C[g(x)dszojy\/wﬁ(x)2+<p'2(x)2dx20/1\/%1/14—;dxzo/lmdx: é (\/ﬁ—l)
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Jetzt sollen vektorielle Kurvenintegrale betrachtet werden.

Definition 8.9

1. Sei ¢ : I = [a,b] — R™ ein (nicht notwendigerweise injektiver) Weg und F = (Fy,..., F,)T
ein stetiges Vektorfeld. Unter dem vektoriellen Wegintegral von F' (ldngs ¢) versteht man
folgendes RS-Integral:

b

/(F(x),d@ :/(Fldxl + .+ Fyday) ;:/<F( /b

@ ® a

) depi(t )]

Ist ¢ € CY(I), d.h. @ ist stetig differenzierbar, dann gilt:

b

[ F@),d) = [[File®) - 610+ ...+ Fulo(t) - h(t)]

© a

2. Sei (C, p) eine orientierte Kurve. Dann versteht man unter dem vektoriellen Kurvenintegral
von F (langs C') das Integral

Dieses RS-Integral kann man wieder als Grenzwert von Zwischensummen erhalten. Eine typische Zwi-
schensumme sieht so aus: Sei Z = {a =19 <t; <...<t, =b} eine Zerlegung von [a,b] mit den Zwi-
schenpunkten ¢, € [tg_1, ).

T

ore(Z) =D (Fle(t)), elty) = olti-1)) = Y Y Fulo(t)) - len(ty) — enlty—)] (%)

Jj=1 j=1k=1

Eigenschaften vektorieller Kurvenintegrale

1. Sind F, G stetige Vektorfelder auf C, dann [ (A\F + pG,dz) = X [ (F,dz) + p [ (G, dz).
C C C

2. Integral iiber zusammengesetzte Kurven = Summe der Teilintegrale

[(F,dz)| <

C

3.

L(C) - sup |F(z)|| — Dies sieht man aus (x), denn
zeC

r

> (Fet), lts) = o(ti-1)) <Z\ < (€SU) < 3 [FGED] - lo(t) - olty)]

j=1 7=1

Das heiftt, fiir alle Zwischensummen ap,cp(Z) gilt

lore(2)] < L(C)'ilelg 1E ()] = /(f(ﬂﬂ),d@ < L(C) -ilelgllF(f)H
C

4. Orientierungsabhingigkeit vektorieller Kurvenintegrale: Seien ¢, zwei dquivalente Parameter-
darstellungen der gleichen Kurve. Dann gilt:

/(F(x),dx> :/(F(a:),dx) und /(F(x),da:) = —/(F(a:),dx)

® P - ®
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Beweis fiir C'-Parameterdarstellungen
Seien ¢ : [a,b] — C, ¢ : [e,d] — C und h : [a,b] — [c,d], sodass ) = ¢ o h, also ¥(s) = ( (s)). Mit
der Substitutionsvariable t = h(s) (da gleiche Orientierung, ist h(c) = a und h(d) = b) ist s = h~1(¢)
und daher & = h’%s)' Aus der Kettenregel folgt ¢/'(s) = ¢'(h(s)) - h'(s), also
d d
[ (R.as) = [, ) ds = [(Fes)) (b)) ds = (hs) =
() c c
b b
- / (F0).9'(0) - H(5)) - =t = / (Fle(t),¢/ (1) dt = / (F(x), ds)
|

5. Zusammenhang vektorieller und skalarer Kurvenintegrale: ¢ sei eine glatte Parameterdarstel-
lung von C und F sei ein Vektorfeld. ¢'(t) = (] (t),..., ¢} (t))T ist der Tangentialvektor an
C in o(t) und £(t) = % ist der Tangentialeinheitsvektor. Zudem ist F{x) := (F(z),t) die

Tangentialkomponente von F und es ergibt sich

b

b
¢'(t)
[ #ean = [ (eiotensopa= | (Flet EGIE
(t)H S——r
p/C a =ds
b b
:/<F,f>ds:/ngs
a a
Die Orientierungsabhangigkeit steckt jetzt in F} bzw. t.
Beispiel 8.3
Berechnung der Arbeit A im Kraftfeld: A= [ (F(z),dx)
®/C
Vereinbarung: ¢ (F(z),dz) heifit: C ist geschlossen und positiv orientiert.

C
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8.3 Gradientenfelder und Wegunabhangigkeit

Beispiel 8.4 zur Motivation

Berechne die Integrale Ji := [ (ydz + (z —y)dy), k = 1,2,3 {iber folgende Wege und Kurven:
Pk

¢1: von (0,0) ,geradlinig* erst zu (1,0), dann zu (1, 1)
wa: von (0,0) ,geradlinig” erst zu (0, 1), dann zu (1, 1)
©3: von (0,0) auf einer parabelférmigen Bahn zu (1,1)

Das Integral J; wird berechnet (im Folgenden werden alle Parameterdarstellungen als (z(t), y(t)) geschrieben).
Die Parameterdarstellung fiir 7 lautet fiir den ersten Abschnitt z = t,y = 0,¢ € [0,1] und fiir den zweiten
Abschnitt x = 1,y = t,t € [0, 1]. Das Integral J; setzt sich also aus zwei Teilintegralen zusammen:

1 1 1
/0 1+ (t—0 dt+/t0+1—t 1]dt:/(1—t)dt:f
0 0 0

Analog ergibt sich fiir die anderen Integrale ebenfalls J, = J3 = % (Die Parameterdarstellung fiir o3 ist:
x=ty=1t%)

Nun berechne iiber dieselben Wege Ij, := [ [ydz + (y — z)dy] = I = —%7 I, = %, I3 = %. Woran liegt das?
Pk

Definition 8.10

Sei v = (v1,...,v,)7 ein stetiges Vektorfeld in einem Gebiet G C R™ (d.h. G ist offen und zusam-

menhéngend).

1. v heikt Gradienten- oder Potentialfeld, wenn ein skalares Feld U in G existiert, sodass
v = gradU. U heifft Stammfunktion von v und W := —U heiflt Potential des Vektorfeldes
v.

2. Das Integral [ (v,dz) heift in G wegunabhingig, wenn fiir zwei beliebige Punkte A, B € G

%)
und jeden beliebigen in G verlaufenden stiickweise glatten Weg ¢ das obige Integral denselben
B

Wert hat. Symbolisch: [ (v,dz) = [ (v,dz). Eine dquivalente Formulierung ist: Jedes Integral
© A

tiber einen geschlossenen Weg § (v, dz) = 0. Vektorfelder v, fiir die [ (v, dz) wegunabhéngig ist,

@ ®
heifen konservativ.

3. In volliger Analogie ergeben sich die Begriffe fiir Kurven.

Wann ist v ein Gradientenfeld und wann konservativ?
Satz 8.11

Wenn v ein Gradientenfeld ist, dann ist die Stammfunktion bis auf eine Konstante (also eine konstante
Funktion in G) eindeutig bestimmt.
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Satz 8.12

Ein stetiges Vektorfeld ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn es konservativ ist. Genauer:

1. Wenn U € CY(G) (d.h. U ist in G stetig und besitzt stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung)
und fiir beliebige A, B € G der Weg ¢ ein stiickweise glatter Weg von A nach B ist, dann gilt:

also konservativ

/(grad U,dx) =U(B) —U(A) <

%)

= Gradientenfeld,>

x
2. v sei konservativ. Dann ist durch U(z) := [ (v(y (%)
A

mit einem beliebigen, festen A € G eine C 1(G) Funktion definiert, sodass gilt: grad U = v.

Beweis

1. Sei o = (¢1,...,0n)T : [a,b] — R", sodass p(a) = A, ¢(b) = B. Mit der Kettenregel ist

WD) _ ). ..o alt) ZSZ( (1)) - ¢'(t) = (grad U (1)), ¢/ (1))

a dt
; / dU (p(t
= / (gradU(z),dx) = / (grad U(p(t)), ¢'(t)) dt = /(di())dt =U(B)—-U(A)
) a a

2. Ist das Integral wegunabhédngig, dann ist die Funktion U durch den Stamm eindeutig definiert
und man kann den Weg von A nach x beliebig wihlen. Sei zg € G fest und h so klein, dass die
gesamte Strecke S = g, o + h mit der Parameterdarstellung ¢(t) = x¢ + th,t € [0,1] ganz in
G liegt. Vorbetrachtung:

/ v(wo),dy) = 0/1<U (z0), . >dt v(wo), O/1dt v(z0), h) (%)

Die Wegunabhéngigkeit des Integrals liefert:

xo+h o zo+h
Ulwo + h) — U(zo) = / (v, dy) - / (v, dy) = / (v, dy)
A A 0
|U(xzo+ h) — U(zo) — (v(x0), h (%) B ol
hl HhH / dy) /< (o
= Tl / 0),dy)| < ||h|| Zlelgllv( y) — v(wo)ll~£E%=iggllv(y)—v(wo)l

Dieser Ausdruck geht fiir h — 0 gegen Null, da v stetig ist. Also ist U an zq differenzierbar und
U'(z0) = v(z0)T = (v1(0), ..., vn(x0)). Daraus folgt die Behauptung v = grad U.

Gibt es besser handhabbare Kriterien fiir die Wegunabhéngigkeit?
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Satz 8.13

Sei v ein stetig differenzierbares Gradientenfeld in GG. Dann erfiillt v folgende Integrabilitétsbedin-

gungen in G:
8% . a'l}k

8$k N 6.%'1

mit 1 <i,k<n (IB)

Beweis
Einfache Anwendung des Satzes von Schwarz:
oUu 0v; 0 oU 9 0U _ v

v=eradl = = g = G T Oan 0n;  Omy 0w O

Fiir n = 3 bedeutet (IB): rot v = 0. (IB) sind notwendige, nicht hinreichende Bedingungen fiir Gradien-
tenfelder.

Beispiel 8.5

6v1 S (9’02

T
Sei v(z,y) = (ﬁ, ﬁ) in einem ringférmigen Gebiet um (0,0). Es gilt (IB): Gl = 722, aber es gilt

nicht immer § ... = 0.
©

Definition 8.14
Eine Teilmenge M C R"™ heifst

1. wegweise zusammenhingend (bogenzusammenhéngend), wenn es fiir je zwei beliebige Punk-
te A, B € M einen Weg ¢ gibt, der ganz in M verlduft und der A und B verbindet.

@ : [a,b] — M mit p(a) = A,p(b) =B

2. Gebiet, wenn sie offen und (wegweise) zusammenhéngend ist.

3. einfach zusammenhingend, wenn M zusammenhéngend ist und jede ganz in M verlaufende
geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne M zu verlassen.

Beispiel 8.6

Eine Kugeloberfliche im R3 ist einfach zusammenhingend; die Oberfliche eines Torus ist zusammenhéngend,

aber nicht einfach.

1. Letzteres ist eine sehr anschauliche Definition, exakte Formulierungen finden sich in der Literatur.

2. Man kann zeigen, dass die Begriffe ,wegzusammenhingend“ und ,zusammenhéngend* sind gleich-
wertig. (Ein metrischer Raum (M, d) heift zusammenhéngend, wenn er sich nicht als Vereinigung
zweier nichtleerer, offener und disjunkter Teilmengen schreiben lsst.)

3. Fiir den Begriff einfach zusammenhéngend“ gibt es Abschwichungen: M C R heiftt sternformig,
wenn gilt: 35 € M : VA € M : AS C M. M heilt konvex, wenn gilt: VA, B € M : AB € M. Offen-
sichtlich folgt aus Konvexitit Sternférmigkeit, und sternférmige Mengen sind einfach zusammenhén-
gend. Der groke Unterschied ist: Konvexitiat und Sternférmigkeit sind geometrische Eigenschaften,
einfaches Zusammenhéngen ist hingegen eine topologische Eigenschaft. (Das heiftt, sie bleibt bei
stetigen Abbildungen erhalten.)
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Satz 8.15

Sei G C R" ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und v ein stetig differenzierbares Vektorfeld
in G. Dann ist [ v genau dann wegunabhéngig (also v konservativ), wenn (IB) erfiillt ist. (Fiir den

©
speziellen Fall n = 3 bedeutet dies, dass rot v = 0 in einfach zusammenhéngenden Gebieten notwendig
und hinreichend fiir die Konservativitit von v ist.)

Beweis

Der Bewelis ist sehr aufwéindig, die allgemeine Form finden Sie in der Literatur (z. B. Wiist: Mathematik
fiir Physiker). In der Regel wird der Satz fiir sternféormige G gezeigt. Sei 0.E.d.A. G sternférmig bzgl.
dem Ursprung O (d.h. S = 0). Sei weiterhin = € G beliebig und ¢ die geradlinige Verbindung von O
nach z: ¢(t) = tz mit ¢t € [0, 1]. Setze

U(z) = / ),dy) = /1<vtw >dt
0

=T

Wir zeigen v = grad U. Es ist

(v(tx),z) = v1(tz)z1 + . .. + vu(tx)x, mit vi(tx) = vi(tey, ... toy)

0
. (v(tx, ) 1(tx) + sz 1(tz) + le axz (tx) = v1(tx) + (grad v (tx), tx)

Auferdem gilt

% (tvy(tz)) = vi(tz) + t%vl(taz) = vy (tx) + t (grad v (tz), x)

Also ist insgesamt

1 1 1
OU@) _ d [ ita),ayar Y / 4 ), 2y ar / L on (b)) dt = [tor (t2)]]} = 01 ()
0 0

o0xq dzq
0

Bei (1) wurde von der Vertauschung von Grenzprozessen Gebrauch gemacht (siehe Kapitel 9.1). Vollig
analog erhélt man %UT(;) = vi(z).
]
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9 Verschiedene Erganzungen

9.1 Gleichmallige Konvergenz

Definition 9.1

Sei M eine nichtleere Menge (M kann eine Teilmenge eines R”, ein metrischer Raum oder auch
komplett beliebig sein) und (f,,) eine Folge komplexwertiger Funktionen, definiert auf M. Man sagt,
(fn) konvergiert punktweise gegen eine auf M definierte Funktion f (Schreibweise: f,, — f), wenn
fu(x) — f(x) Vo € M, das bedeutet:

Ve >0,z € M :3ng =np(e,z) :Vn >ng : | fu(z) — f(z)] <e

Beispiel 9.1
1. Auf M =[0,1) fn(z) = 2™ konvergiert f, — 0, d.h. f =0 auf M.

0 z€][0,1)
1 z=1

2. Auf M =0, 1] konvergiert f, — f mit f(z) = {
Die Grenzfunktion f ist (in = 1) unstetig, obwohl alle f,, stetig sind. Das driickt sich als eine Verletzung
der Vertauschung von Grenzprozessen aus:

1= lim lim f,(z)# lim lim f,(z)=0

n—oo x—1—-0 rz—1—0n—oo

Beispiel 9.2
Auf M = R konvergiert f,(x) = L sin(nz) — 0, aber f,(x) = cos(nz) konvergiert nicht, d.h. es gilt nicht:

n

Beispiel 9.3

e (0,1
Auf M = (0,1] sei f,, gegeben durch f,(x) {n v € ’i] . Also konvergiert f,, fiir alle z gegen Null. (Bei

0 ze€ (1]

1
M =[0,1] setze f,(0) =0.) Aber es ist [ f,(x)dz = 1 Vn, das bedeutet
0

1

1
Tim [ fo(w)ds # / [nlln;o fn(x)} da
0 0
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Wie man sieht, ist die punktweise Konvergenz fiir die Vertauschung von Grenzprozessen vollig unge-
eignet. Man braucht einen stédrkeren Konvergenzbegriff.

Definition 9.2

Seien M eine beliebige nichtleere Menge und f,, sowie f auf M definierte komplexwertige Funktionen.
Man sagt, (f,) konvergiert gleichméfiig auf M (Schreibweise: f, = f) gegen f, wenn gilt:

Ve > 0:3ng=ng(e) : Ve € M,n>ng: |fu(z) — f(z)| <e
(Anders als bei der punktwertigen Konvergenz muss ng hier von x unabhéngig sein.)

Natiirlich gilt: Wenn f,, = f, dann f,, — f. Die Umkehrung ist falsch (siehe Beispiel 9.3).
Satz 9.3

Sei M C R™ oder ein metrischer Raum und (f,,) eine Folge stetiger komplexwertiger Funktionen auf
M. Wenn (f,) gleichméfig gegen eine Funktion f auf M konvergiert, dann ist f stetig. (Kurz: Die
Stetigkeit bleibt bei gleichméfiger Konvergenz erhalten.)

Beweis
Zu zeigen: Sei xg € M beliebig fest. f ist in xg stetig, d.h.

Ve>0:30>0:Ve e M : ||z —xol| <d=|f(x) — flzo)| <e

Wiéihle £-Argument fiir die Stetigkeit und Konvergenz von fi,:

fn—>f:EInO:V;UEM:|fn0(x)_f(ag)|<§

fn Stetig: 30 >0: ||JZ‘ - xOH <d= ‘fno(x) - fno(x0)| <eg

Mit der Dreiecksungleichung ist

1f(2) = f(zoll < WF (@) = fao @ + o () = Fro (20)[l + || fng (0) = fl2o)l| <€

Eine wichtige Folgerung ist dieses Theorem. Siehe dazu auch Satz 5.8.

Theorem 9.4 C(K), topologischer Teil

Sei K C R™ kompakt (oder ein kompakter metrischer Raum). Dann ist C(K), die Menge der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf K, versehen mit der Supremumsnorm ||| (|| fll,, := sup || f(z)]])
TeEK

ein vollstandiger normierter Raum.

C(K) ist sogar eine C*-Algebra. Dieser Begriff wird spéiter definiert.



9.1 GleichmaPRige Konvergenz Seite 130

Beweis
In Kapitel 5.3 wurde gezeigt, dass C'(K') ein Vektorraum und ||-||, eine Norm ist. Es bleibt noch die
Vollsténdigkeit. Vorbetrachtung: Was bedeutet f, — f mit der Supremumsnorm?

1o = £l = sup [ fu(z) — f(z)| — 0 fiir n — oo
zeK

Ve >0:3ng(e) :Vn>ng: ||fn— fllo <€
Vn>ng,x € K :|fn(z) — f(2)] < ||fn— fllo, also fr, = f

Man sieht nun leicht: Wenn f,, = f, dann f, & f, denn

Ve >0:3ng(e) : Yn > np,z € K : |fp(z) — f(z)| <e

=Vn >ng:sup|fn(z) — f(z)|<e= fr, —> ”H

zeK

f

Also ist die Konvergenz bzgl. der |-||,, gleichwertig mit der gleichméafigen Konvergenz. Sei nun (fy)
eine ||-|| . -Cauchyfolge, d.h.

Ve > 0:3ng(e) : Ym,n>ng: || fu— [l <e (%)
Zu zeigen: Es existiert ein f € C(k) mit f, = f. Wir finden einen Kandidaten fir f mit
(¥) = Vm,n =no,x € K : [fo(z) = fm(2)| < fn = finlloo <& (%%)

Das heift, die Zahlenfolge (f,(z)) ist fir jedes x € K eine Cauchyfolge in C. Da C vollstandig ist,
existiert lim f,,(x) =: f(x). (f ist der punktweise Limes von f,.) Es verbleibt:
n—oo

1. fn = f — Dies sieht man aus (xx) mit m — oco: Vn > ng,z € K : |fp(x) — f(x)| < e
2. f € C(k) — Da alle f, stetig sind, ist nach 9.3 auch f stetig.

Satz 9.5
Seien f, € Ra,b] und f,, = f. Dann ist f € R[a,b] und es gilt:

lim fn = /b lim fo(z))dz = / f(z)dz

n—odo TL—>OO
a

Beweis
f € R|a,b] wird spéter gezeigt (siche Lebesgue-Kriterium fiir die Integration von Funktionen mehrerer
Variablen). Angenommen, wir wissen jetzt, dass f € R|a, b] ist.

b

/fn(:c)daz—/ /b ) da </|fn ~ f(2)|dz

a

z€[a,b] z€la,b]

b
< (Sup Ifn(x)—f(x)|> '/dxé (b—a)- sup |fu(z) - flz)| =0

a
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b b
Also konvergiert [ fn(z)dz — [ f(z)dx

Beim Vertauschen von Grenzwert und Ableitung gibt es eine Feinheit, zum Beispiel bei

1
fa(z) = —sinnz und f,(z) = cosnz

n
N—— konv. nicht
=f=0

Die Ableitungen f;, miissen also auch konvergieren.

Satz 9.6

Sei (fy) eine Folge von auf [a, b] stetig differenzierbaren Funktionen, die punktweise gegen f konver-
gieren. Zudem konvergiere f/, = g. Dann ist f auf [a,b] stetig differenzierbar und es gilt f’ = g, also
insgesamt

% [lim fn(x)] = lim difn( ) Va € [a, b]

n—oo n—oo

Beweis
Da die f] stetig sind und gleichméfig gegen g konvergieren, ist auch g stetig. Nach Satz 9.5 ist aufgrund
der punktweisen Konvergenz der fi,:

[ ottt = / [t f()] dt = 1im / fot)dt = tim [fo(2) ~ fala)] = f(z) ~ f(a)

a a

Da g stetig ist, ist f g(t)dt nach z differenzierbar, also auch f und es ergibt sich

dx dx
a
|
Den folgenden Satz gibt es in vielen Varianten.
Satz 9.7 Ableitung eines Integrals nach einem Parameter
Sei f = f(s,t) auf Q := [a,b] X [c,d] stetig und F(s ff s,t)dt eine Funktion auf [a,b]. Auf @
d
moge % =: g existieren und stetig sein. Dann ist F' auf [a, b] differenzierbar und F’(s) = [ 8f[§z,t) dt,
(&)

insgesamt also
a | [ 0f(s.1)
s, t

Beweis
Sei sg € (a,b). Wende den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an (0 < 9(h,t) < 1).

d

d
F h)—F h,t) — , 0
ot D= ) _ ot S0ty [0

C
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d d
0 0 0
= / 8—:5(80, t)dt —|—/ |:8£(So + ﬂh,t) — 87‘5(50, t):| dt

—0 fiir h—0

Das existiert, dass die Ableitung F’(s) existiert und es ist

d
F,(S) :}Lgr(l) F(50+h}1—F(30) :/gﬁ(so’t)dt

[

9.2 Bemerkungen zur Variationsrechnung

Die Variationsrechnung ist ein sehr umfangreiches Gebiet; hier kénnen nur einfachste Ideen erklart
werden. (Sehr ausfiihrlich wird das Thema zum Beispiel im Fischer/Kaul, Band 3, behandelt.)

9.2.1 Beispiele und Problemstellungen

1. Im R™ seien zwei Punkte A, B gegeben. Gesucht ist diejenige Kurve C', die die kiirzeste Entfernung
zwischen A und B realisiert. (Natiirlich weif man, dass AB gesucht ist.) Mathematisch sagt
man: Es sind stiickweise stetig differenzierbare Verbindungskurven gesucht. Zur Vereinfachung
betrachten wir n = 2 und suchen eine Kurve mit der Parameterdarstellung (z, y(z)) mit « € [a, b].

b
Dann muss die Liange der Kurve [(y) = [ /1 + ¢/(z)?dz minimal werden.
a

2. Johann Bernoulli 16ste 1696 das sogenannte Brachistochrone-Problem: Ein Massepunkt ruht in
A, wird losgelassen und soll reibungsfrei in kiirzester Zeit nach B gelangen. Gesucht ist die Form
der Bahnkurve. Fiir die mathematische Formulierung sei 0.E.d.A. A = (0,0) und B = (x0,%0)-
Die Bahnkurve ist eine Funktion y = y(z) mit y(0) = 0 und y(z¢) = yo. Auberdem ist die
Anfangsgeschwindigkeit y'(0) = v(0) = 0. Da die Energie erhalten bleiben muss, gilt

m
E = Fyin + Epot = 51}2 — mgy(z)

Da an (0,0) die Energie £ = 0 ist, muss immer E = 0 gelten:

%ﬁ =mgy(z) = v = \/m

Sei s(z) die Bogenldnge des Kurvenstiicks an (0,0) bis (z,y(x)), also

T

s(a) = [ VT e

0

Andererseits ist v = %. Sei L die Gesamtldnge der Kurve und 7' die Gesamtdauer der Bewegung

von A nach B.
r 2 T14a T 1ty
S +y'(x
T:T = = — = _— = —_—
(y) /dt /Uds /dedx / 29y(2) dz
0 0 0

0
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3. In der Mechanik wird ein physikalisches System mit dem Prinzip der kleinsten Wirkung durch
die Lagrangefunktion £ beschrieben.

L= L(t,q(t),qt))

Hierbei sind die ¢; die verallgemeinerten Koordinaten und die ¢; die verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten des Systems. Die Bewegung verlauft so (d.h. die ¢; sind so), dass die Wirkung
W(q,-..,qn) minimal wird.

W (gt qn) = / Lt (1), 4s())

t1

Im Allgemeinen hat man bei dieser gewissen Klasse von Variationsaufgaben eine C2-Funktion L auf
einem Gebiet 27, C R x R™ x R™, ein Intervall [a,b] C R und zwei Punkte A, B € R™. Wir betrachten
das folgende Variationsintegral:

b b

L) = / L(z, v(2), v/ (2))dz = / L(z,0,0')dz

a a

auf der Variations- oder Vergleichsklasse V' aller glatten Wege und Kurven
v:[a,b] = R™ mit v(a) = A und v(b) = B

fiir welche das Variationsintegral existiert. Die Menge aller glatten Wege und Kurven wird mit C* ([a, b], R™)
oder, fiir m = 1, mit C* ([a, b]) bezeichnet. In V kann man zwei Normen einfiihren:

o [lullco == sup Ju(@)] = sup /ui(z)+...+u,(z)

z€la,b x€|a,b]
o [lullor = llullgo + [/l o
Dann gilt offenbar (£ : V — R):
D(L)={v: (z,v(z),v(z)) € QL Vz € [a,b]}

Da v und v’ jeweils m Koordinaten haben, ist es giinstig, folgende Bezeichnungen einzufiihren:

e fiir Punkte aus Qp: (x,v1(z),...,0m(2),v](z),..., v}, (2)) = (X, Y1, s Yms 215 - - - » Zm)
o Lyi=95 Ly =5k L, =3 mit 1 <kl<m

o L,:=(Ly,...,Ly,) und VL := LZ; (Gradient von L bzgl. der y-Koordinate)

e L,:=(L,,...,L,, ) und V,L:=L7T

© Lyy = (Lywy); Lyz = (Lyyz), Lzz = (Lzz)

((m,m)-Matrizen aus den jeweiligen zweiten Ableitungen)

Wir definieren eine kompakte Formulierung fiir den folgenden Sachverhalt: v sei in einer hinreichend
kleinen Umgebung von u bzgl. irgendeiner Norm ||-||: [|[v — u|| <« 1.

Definition 9.8

Ein Funktional £ : V' — R auf einer beliebigen Vergleichsklasse V' C D(L) besitzt an der Stelle u € V
ein

1. starkes lokales Minimum, wenn £(u) < L(v) Yv € V mit |lu —v||.0 < 1
2. schwaches lokales Minimum, wenn £(u) < L(v) Yv € V mit |lu —v|[,« < 1

Jedes starke lokale Minimum ist auch ein schwaches lokales Minimum.
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Nun suchen wir notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen solcher lokaler Minima. Diese Bedingungen
findet man durch folgendes Vorgehen (nach Euler): Zu jeder Variationsklasse V = {v € D(L) : v(a) = A, v(b) = B}
betrachten wir den sogenannten Variationsvektorraum

0V = {p € C" (0,0, R™) : p(a) = p(b) = 0}

Die Elemente aus §V heiflen Variationsvektoren. Die Idee beim Aufsuchen notwendiger Bedingungen
besteht im Folgenden: Wenn an u ein lokales Minimum vorliegt, dann wird £(v) mit £(u) nicht fir
beliebige v € V' verglichen, sondern es werden nur solche v berticksichtigt:

v=1u+sp mit ¢ € JV und ||s]| < 1

Die Elemente ¢ € §V haben folgende Eigenschaften:

1. Fiir alle v € V und s € R haben v und v + sy die gleichen Randwerte A und B:
v(a) =v(a)+sp(a) = A und v(b) = v(b) + sp(b) = B
—~ =~
=A =0
2. v und v + s sind bzgl. der Normen ||-|| -0 und |||~ fiir [s| < 1 hinreichend benachbart, insbe-
sondere gilt wieder v+ sp € V.

Das sieht man folgendermafen: Die Menge K := {(z,v(x),v'(x)) : x € [a,b]} ist eine kompakte Teil-
menge der offenen Menge €. Dann liegt natiirlich auch auch eine Umgebung von K in €y, (hier ohne
Beweis), das heift, es existiert ein r > 0 mit:

{(@y,2) e Ry —v(@)|| + ||z = '(@)|| < r Ve € [a,b]} € Qp
Also ist v+ s € D(L), falls |s| - (|[¢(2)| + ||¢'(x)]]) < r Vz € [a,b], denn

lv—(v+sp)llcr = llv = (0 +59)llgo + [[v" = (" + 5¢) || oo = 5] - (Iellco + [|']] o)
Beziiglich einer Minimumstelle u gilt also insbesondere £(u) < L(u + s¢) und somit
2

d d
gﬁ(u + s9) - =0 und @E(u + s9) - >0 (%)

Achtung: (%) beinhaltet nur notwendige Bedingungen, da nicht alle Variationsvektoren beriicksichtigt
> 0.
0

Im folgenden Satz werden die Ableitungen aus (x) ausgerechnet und mit Bezeichnungen versehen.

wurden. Hinreichende Bedingungen sind viel komplizierter! Keinesfalls reicht %L(u + sp)
S
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Satz 9.9
Sei u € V' gegeben. Dann gilt fiir jedes ¢ € §V und alle s mit |s| < 1 (sodass u + sp € V):

5L(u)() == icmw

b
ds / (x,u,u)o(x) + Lz(l‘,u,u')go'(x)] dz

[<VyL7 0) + (V.L,¢)]dz  (9.1)

|
Se— o

b
B / [<30’ Lyyp) +2(¢, Lyz@> +{¥, L2290/>} dz (9.2)

a

d2

82L(u)(p) = 12 —L(u+ sp)

s=0

Wenn u € V sogar zweimal stetig differenzierbar ist, dann gilt fiir alle ¢ € §V:

setie) = [ (9= 29.0) wt)s 02

In (9.1) bedeutet (mit dem Standardskalarprodukt im R™)

801 Ly1 901
Ly-@Z(Lyl,...,Lym)- =< AU A >=<VyL,<,0>
Pm Ly, ©Om

Analog ist L, - ¢’ = (V,L,¢"). In (9.2) bedeutet

¥1 ©1
(0, Lyyp) = <<) s (Lyy) <)>
Pm Pm

Die Linearform 6L(u) : 6V — R, ¢ — 6L(u)(p) heift erste Variation von £ an der Stelle u, die
quadratische Form §2L(u) : 6V — R, ¢ +— 62L(u)(y) heift zweite Variation von £ an der Stelle
u. Es existieren verschiedene gleichwertige Symbole fiir die Variationen:

(Lykyz) ist eine (m, m)-Matrix.

6L(u)(p) = 6L (u, p) = )

Oy a5
Letzteres ist besonders in der Physik beliebt.

Beweis Zu Satz 9.9
Aus dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen folgt

d
(M/L(a:,u+scp,u’+sso’)dw—/§L(ar,u+s<p,u’+ss0/)dw
S

o
%L(w7U+ss@,u’+8¢’)=Ly1 o1+ + Ly, - om+ Loy -1+ 4 Loy, -0y

/

Ly-» L.
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Daraus folgt (9.1) und, durch nochmaliges Differenzieren, (9.2). Wende nun auf den zweiten Summan-
den in (9.1) partielle Integration an und beachte, dass p(a) = ¢(b) = 0:

b b b
d
/ngo'd:x = /(Lzlgo’l, ey Ly on )da = [ngo]g —/ (LZ> pdz = (9.3)
N—— dz
a a =0 a

9.2.2 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Idee ist nun, die Variationsaufgabe auf die Losung einer Differentialgleichung zuriickzufiihren. Aus
(%), d.h. (f—sﬁ(u + S‘P)‘S:o = 0, folgt der folgende Satz.
Satz 9.10

Jede starke oder schwache lokale Minimumstelle u von £ : V' — R ist ein stationérer (kritischer)
Punkt, d.h. 6£(u) = 0.

Fiir die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen sind einige Vorbereitungen nétig: Unter einer Test-
funktion auf einem Gebiet 2 C R"™ verstehen wir eine C°°-Funktion ¢ : R®™ — R, deren Tréger

supp ¢ := {z € R : p(x) # 0}
kompakt ist und in €2 liegt.
Beispiel 9.4

1 z€(0,1)

, dann ist supp f = [0, 1].
0 sonst

Sei f: R — R gegeben durch f(x) = {

Der Vektorraum aller Testfunktionen auf ©Q wird mit C2°(§2) bezeichnet. Entsprechend bezeichnet
C(2,R™) den Vektorraum aller Testfunktionen ¢ = (1, ..., @m) mit ¢ € CX(Q) fir k =1,...,m.
Es gibt beliebig viele ,scharf lokalisierten“ Testfunktionen.

Satz 9.11
Zu jeder (offenen) Kugel U,(a) = {z € R" : ||z — a|| < r} C R™ gibt es eine Testfunktion ¢ mit

¢ > 01in Uy(a)
© = 0 auferhalb U, (a) ()

J p()dz =1
Rn

Da die Integration iiber R™ noch nicht erklart ist, soll die Normierungsbedingung lediglich zur Kenntnis
genommen werden.

Beweis
Die Funktion ¥ mit 9 (t) = e % fiir t > 0 und P(t) =0 fiir t <0 ist C*° auf R. Bilde nun

@590($):C‘¢<T2—||$—GH2>, ¢ = const.
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Esist ¢ € C*°(R™) und ¢ erfiillt die erste und zweite Bedingung des Satzes, durch geeignete Wahl von
¢ kann man auch die dritte erfiillen.
]

Satz 9.12 Fundamentallemma der Variationsrechnung
Ist f:R" D Q — R stetig und ist [, f - pdz = 0 fiir alle ¢ € C°(Q), so ist f = 0.

Beweis

Angenommen, es existiert ein a € Q mit f(a) # 0 (0.E.d.A sei f(a) > 0), so existiert aufgrund der
Stetigkeit von f eine kugelfsrmige Umgebung U,(a) mit f(z) > 3f(a) fiir alle € U,(a). Betrachte
nun ein ¢ € C°(Q) mit den Eigenschaften (xx) aus Satz 9.11. Das ergibt einen Widerspruch:

Oz/f-gpd:x:/f-godm>;f(a)/<pdx:;f(a)>0
Q

Ur(a) Ur(a)

|
Folgerung 9.13 Fundamentallemma in der vektorwertigen Variante
Ist f:R™ D Q — R™ stetig und ist [, (f, @) dz > 0 fiir alle ¢ € C(Q,R™), so ist f = 0.
Beweis
Dieses Lemma erhélt man direkt aus dem vorherigen, indem man fiir £ = 1,...,m die Funktion
i = cye wahlt, wobei die e; die Einheitsvektoren des R™ in der k-ten Koordinatenrichtung sind.

|
Satz 9.14 Euler-Lagrange-Gleichungen

Eine C?-Kurve u € V liefert genau dann einen stationiren Punkt von £ : V — R, wenn u die
Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt:
& [$2 @@ @) = F @u@)'@) g
Vektoriell: <L [V, L (z,u,u')] = V, L (z,u, ')

Jede Losung von (ELG) heikt Extremal von £ oder L.
Beweis
Nach () und (9.3) gilt fiir alle Extremale u € C? und ¢ € 6V:

b

) = [ <VyL (o) — L [V.L () ,¢> de =0

Nach dem Fundamentallemma der V. folgen daraus die Gleichungen (ELG). Die Umkehrung ist trivial.
|




9.2 Bemerkungen zur Variationsrechnung Seite 138

Die Euler-Lagrange-Gleichungen heifsen oft nur Euler-Gleichungen und in der Mechanik nur Lagrange-
Gleichungen (2. Art). Sie stellen notwendige Bedingungen fiir starke und schwache Maxima oder Minima.
Hinreichende Bedingeungen sind schwieriger. Meist ergibt sich die Hinldnglichkeit aber aus dem Kontext.

Wir schreiben die ELG nochmals fiir m=1 auf und verwenden die meist iibliche Schreibweise: Die Diffe-
rentiation erfolgt nicht nach v und z, sondern nach u und v’

d

7Lu’ - Lu
dz

Die linke Seite bedeutet ausfiihrlich (mit der Kettenregel):

d
diLU/ (SE, ’U,(I,C)7 u/(x)) = Ly + Lu’uu/ + Lu’u’u//
x

Einige Spezialfalle

Da wir in unseren Beispieln die Kurve (u) meist durch folgende Parameterkoordinaten beschreiben
haben, d.h. durch x und y(z), benutzen wir jetzt L = L(z,y,y').

1. L hénge nicht explizit von y ab. Dann lauten die ELG:

d
d—Ly/ =1L, o= Ly (z,y') = const.
x

Kann man diese Gleichung explizit nach 3’ auflosen, erhédlt man y durch Integration.

2. L hange nicht explizit von ¢’ ab. Dann lauten die ELG:

Ly =Ly (z,y(x)) =0

Kann man explizit nach y auflésen, hat man die Darstellung der Extrema.

3. L hinge nicht explizit von x ab (Bsp.: physikalisches System ohne explizite Zeitabhingigkeit).
Dann ist
L(y,y') =y'Ly (v,¥)
ein sogenanntes erstes Integral der ELG, d.h. eine Grofe, die langs jeder Extremalen konstant
ist.

Beweis
Zu zeigen ist, dass % (L — y’Ly/) = ( ist, wenn y eine Extremale ist, d.h. die ELG gelten.

d
dz (L - y,Ly’) = [Lyy/ + Ly’y”} - [?J”Ly’ + y/Lyyy/ + y/Ly’y/y”} =y [Ly - y/Lyy - ?J”Ly’y’] =0

=(ELG)=0
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Beispiel 9.5 Losung des ersten Beispiels am Anfang des Kapitels

b
Suche ein Minimum von [ /1 + y/(x)?dx, also ist L = /1 + y’2. Nach dem Spezialfall 1 ist
a

d y !
—L,=0= L, = ———= = c = const.
dx Y Y /1 + y/2
Auflésen nach y' ergibt eine Geradengleichung
y'? ) ) . y'2
W:C :>y:d::|: 1+y/2:>y:d1'+0

9.3 Umkehrabbildungen und implizite Funktionen

Problem 1

Sei G € R™ offen und f = (f1,..., fm)’ : G — R™ gegeben. Wann ist das eine eindeutige Abbildung,
d.h. wann existiert f~! mit fo f~! = f~! o f = id? Kann man die Ableitung (f_l)/ bestimmen, ohne
f—1 explizit zu kennen?

Bemerkung Zur Erinnerung

1. f sei eine Funktion einer Variablen. f~! existiert, wenn f’ # 0 ist. Die Ableitung ist ( f _l)l (y) =

1
)
2. A:R™ — R™ sei eine lineare Abbildung, gegeben durch eine Matrix A. A~! bzw. A~! existiert fiir
det A # 0.
Theorem 9.15 Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen

Sei G C R™ offen und f : G — R™ k-mal stetig differenzierbar. Fiir 2° € G sei f’(z") invertierbar,
also

gL 7gf1
D(f1,... o o !
det f'(2°) = lw(xo) = det } : #0
(X1, ey T, Ofm . Ofm
0z O0Tm =20

Dann gilt:

1. BEs existieren offene Umgebungen U = U(z%) und V = V(y°) = V(f(2")), sodass f eine
eineindeutige Abbildung von U auf V ist. (f bildet U bijektiv auf V" ab.)

2. Die Umkehrabbildung g := (f|U)71 ist in V' k-mal stetig differenzierbar und es gilt: Die Ablei-
tung ¢'(y) ist die zu f'(z), genommen an z = g(y) inverse Matrix: ¢'(y) = [f/(g9(y))]

Den Beweis finden Sie in der Literatur (z.B. Harro Heuser, ,Lehrbuch der Analysis, Teil II%).

Folgerung 9.16 Satz {iber die offene Abbildung
Sei G C R™ offen und f : G — R™ stetig differenzierbar. Auferdem sei f/(x) fiir alle z € G in-
vertierbar. Dann ist f(G) eine offene Menge. Ist f insgesamt eineindeutig (nicht nur lokal wie im

vorhergehenden Theorem), dann ist f ein Diffeomorphismus, d.h. f~! ist auch stetig differenzier-
bar.

Beweis zum ersten Teil
Nach Theorem 9.15 gibt es zu jedem z° zwei offene Umgebungen U = U(z") und V = V(f(2?)), die
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durch f eineindeutig aufeinander abgebildet werden. Also existiert zu jedem Punkt y € f(U) (d.h.
y = f(z)!) eine Umgebung (némlich V'), die noch ganz in f(G) liegt, denn V' = f(U) C f(G). Das
bedeutet: f(G) ist offen.

|

zum zweiten Teil

In der Formulierung ist zu beachten: Aus den Vorgaben folgt zwar, dass f in jedem Punkt lokal invertierbar
ist, nicht aber, dass f global invertierbar ist. Zum Beispiel ist f : R\ {0} — R,z — 22 fiir alle x lokal
eineindeutig, aber nicht global.

Als Néchstes betrachten wir eine wichtige Anwendung des Theorems 9.15.
Problem 2
Betrachte F : G € R? — R und die Gleichung

F(z,y) =0 (1)
Beispiele: 22 +14?>—-1=0 (2)
?+y*+1=0  (3)

Sei M := {(z,y) € R*: F(z,y) = 0}. Ist M nichtleer? Im Beispiel (2) ja, im Beispiel (3) nein. Ist
M # &, dann sieht man folgendes: Wenn man z (oder y) frei gewédhlt hat, dann kann man, um (1) zu
erfiillen, das y (oder x) nicht mehr frei wéhlen. y héngt also von x ab. Kann man diese Abhéngigkeit
beschreiben? Genauer: Kann man (1) ,nach y auflésen*?

Das soll bedeuten: Existiert eine Funktion f auf einem Intervall (a,b), sodass F(x, f(x)) = 0 fiir alle
z € (a,b) ist? Wo liegt das Problem? Betrachte die Gleichung (2). Natiirlich ist y = +v/1 — 22, doch
ohne zuséatzliche Forderung ist es unmdoglich, {iber das Vorzeichen zu entscheiden.

Es ist noch schlimmer: Sei [—1, 1] in zwei disjunkte Mengen X; und X zerlegt, d.h. X; U Xy = [—1,1]
und X7 N Xy = @. Setze

Dieses f erfiillt 22 + f(x)? = 1, ist jedoch im Allgemeinen nicht stetig!
Prazisere Aufgabenstellung

Ist die Menge M wenigstens lokal der Graph einer (stetigen oder hinreichend oft differenzierbaren)
Funktion, d.h. sei (zo,y0) € M, gibt es dann eine Umgebung U (zo, f(x0)) mit U N M = Graph von

17
Heuristische Uberlegung
Sei (xg,yo) € M. Die Taylorentwicklung von F' an (xg,yp) ergibt:

oF oF
F(z,y) = F(zo,v0) + %(fvo’yo) (= 20) + @(9307310) (¥ —yo) + Rest R

Wir vernachléssigen R beachten F'(xg,y0) = 0 und lésen F(x,y) = 0 nach y auf:
F F
687(3307@/0) (& — o) + a@y($07%) (Yy—y0) =0

Das gilt (lokal), wenn %(mo, yo) # 0. Um nun alles fiir allgemeine Abbildungen formulieren zu kénnen,
flihren wir einige Bezeichnungen ein.



9.3 Umkehrabbildungen und implizite Funktionen Seite 141

Seien G C RY und H C RY nichtleere, offene Mengen. F' : G x H — R sei stetig differenzierbar. F'
besteht aus ¢ Komponenten Fj(z,y) = Fi(z1,...,Zp, 1, ..., Yq). Betrachte die Gleichung F'(z,y) =0,
d.h. das (i.A. nichtlineare) Gleichungssystem

Fl(xla---axpayla"'qu):O

Fy(x1,...,2p,91,...,Y¢) =0
Wie kann man dieses Gleichungssystem ,nach den yi,...,y, auflosen”?
Theorem 9.17 Satz iiber implizite Funktionen
Sei F': G x H C RP*Y — RY stetig differenzierbar und (z°,y°) € G x H mit
1. F(2%4") =0

9 %i(a;O’yO) = M(gjo,yo) ist invertierbar

- d(ylwqu)

Dann existieren Umgebungen U = U(z°) C G und V = V(y") C H und eine stetige Abb. f: U — V
mit

1. f(2°) = y" und F(z, f(z)) = 0 Vo € U (Die Nullstellenmenge von F innerhalb von U x V ist
gerade der Graph von f.)

2 fla)=— (L) Ew@y )

Die f; sind gerade die ,,y; nach der Auflosung®. Die Formel (x) erhélt man mit der Kettenregel:

. _dF _OF (OF 0f _ OF,  OF __(9F\ 7 oF

F(z, f(z)) =0 = O_dx_8x+8y 9r oy’ Or = f= <8y> Ox
~~ ~
F’ N

Beweis
Das Konzept ist, das Theorem 9.15 auf eine geeignete Hilfsableitung anzuwenden. Sei

®:Gx HCRPY - RPXY mit &(x,y) = (z, F(z,y))

Auf ® konnte man 9.15 anwenden, da von R™ auf R™ (m = p + q) abgebildet wird. Nach der ersten
Voraussetzung ist ®(z°,y°) = (2°, F(2°,y")) = (2Y,0). Fiir @ zeigen wir nun die lokale Invertierbarkeit
um (3:07 yo) und bestimmen dazu die Ableitung an dieser Stelle. Da

(P:(P(:U7y):(P(xlv'”?xp?Fl(:’Ulv"‘7$p7y17"‘7yq)""an(xlw"?‘,rp?ylv"'?yq))7

ist die erste Zeile von ®’ ein Spaltenvektor aus den Ableitungen der ersten Komponente von @, also
x1, nach allen Variablen (x1,...,2p,91,...,Y4). Die p-te Zeile besteht aus den Ableitungen der p-ten
Komponente (z,) nach allen Variablen. Fiir die (p + 1)-te Zeile der Ableitung muss F7 (...) abgeleitet
werden und so weiter.

Eyp | 0
o ., Ok | 0P . OF E 0
CI)/( ) = 01 Ozp oy Oyq _ ’r
»Y = : : : : | aF | aF
: : : : or 1 2
oF,  OF, | 9F, OF, v

o1 Oxp oY1 e 0yq
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An (;UO, yo) ist % (330, yo) invertierbar. Da auch E,,, die p x p-Einheitsmatrix, invertierbar ist, ist @’
insgesamt invertierbar. Damit gelten fiir ® die Voraussetzungen des Theorems 9.15, also ist ® in (2, 3°)
lokal invertierbar und es existieren Umgebungen U’ = U’ (2°,4%) und V' = V' (@ (29,4°)) = V' (2°,0),
sodass ® ein Diffeomorphismus von U’ nach V' ist. Die Umkehrabbildung ®~! hat eine zu ® analoge
Struktur: Es existiert eine Abbildung ¥ : V/ — RY? mit

(&) = (&, ®(&n) V(€ n) eV’

Damit erhilt man fiir (x,y) € U”:
F(z,y) =0 @(z,y) = (2,0) & (z,y) = ¢ }(2,0) & y = ¥(z,0)

Insbesondere ist y° = W(z?,0). Da ® stetig ist, existieren Umgebungen U = U(2°) und V = V(3?),
sodass aus x € U folgt: y = U(x,0) € V. Jetzt definieren wir f: U — V durch f(x) := ¥(z,0), damit
ist f stetig differenzierbar und F' (z, f(z)) = 0.

Theorem 9.17 ist schon ,optimal* formuliert: Man weiff aus den Bezeichnungen schon, nach welchen
Variablen man auflésen kann.

Beispiel 9.6 Ausfiihrliche Diskussion zu F(z,y) = 22 + y> — 1

Die Ableitungen sind F(z,y) = 2z und F,(z,y) = 2y. Ist etwa (2°,9°) = (%, %), dann ist F(2%,94%) =0
und F (xo, yo) sowie £y, (mo, yo) # 0. Man kann also sowohl nach z als auch nach y auflésen: z = /1 — 32

und y = v1— 22 An (2°,5°) = (1,0) ist F},(1,0) = 0 und F,(1,0) # 0, also muss man nach y auflosen.

9.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wie kann man Kurven und Flichen im R? beschreiben und dies auf geeignete Teilmengen, sogenannte
Mannigfaltigkeiten des R™ verallgemeinern? Wir gehen so vor, dass man den abstrakten Mannigfaltig-
keitsbegriff leichter erlernen kann.

Sei T C R” offen. ® : T — R™ heift regulédr, wenn ® injektiv und differenzierbar ist und

ot ot

(I)/(t) — a((p:b?@n) — .1 .k
O(ti,... t) .~ -~

oty Oty

den Rang k hat. @1 : ®(T) — T ist stetig.

Definition 9.18

Eine Teilmenge M C R heifst k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn folgendes gilt: Fiir
jedes a € M existieren offene Mengen U,V C R™ mit a € U und ein Diffeomorphismus ¥ : U — V/,
sodass gilt:

\I/(UﬂM):Vm(ka{On_k}):{er:ka:...:yn:O}

Hierbei ist 0,,_; das Nullelement des R"~*. Eine (n — 1)-dimensionale UM heift Hyperfliche.
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1. Beachte: Der Rang von U'(z) ist n fiir alle z € U.

2. Die Voraussetzung, dass ¥ ein Diffeomorphismus ist (denkbar wire auch die Forderung nach einem
Homodomorphismus, also einer in beiden Richtungen stetigen Abbildung), verhindert Pathologien.

3. Man kann fiir V' o.E.d.A. ganz einfache Mengen nehmen, zum Beispiel Wiirfel, Kugeln oder auch
den gesamten R”.

Beispiel 9.7 Graphen

Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann ist der Graph G(f) := {(«, f(x)) : © € (a,b)} eine eindimen-
sionale UM des R2. Zum Beweis setze U = V = (a,b) x R. Offenbar ist U eine offene Menge, die ganz G(f)
enthélt. Setze

®o) = o= ) = V) = () )
®’(z,y) ist stets invertierbar und es ist ®~1(s,t) = (s,t + f(s)).

Allgemeiner: Sei U’ C R" offen und f : U’ — R"~* stetig differenzierbar. Analog zum Spezialfall ist G(f) =
{(z, f(z)) : x € U'} eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. ® wird wie oben definiert und es ist

v - (B )

Hierbei sind die Ej, Einheitsmatrizen im entsprechenden R”.

Beispiel 9.8 Einheitssphére

Sp—1 1= {a: ER: |z|P =22 +...+22 = 1} ist eine typische (n — 1)-dimensionale Untermannigf. des R™.

Satz 9.19 Weitere Charakterisierungen des Untermannigfaltigkeitsbegriffes
Seil <k<n-—1und M C R”. Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:

1. M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

2. [Beschreibung durch Gleichungen| M ist eine lokale Nullstellenmenge bzw. M ist lokal durch
Nebenbedingungen definiert, d.h. fiir alle a € M existieren eine offene Umgebung U = U(a)
und n — k stetig differenzierbare Funktionen f; : U — R mit

MNU={zelU: fit)=... = fui@)=0} und Rangaa({;j:jf;—';) i

(Das heifst, keine der Gleichungen f;(x) = 0 ist tiberfliissig.)
3. [Darstellung als Graph einer Abbildung/ Fiir alle a € M gibt es (nach evtl. Umnummerierung

der Koordinaten) offene Umgebungen U’ C R* von o’ := (a1,...,a;) und U” C R** von

a” := (ags1,...,an) sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U’ — U" mit

Mn (U xU")={(a,2") eU' xU": 2" = g(2)} = Graph(g)

4. [Parameterdarstellung] Fiir alle a € M existiert eine offene Umgebung U C R™ von @ und eine
offene Menge T' C R” sowie eine regulire Abbildung ® : T — R™ mit

OT)=UNM (= W)
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Beispiel 9.9 Die Beschreibung durch Gleichungen kennt man aus der linearen Alge-
bra.

1. Eine Ebene im R? wird durch a2z, + asxs + asrs + a4 = 0 beschreiben, also ein f; = f.

9f ) = (al,az,a:s)

6(-]:17'7"271‘3

Hierbei diirfen nicht alle aj, as, a3 gleichzeitig Null sein, damit Rang (a1, as,a3) =1 ist.

2. Eine Gerade wird durch zwei Ebenengleichungen beschrieben und stellt damit den Schnitt zwischen den

entsprechenden Ebenen dar:

fl(l‘) = aix1+asxrs+azrs+ays = 0
fg((E) = bix1 + baxo + bsxs + by = 0
_o(fuf) . (@1 a2 a3
d(x1,z2,3) b1 by b3

Diese Matrix muss den Rang 2 haben, sonst sind die Ebenen parallel (bzw. sogar identisch).

Definition 9.20

Seien T und ® wie in Satz 9.19.4 definiert. Dann heiflt (®,7") lokale Parameterdarstellung von M.
Mit ¥ := &~ (auf W := M NU) heikt (¥, W) Karte um a und die (t1,...,tx) := ¥(a) heiken
lokale Koordinaten von a. Das Paar (®,7T) heifst auch lokales Koordinatensystem von M um
a. Ein System von Karten, dass M {iberdeckt, heifst Atlas fiir M.

Beweis fiir Satz 9.19

Aus 1. folgt 2.: Seien U, V und ¥ wie in Definition 9.18 erklirt. Setze f := (Vg y1,...,¥,) : U — R*7F,

MU ={z: f(x) =0} ={x: il\(/xl :...:I;i(/x-)/:O}
Viya1 (@) V()

Da U ein Diffeomorphismus ist, ist Rang ¥/(x) = n, d.h. alle Zeilen von ¥’ sind linear unabhéngig.

arUen (@) o gV (2)
Rang f'(z) = Rang : : =n—k
ddTl\I/n(x) &\I/n(x)
Aus 2. folgt 3.: Seien U und f wie in Satz 9.19.2 definiert, also MNU = {z : fi(z) = ... = fu(x) = 0}.

Da Rang f/(x) = n — k, miissen n — k Spalten linear unabhéngig sein; 0.E.d.A. seien dies die
letzten n — k Spalten. Betrachte folgende Aufteilung der Variablen x = (z1,...,z,):

o' = (21, ap) und 2" = (T a)

% ist eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann man
nach den letzten n — k Variablen auflosen, d.h. es existieren Umgebungen U’ von ¢’ und U” von
a” und ein stetig differenzierbares g : U' — U” [d.h. g = (g1, ..., 9n—k) und g; = g; (x1,...,2y)]

mit f (2, g(2')) =0V’ e U'.
(¢/,9(z')) e MNU=Mn (U xU") ={(a',9(a')) : 2’ € U'} = Graph(g)
Aus 3. folgt 4.: Seien U’ und U” wie in 9.19.3 definiert sowie U := U’ x U” und T := U’. Setze

&:T — R™
®(z') := (2/,9(2)) = Graph(g) = M NU
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Aus 4. folgt 1.: Dies ist die komplizierteste Implikation. Mehr auf einem der néchsten Ubungsblitter.
]

In 9.19.2 bedeutet Rang f’ = n — k gerade, dass die Gradienten der f; linear unabhéngig sind.
Beispiel 9.10

1. M =5,1= {x ER":zf+...+22 = 1} ist natiirlich die Nullstellenmenge einer einzigen Funktion
FiR\ {0} =U — R =R"* mit k =n—1 mit f(z) = ||lz]* — 1.

2. Seien 0 < r < R fest gewahlt. ® : R? — R? sei gegeben durch
O(p, V) = ((RJrrcosz?) cosp, (R+rcost)siny , rsinﬂ)

mit ¢, ¥ € [0, 27]. (Aus Periodizitétsgriinden reicht das.) Das entspricht (bei geeigneter Einschrankung
von ¢ und 9) einer lokalen Parameterdarstellung eines Torus. Dieser Torus entsteht durch Rotation der
Kreislinie

R399 — (2(9),2(0)) = (R+rcos19,rsin19>

um die z-Achse. Wenn in der (z, z)-Ebene eine Kurve durch die Parameterdarstellung @ = ¢(u) und
z =(u) mit p(u) <0 und o < u < 3 gegeben ist und diese um die z-Achse rotiert, dann beschreibt
jeder Kurvenpunkt einen Kreis mit dem Radius ¢(u). Also erhélt man als ,Parameterdarstellung der
Rotationsflache:

= (u)cosv, y=(u)sinv, z=1(u) (Zivui%r)

Wir formulieren eine wichtige Eigenschaft von Untermannigfaltigkeiten, die eine wesentliche Grundlage
fiir eine allgemeine Mannigfaltigkeitsdefinition bildet.

Satz 9.21 Parametertransformation und Kartenwechsel

Seien M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (W7, W) sowie (Wa, W) zwei Karten
um a € M mit W := W; N W, # @. Dann sind die Bilder S; := ¥;(W) offene Teilmengen der
jeweiligen T; := U;(W;) und 7 := ¥y 0 \Ill_l : S1 — S ist ein Diffeomorphismus. (Entsprechend
tibertragen sich auch hohere Differenzierbarkeitseigenschaften von ¥y und Wy auf 7.) Die Abbildung
7 heifst Kartenwechsel.

Tangentialraume an Untermannigfaltigkeiten

Wir benétigen im Folgenden Kurven(stiicke) auf M durch a € M. O.E.d.A. sei so ein Kurvenstiick
durch a : (—¢,e) — M gegeben, wobei a(0) = a ist.

Definition 9.22

Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und a € M. Ein Vektor v € R" heift Tangentialvektor
an M im Punkt a, wenn es eine stetig differenzierbare Kurve « : (—¢,e) — M gibt mit a(0) = a
und o/(0) = v. Die Menge aller dieser Tangentialvektoren wird mit T,(M) bezeichnet und heifst
Tangentialraum an M im Punkt a.

Ein Normalenvektor von M in a ist ein Vektor w € R™ mit (w,v) = 0 Yo € T,(M) (unter
Verwendung des Standardskalarproduktes in R™). Die Menge aller Normalvektoren an M im Punkt
a heifst No(M).
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Satz 9.23 Eigenschaften des Tangential- und des Normalraumes

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und a € M. Dann gilt:

1. T,(M) ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™. Eine Basis fiir T, (M) erhélt man so:
Sei T C R¥ und @ : T — M (vgl. Satz 9.19.4) mit ®(c) = a ein lokales Koordinatensystem fiir

M um a. Dann bilden die Vektoren g%(c), e g%(c) eine Basis von T,(M).

2. No(M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis fiir N, (M) erhdlt man so: Sei
f=(f1, s fo-r) : U — R"F stetig differenzierbar und a € M N U, sodass (vgl. Satz 9.19.2)

MNU ={z: f(z) =0} und Rang W(a) = n — k. Dann bilden die Vektoren grad f;(a)

mit 1 < j < n — k eine Basis fiir N,(M).

Ny (M) ist per Definition trivialerweise ein Vektorraum. Man sieht aber zunéchst iiberhaupt nicht, dass
T, (M) ein VR ist.

Beweis
Setze V := lin{g%(c), ey g%(c)} und W := lin{grad fj(a) : 1 < j <n —k}, also ist dimV = k und

dimW =n — k. Wir zeigen: V C T,(M) und W C N,(M) — Dann folgt aus Dimensionsgriinden und
mit W LV die Gleichheit der jeweiligen Mengen.

k
1. SeiveV,dh.v=>d; gf’( ). Definiere folgende Kurve
i=1

a:(—ge) =R s+— P (c+ (di,...,dE)s) = P (c1 +dis,ca + das, ..., c, + dis)
Also ist « ein Geradenstiick um c¢. Die Kettenregel liefert:

k
o(0)= d;- 5 = vETu(M)

i=1 i

=v

2. Ng(M) ist ein Vektorraum. Wir zeigen, dass alle grad f;(a) in N,(M) liegen, also W C N, (M)
gilt. Sei v € T,(M) und v = &/(0) fiir eine geeignete Kurve a : (—¢,¢) — M mit «(0) = a.

Vte(—ee): fla(t) =0 = fjalt) =0

Daraus folgt

= Gl

=X )-el) = - G0 v = g (0

Da v € T, (M) beliebig gewéhlt werden kann, ist grad fj(a) € Nq(M).
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9.5 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Beispiel 9.11

Gesucht ist der Punkt (w07y0) auf der Geraden y —x — 1 = 0, der von (0,0) den geringsten Abstand hat.
Benutzt man das Quadrat des Abstandes, so soll 22 + %2 minimal werden (man schreibt 22 +%? — Min.). Man

formuliert eine Nebenbedingung: g(z,y) := y — x — 1 = 0. Dieses kann man nach y auflésen: y = = + 1 wird
dann in f(z) eingesetzt:
2%+ (2 +1)°> — Min.
Dies ist eine Extremwertaufgabe fiir Funktionen einer Variablen mit der Losung x = f% (und y = %)
Im Allgemeinen hat man Funktionen f,g : R?> D G — R und eine Menge M := {(z,y) : g(z,y) = 0}. Am

Punkt (xo, yo) € G liegt ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 vor, wenn es eine Umgebung
U (xo,yo) gibt, fir die gilt:

(z,y) > f(2°,3°) (lokales Minimum)

s
V(z,y) e GNMNU : {f(%y) <f (xovyO) (lokales Maximum)

Die Umgebung U(x°,y") ist dabei so gewihlt, dass sie ganz in G liegt.

Allgemeine Problemstellung

Die Funktionen f: R™ 5 G — R und g : G — R (k < m) seien stetig differenzierbar. Gesucht ist ein
lokales Extremum von f unter der Bedingung g = 0, d.h. in der Menge

M={zecR":g(z) =0} ={z € R":gi(z) =0,1 <i<k}

Satz 9.24 Lagrange’sche Multiplikatorenregel
Seien f und g wie oben definiert. Zusétzlich gelte Rang M(m) =kVzreq.

T,y Trm)
Angenommen, f hat in ¢ € G ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0. Dann existiert

ein A = (\,...,\x) € RF mit

k
Fl0=> Ndgile) (1)
j=1

Die A; heifsen Lagrange-Mutiplikatoren.

1. Die Rangbedingung besagt, dass M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

2. Zur Bestimmung einer méglichen Extremalstelle hat man geméft diesem Satz also m—+k Gleichungen
flir die Unbekannten cq, ..., ¢pm, A1, ..., A zu 16sen:

Beweis
Sei «v: (—e,e) — M eine beliebige Kurve mit «(0) = ¢. Als Funktion von ¢ betrachtet, hat f («a(t)) an
t = 0 lokales Extremum, also verschwindet dort f’ («(t)). Mit der Kettenregel ist

1 (@ a(0)
Tj ——

¢ Tangentenvektor an ¢

0= 1 @®)],g = Y 7> (a(0)
i=1 I
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f(al(t), . am(t)) = (grad f(c), @(0)) = grad f(z) L To(M) = grad f(z) € No(M)
—— ——

=x =Tm

Vorgehensweise

k
Definiere eine Hilfsfunktion H = f — ) \jg;. Dann sucht man ein lokales Extremum von H als
j=1

Funktion von m + k Variablen (x1,...,Zm, A1, ..., Ax), also betrachtet man gTZ =0 und g—g = 0.

Beispiel 9.12

n
Sei A = (a;j) eine symm. (n,n)-Matrix und f : R” — R gegeben durch f(z) = f(21,...,2,) == Y. a;jz;z;.
ij=1
n
Gesucht ist nun das Maximum von f auf der Einheitssphiire, also g(z) = 1 — [|z]|> =1 — 3 2 = 0. Damit ist
i=1

H(l‘l,...,.’L‘n,)\) = Z Qi TiT 5 - A <1 —Zl‘?)
i=1

i,j=1
Die notwendigen Bedingungen fiir ein Extremum an (:co, )\) lauten:

n

(mo,)\):2Zaijij+2)\x?:0 und aa—if(o,)\)zl—zacQZ:O

j=1 i=1

0H
8xi

Die letzte Gleichung ist gerade g(z) = 0. Fasst man die ersten n Gleichungen zusammen, so folgt 242° —2\x? =

0 und damit Az° = A\z°. Das Maximum tritt also an einem (normierten) z° auf, das der Eigenvektor zum

groften Eigenwert der Matrix A ist.

zu hinreichenden Bedingungen

Ohne Nebenbedingungen: Betrachte die Hessematrix zu f, also f” (2°) = (% (:170)).
10T

f hat an 2% ein Minimum (Maximum), wenn die Matrix f” (2°) positiv (bzw. negativ) definit ist, also
gilt:

<v, f”(zo)v> = 0Vo e R"\ {0}
Mit Nebenbedingungen: An ¢ € M liegt ein lokales Minimum (Maximum) vor, wenn gilt:

— (notwendig) grad H(c) =0
— (hinreichend) H"(c) ist auf T.(M) positiv (negativ) definit.
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10 Integralrechnung fiir Funktionen
mehrerer Variablen

10.1 Definition des Riemannintegrals im R”

Sei x = (z1,...,zy) € R™ (der Einfachheit halber werden alle z in Zeilen geschrieben). Ein abgeschlos-
senes Intervall I C R™ wird durch feste a; < b; mit 1 < i < n wie folgt definiert:

I'={zeR":a; <z; <bj,1 <i<n}=lay,b] Xx...X[an,b,] und |I| ::H(bi—ai)
i=1

ist der elementargeometrische Inhalt (bzw. das Volumen) von I. Dieser hangt nicht davon ab, ob man
abgeschlossene oder offene Intervalle betrachtet. Wir betrachten Zerlegungen Z von Intervallen I,

aber nur solche der Form:
Z=Z1X...X 2,

Hierbei ist Z; eine Zerlegung von [a;, b;]. Also haben die Elemente von Z die Form

J=J1 x...x J, mit J; € Z;
Die Zerlegungsintervalle von Z werden von Iy bis I}, durchnummeriert. I; und I; haben fiir ¢ # j keine
innere Punkte gemeinsam. Dann gilt:

k

=L wmd 1= |5

Jj=1 J=1

Die Feinheit von Z wird als

d(Z2) = lrgfgkd(fj)

definiert. Hierbei ist d (I;) der Durchmesser von I;, das ist, der maximale Abstand zweier Punkte
aus I, also die Lange der Raumdiagonale. Eine Zerlegungsnullfolge ist eine Zerlegungsfolge Z,, mit
d(2,) — 0. Ein Zwischenpunktsystem zu Z ist

= (gl,...,gk) mit € e I

f sei nun eine reellwertige Funktion mit D(f) D I. Die Zwischensumme von f zur Zerlegung Z mit
dem Zwischenpunktesystem & ist

k
o(f,2,8)=>_ f(&) Ll
7j=1
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Definition 10.1 Riemann-Integral

Sei I C R" ein (kompaktes) Intervall. Die Funktion f : I — R heift auf I Riemann-integrierbar,
wenn fir jede Zerlegungsnullfolge (Z (k)) (und zugehorige Zwischenpunktsysteme ({ (k))) gilt:

. (k) ..
kh_}rglo o ( L2 ) existiert

Dieser Grenzwert heifst Riemann-Integral von f iiber I und wird mit

/f(:cl,...,xn)dxl,...,dacn—/f(x)dx
T T

bezeichnet. Die Menge aller auf I R-integrierbaren Funktionen wird mit R(I) bezeichnet.

Die Definition des R-Integrals iiber Ober- und Untersummen ist moglich, aber mithsamer.
Definition 10.2

1. Eine Menge M C R™ hat das n-dimensionale Lebesgue-Maft (L-Mafs) Null, wenn zu jedem
€ > 0 hochstens abzahlbar viele Intervalle I; C R™ existieren, sodass gilt: M C |JI; (d.h. die I;
bilden eine Uberdeckung von M) und 3 |I;| < e. M heift Nullmenge.

J

2. Sei £ C R" beliebig. Man sagt, eine Eigenschaft P gilt fast tiberall in £, wenn die Menge der
x € B, fiir die P nicht gilt, eine Nullmenge ist.

1. ,fast tiberall* (f.ii.) ist jetzt anders als beim eindimensionalen R-Integral definiert.
2. Im mafitheoretischen Sinne sind Nullmengen ,kleine Mengen“.

3. Im Sinne der Definition 10.2.2 bedeutet ,,f ist in I {iberall stetig®, dass es eine Nullmenge M C I
gibt, sodass f auf I\ M stetig ist. Vorsicht: Wenn I ein Intervall und M C I eine Nullmenge ist,
dann muss dazu keineswegs eine Funktion f existieren, die auf I\ M stetig und auf M unstetig ist.

Beispiel 10.1 Alle endlichen und alle abzéhlbaren Teilmengen von R™ sind Nullmengen.

Sei {z,, € R™ : n € N} die abzahlbare Menge und ¢ > 0 vorgegeben. Wihle fiir jedes z,, ein Intervall I,, mit
] < 57

2 ¢ =1
{xn:nGN}CUIj und Z|I|<Z2J 622—]:
J j=1
Beispiel 10.2 Natiirlich gibt es viele tiberabzéhlbare Nullmengen.

Ein Teilstiick der z-Achse im R?, [a,b] (x {0}) hat das zweidimensionale Lebesgue-Maf Null, jedoch nicht das
eindimensionale. Sei I = [a,b] x [-6,8] D [a,b]. Der Inhalt ist |I| = 20(b — a) < ¢ fir § < 30—ay- Auch die
x-Achse als Teilmenge des R™ hat das L-Maf Null. Es gibt auch iiberabzihlbare Nullmengen im R*!.

Beispiel 10.3 Graphen von Funktionen

| Sei I C R"~! ein kompaktes Intervall und f : I — R stetig. Dann ist der Graph G(f) C R" eine Nullmenge.

Satz 10.3 Kriterium von Lebesgue

f ist auf I genau dann R-integrierbar, wenn f beschrankt und auf I fast iiberall stetig ist.
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Beweis
Dieser Beweis ist sehr langlich. Sie finden Thn auf der Webseite von Prof. Timmermann.
u

Damit sind alle stetigen Funktionen sowie beschrankte Funktionen mit nur abzéhlbar vielen Unstetig-
keiten Riemann-integrierbar.

Wie geht man von Intervallen zu allgemeinen Teilmengen des R™ als Integrationsbereichen tiber? Sei
B C R" beschrénkt, also existiert ein Intervall I mit B C I. Sei f auf B definiert. Wir setzen f auf I
durch f(z) =0 fiir z € I\ B fort und definieren mit der charakteristischen Funktion Xp des Intervalls
B:

{ f(z) z€B

!f(m)dx::/(f.XB)(x)dx mit  (fXp) @) = {0 vel\B

1

f und X p miissten also fast iiberall auf I stetig sein. f sei auf B fast iiberall stetig. Beim Ubergang
zu f - Xp konnen genau am Rand 0B von B neue Unstetigkeitsstellen dazukommen. Das diirfen nicht
zu viele sein! Daher ist folgende Definition plausibel.

Definition 10.4

Eine Menge B C R" heiftt zuléssig, wenn B beschrinkt ist und der Rand 0B eine Nullmenge des
R™ ist.

Beispiel 10.4

1. Alle gingigen Figuren im R? und R? (Kreise und Kugeln, Quadrate und Quader u.s.w.) sind zulissig.

2. Eine wichtige Klasse zuliissiger Mengen ist folgende: Seien I C R™~! ein Intervall und fi,fo : [ — R
stetig. Dann ist die Menge B = {(x,2) : x € I, fi(x) < z < fa(x)} zulissig.

3. B={(z,y):0< 2,y <1Ax,y € Q}, die Menge der rationalen Punkte im Einheitskreis ist nicht zulds-
sig, denn der Rand von B (die Menge aller Punkte, fiir die in jeder Umgebung sowohl Punkte von B
als auch aus R? \ B liegen) ist das Einheitsquadrat.

Lemma 10.5

Die Vereinigung, der Durchschnitt und die Differenz endlich vieler zuléssiger Mengen sind wieder
zulassig.

Wir vereinbaren folgende Schreibweise: Sei B C R™ eine beliebige Menge mit der charakteristischen
Funktion Xpg. f sei auf B definiert. Dann setzen wir

flx) zeB

(f-XB)(a:)—f(a:)-XB(x)—{o r ¢ B

f - Xp steht also fiir diejenige Funktion, die f auf ganz R" fortsetzt, indem man aufterhalb von B die
Funktion zu Null macht.

Definition 10.6
Sei B C R"™ beliebig und f auf B definiert. Unter dem R-Integral von f iiber B versteht man

[ f@)e = [ (£ xm) @),
B

I

falls das rechtsstehende Integral existiert. I ist ein beliebiges Intervall, das B enthalt.
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Satz 10.7
Sei B C R™ zulassig und f : B — R. f ist auf B genau dann R-integrierbar, wenn f auf B beschrankt
und fast tiberall stetig ist.

Beweis

f - Xp hat im Vergleich zu B hochstens auf dem Rand 0B zusétzliche Unstetigkeiten. Da 0B eine
Nullmenge ist, ist f - Xp auf jedem Intervall I D B fast iiberall stetig (da f auf B fast iiberall stetig
war). Daraus folgt die R-Integrierbarkeit mit dem Lebesgue-Kriterium.

Andersherum folgt aus der R-Integierbarkeit von f auf B die von f-Xp auf I O B. Nach dem Lebesgue-
Kriterium ist f auf B beschrankt und f - Xp ist fast iiberall stetig auf I, somit auch f auf B.
|

Definition 10.8 Jordan-Inhalt

1. Sei B C R" zuldssig. Dann wird der Jordan-Inhalt | B| von B definiert durch |B| := [ Xp(z)dx.
B

2. Eine Menge B C R" hat den Jordan-Inhalt Null (d.h. B ist eine Jordan-Nullmenge), wenn

es zu jedem € > 0 endlich viele Intervalle Iy, ..., I} gibt mit
k k
BclJI; wd > |Ll<e
j=1 J=l1

10.2 Allgemeine Eigenschaften des Integrals

1. R(B) ist ein Vektorraum (sogar eine Algebra) und es gilt

JOf + pg)(x)dz = A [ f(z)dz + p [ g(z)da
B B B

[>0= [ f(z)dz >0
B

Das heift: Die Abbildung f +— [ f(z)dz ist ein positives lineares Funktional auf R(B).
B

2.1. Aus der Positivitat folgt:

f,gER(B)/\fgg:/f(x)dxS/g(a:)dx
B B

22. Firm< f< M und g > 0 auf B ist

mfldz <  [flz)dz < M [1ldx
B B B
melBl < [f@de < M-lB
m[g(z)dz < [f(z)g(x)dz < M [g(z)dx
B B B

Hieraus erhélt man einen Mittelwertsatz: Sei m := in]fg f(z) und M := sup f(z). Dann gilt:
z€ z€B

Ja € [m, M| : /f(:v)d:c =a-|B|
B
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Wenn f auf B stetig und B zusammenhéngend ist, dann existiert ein xg € B mit f (z9) = «,

/ f(@)dz = f (x0) - |B]
B

3.1. Verschwindet f € R(B) fast tiberall in B, so ist [ f(z)dx = 0. Zum Beweis: Sei I D B. Betrachte
B

also

zum Integral von f - Xp iiber I eine beliebige Zwischensumme, d.h. I = |JI; und &; € I; mit
f (&) = 0. (Solche ¢; existieren in jedem I;, denn f - Xp ist fast iiberall in I stetig, also auch in
jedem I, denn |I;| > 0.) Also ist jede dieser Zwischensummen Null, also auch der Limes fiir jede
Zerlegungsnullfolge.

3.2. Sind f,g € R(B) fast tiberall in B gleich, so ist [ f(z)dz = [ g(z)dz. Zum Beweis wende 3.1.
B

B
auf die fast {iberall verschwindende Funktion f — g an.

4.1. Additivitdt bzgl. B: By und Bs seien zulédssig und f auf By U By definiert. Dann gilt:

/ fdx und / fdx existieren < / fdz und / fdx existieren

B1UBs B1NBs B>

4.2. Fir |[BiNBy|=01ist [ fdz= [ fdz+ f fdzx.
B1UB> By

Wenn A eine zuléssige Jordan-Nullmenge ist (z.B. A = BiNBy), dann ist [ fdz = 0; damit folgt
A

/fdx—/fdx+/fdx— /fdx

B1UB>y BiNB2

5. Falls [ fdz =0 und f <0 auf I D B (oder B) ist, dann ist fast tiberall f = 0. Zum Beweis: Es
B

geniigt zu zeigen, dass f(a) = 0 fiir jedes a € I, in dem f stetig ist (denn dann ist fast iiberall
f =0). Sei f(a) > 0, dann existiert eine Umgebung U(a) (0.E.d.A. ist diese so klein, dass sie
ganz in [ liegt) mit f(x) > ¢ > 0Vz € U(a) und es folgt fiir das Integral:

/fda;_ /fda:—ir /fdx> /fdx>c U(a) > 0

N\U(a) Ula) Ula

Dies ist ein Widerspruch, also ist f an allen a mit f(a) > 0 unstetig und somit an allen Nullstellen
stetig.

10.3 Satz von Fubini

Dieser Satz ermdoglicht die Berechnung von Integralen letztlich durch Zuriickfithrung auf iterierte ein-
dimensionale Integrale. Zum Satz gelangen wir durch eine Plausibilitéitsbetrachtung fiir den R2.

Sei I = [a,b] X [¢,d] = X x Y. Betrachte die Zerlegung Z := Z, x Z, wie bei der Definition des
R-Integrals:
Z={JixK;:Ji € 2, K; € Z,}

Mit den Zwischenwerten (z;,y;) = 2z;; € J; x K; kann die Zwischensumme formuliert werden:

o= flziy) i x K| = Zf (i, w) - || - | K| = Z[Zf(%yz)'ml\] | il
l

il i
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= In [...] steht die Zwischensumme zum Integral [ f(z,y)dy =: F(z).

Y
= Die dufRere Summe entspricht der Zwischensumme zu [ F(z)dz.
X

Summiert man zuerst iiber i, erhdlt man eine analoge Interpretation mit vertauschten freien Variablen
(2,9).
Theorem 10.9 Satz von Fubini

Sei I = J x K ein Intervall in R” mit den Intervallen J C R¥ und K C R! (also ist k + [ = n). Fiir
eine stetige Funktion f: I — R gilt

f f(x7y) d.%'dy = f f(xl"'ka:ylv"'7yl)dx1""7dxkdylv"'7dyl
IxXK ~~ IXK
=d(z,y) (1)

= [ <i[ f(fv,y)dy) dz = | <f f(%y)daf) dy
J K \J
Das soll bedeuten: Die unteren iterierten Integrale existieren und alle Integrale sind gleich.

Vorsicht bei unstetigen Funktionen!

Dieser Satz gilt allgemein fiir integrierbare Funktionen, nicht nur fiir stetige. Dann muss man sich aber
davon {iberzeugen, dass f(-,y) und f(z,-) integrierbar sind. Das braucht man, um F(z) bzw. F(y) {iber-
haupt definieren zu kénnen. Wenn f nur integrierbar ist, muss aus der Existenz der beiden iterierten
Integrale nicht folgen, dass f insgesamt integrierbar ist.

Fiir praktische Rechnungen wird der Satz meist mehrfach angewendet, sodass man nur noch eindimen-

sionale Integrale hat: Sei I = {(x1,...,z,) € R" : a; < x; < b;}. Dann ist
b1 bo bn
/f(x)dx:/ / /f(xl,...,xn)dxn dz,_1...| dr
I a1 Laz Qn

Natiirlich kann man auch jede beliebige andere Reihenfolge nehmen, wenn dies die Berechnung verein-
facht.

Beispiel 10.5 Anwendung des Satzes von Fubini

Gesucht ist das Integral der Funktion f(z,y,z) = z - sin(z + y) auf dem Intervall I = [0, 7] x [-Z, 2] x [0,1].

{f(m, y, z)dzdydz = j l fj (szsin(:c + y)dx) dy] dz = } l f —zcos(z +y)|g dy] dz

0 [— 0

w3

-z
2

1 . 1
—z (cos(m +y) —cosy)dy | dz = [ [2z~siny\f%] dz = [4zdz =2
0 0

I
Ct—
— ol

[NE)

=—2cosy

Eine anspruchsvollere Variante des Satzes von Fubini ist die folgende: Sei D C R™~! beschriinkt (zum
Beispiel ein Intervall) und @1, 2 : D — R stetig. Betrachte B := {(z,y) : v € D, ¢1(z) <y < ¢a(z)}
und eine Funktion f € R(B). Dann gilt:

p2(z)

[fenasay= [ | [ vy | o
B

D 1(z)
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Beweis
Wir definieren einen Schnitt B, von B iber z als

xr

B — {yeR:pi(z) <y <pa(x)} z€D
o x ¢ D

Es ist Xp(z,y) = Xp(x) - XB, (y). Seien I, und I, Intervalle mit I, > D und I, D B, Va € D, also ist
B C I, x I, =: I. Nach Definition ist

B T L. \Iy

[ flz,y)dzdy = [ (f-XB) (z,y)dzdy = [ <f f(%y)XBm(y)dy) Xp(z)dx

w2(x) pa(x)
= f( / f(x,y)dy> XD(x)dx:g( i f(x,y)dy) dz

I \p1(z) w1(x)

Beispiel 10.6

B C R? sei der Kreis um den Ursprung mit dem Radius R. Suche das Integral iiber y%v/R? — 22 in diesem
Bereich. B wird durch ¢; und ¢g mit ¢1(x) = vVR? — 22 und ¢2(z) = —v R? — 22 begrenzt. Beachte, dass
der Integrand in = und y gerade ist. (x)

R | VR?2—x? ) R IVRZ=22
[v*VR? — 2?2 dady = [ | y*VR?—22dy|dz =4[ | v¥*VR? —2? dy| dz
B “R |y I
R JET=? R
:40fm[%}0 dngbf(RLx?)de:...:%RS

Will man die Integrationsreihenfolge d&ndern, ist meist eine Skizze hilfreich, um die stetigen Randfunk-
tionen zu finden. Eventuell muss das Integral in Teilintegrale zerlegt werden. Zum Beispiele &ndere

man in
1

/ 1/_If (z,y)dy | dx

0 | -vi—=a?
die Integrationsreihenfolge. Dazu muss das Integral in zwei Teilintervalle (y < 0 und y > 0) zerlegt

werden, weil £ von 0 bis zu zwei verschiedenen Graphen lauft. Aus y = —v1 — 22 wird z = /1 — 32
undausy=1—z wirdx=1—y.

1[ 1-2 o [vice® N
0/ Vl/izi(x,y)dy dx :_/1 O/f(m,y)dx dy—i—o/ O/f(x,y)dx dy

10.4 Koordinatentransformationen in Mehrfachintegralen

Seien B, C R™ und By C R" und ® : B, — B, bijektiv. Es sei f auf B, integrierbar. f wird mittels
¢ zu By ,jibertragen*: g := f o ® oder g(z) = f(®(y)) Yy € By. Wie muss eine Fkt. F' bzw. F(y)
aussehen, damit gilt:
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F soll auch g enthalten, also ist F'(y) = ¢g(y) mal einen unbekannten Term. Dieser darf aber nur von
® abhédngen, damit die obige Gleichung fiir alle Funktionen f gilt. Fiir die heuristische Betrachtung
suchen wir den einfachsten Fall: ® sei sogar ein Diffeomorphismus und B, ein Intervall I mit der
Zerlegung I = Uj I;:

B=Uo) = [f@a=3 [fau
J B 7 a(1;)

Fiir stetige f existieren nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung §; = ® (n;) € ® (1))
mit
/f(ff?)da? = (&)@ = f (@)@ (L)

(1)

Das einzige Problem ist: Wie grof ist |® (I;)| im Vergleich um |I;|7 Sei allgemein A eine jordanmessbare
Menge, dann ist auch ®(A) jordanmessbar. Um eine Idee zu bekommen: Sei ® eine lineare Abbildung
L und A sei ein Intervall I. Dann ist L(I) ein Parallelepiped. Man kann zeigen:

|L(I)| = (det L) - |I| = |det ®’| - |1|

Letzteres folgt aus der Gleichheit von Abbildung und Ableitung bei einer linearen Abbildung. Um die
Klasse der Abbildung ¢ fiir die Koordinatentransformation néher zu bestimmen, bendétigen wir den
folgenden Begriff.

Definition 10.10 Lipschitzstetigkeit

Eine Abbildung ¥ : D C R™ — R* heifit in D lipschitzstetig, wenn es eine Konstante L > 0, die
sogenannte Lipschitzkonstante, gibt mit || U (y1) — ¥ (y2)|lgr < L - |ly1 — v2llgm Yy1,92 € D.

1. Ist @ stetig differenzierbar, so ist ® automatisch auf jeder kompakten Teilmenge von B, lipschitz-
stetig.

2. Offenbar folgt aus Lipschitzstetigkeit auch Stetigkeit, das heifit, die Lipschitzstetigkeit ist stérker
als die normale Stetigkeit.

Beweis
Fir y, — y € R™ geht ||y — ynl[gm — 0 und somit auch [|[¥(y) — ¥ (yn)llgr < L - ||y — Ynllgm — O.
Also konvergiert ¥ (y,,,) — ¥(y), also ist ¥ stetig.

|
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Theorem 10.11 Koordinatentransformation in Mehrfachintegralen
Seien B, C R" offen und jordanmessbar und ® : B, — B, C R" stetig differenzierbar, bijektiv und
lipschitzstetig. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. B, = ®(B,) ist jordanmessbar.

2. fund F := (f o ®) - |det ®'| sind auf B, bzw. By gleichzeitig riemannintegrierbar. Im Falle der
Integrierbarkeit ist

/ f(z)dz = / £ (®(y)) - |det @/()| dy

Zusatz:

(a) Jede jordanmessbare Fliche B C B, besitzt ein jordanmessbares C = ®(B) mit

€1 = 2(B)] = [ |det2/(y)] dy

B

(b) Die obigen Bedingungen fiir ® diirfen auf einer Jordannullmenge verletzt werden.

Der Zusatz ist fiir Anwendungen von fundamentalen Bedeutung, wenn mann die {iblichen Koordinaten-
transformationen, zum Beispiel Polar- oder Kugelkoordinaten, benutzen will.

Beispiele fiir Anwendungen

1. Ebene Polarkoordinaten: Betrachte den R? und ®(r, ¢) = (7 cos ¢, rsinp)”. ® bildet den Streifen
B :={(r,p):7 > 0,0 < ¢ < 21} eineindeutig auf C' := R?\{(x,0) : & > 0} ab. Natiirlich schreibt
man einfacher x = r cos ¢ und y = rsin ¢.

cosp —rsing

det @’ =
et &(r, ¢) sing  rcosy

=r>0

® ist sogar ein Diffeomorphismus, ist also auf jeder kompakten Teilmenge von B lipschitzstetig.

Anwendung: Betrachte A := {(z,y) : 0 < a< ¢ <[ <27m,0<7r < h(p)}, hierbei ist h > 0 ste-
tig. Gesucht ist der Flacheninhalt von ®(A). Es ergibt sich die Leibniz’sche Sektorformel:

B [ hie) . B
|CI>(A)|—/dxdy—/ /detCI)( 2/h2
D(A) a 0 =r a

2. Réumliche Polar- bzw. Kugelkoordinaten: Betrachte den R? und

O(r,,0) = (z,y,2)T = (rcospsind,rsinpsind,rcos?)? mit r>0,0<p<2r,0<9<7
Es ist det ®'(r,,9) = r?siny. Damit kann man sehr leicht etwa das Volumen einer Kugel

berechnen.
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11 Integration auf
Untermannigfaltigkeiten des R"

Bei Kurvenintegralen konnte man iiber Funktionen oder iiber Vektorfelder integrieren. Im ersten Falle
war die Orientierung nicht von Bedeutung, im zweiten Falle schon.

Wir wollen nun die Kenntnisse zu Kurvenintegralen auf k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des
R™ erweitern und insbesondere den k-dimensionalen Inhalt einer Untermannigfaltigkeit bestimmen.
Wodurch werden in Analogie zu Kurven die Vektorfelder ersetzt? Was versteht man unter der Orien-
tierung einer Untermannigfaltigkeit? Bei Untermannigfaltigkeiten hat man zudem zu beachten, dass
man im Allgemeinen nur einen Satz von Karten, also lokaler Parameterdarstellungen hat. Wie gelangt
man vom Lokalen zum Globalen?

Natiirlich braucht man auch Integralsétze. Die zentrale Frage ist die nach dem Zusammenhang zwischen
einem Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit und dem Integral iber den Rand der Untermannigfal-
tigkeit. Hier kommt wiederum die Frage auf, wie dieser Rand aussieht.

11.1 Integration skalarer Funktionen iiber Untermannigfaltigkeiten

Zunéchst fithren wir im R? eine Plausibilitdtsbetrachtung durch. Sei M C R3 eine zweidimensionale Un-
termannigfaltigkeit, zu deren Beschreibung eine Parameterdarstellung ® : T C R? — M (®(T) = M)
geniigen moge. f : M — R sei stetig und das Integral von f {iber M gesucht. In Anlehnung an die Defi-
nition des Riemannintegrals wiirde man das Intervall T" in Teilintervalle T; zerlegen, in den zugehorigen
M; := ® (T;) Zwischenpunkte ¢! festlegen und versuchen, eine Zwischensumme aufzuschreiben:

o= F (€)M

Das einzige Problem ist: Was ist |M;|? Die Idee ist, M; auf die Tangentialebene an M im Punkt & zu
projizieren; es entsteht ein ebenes Flichenstiick, das man gut zu messen hofft.

Genauer: Sei & = ®(t) = @ (t1,t2) € M. Die Tangentialebene 7' an M in & wird von @ (¢) und
®,, (t) aufgespannt. Betrachte nun ein Rechteck @ € T' mit den Seitenléngen A¢; und Aty. Das Bild
dieser Menge sei M’ = ®(Q) C M. |M’| kann nun durch den Inhalt des von At ®, (¢) und Ata®y, (t)
aufgespannten Stiickes der Tangentialebene approximiert werden:

| M| = ([ At1 @y, () x Aba®y, (1)|] = Aty Aty [| D, (£) x By, (1)

Mit diesen Erkenntnissen definieren wir vorldufig den Inhalt eines zweidimensionalen Fléchenstiickes
im R3 und das Integral einer Funktion iiber ein solches Flichenstiick.
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Definition 11.1
Sei T C R? offen und ® : T' — ®(T) =: M C R? die Parameterdarstellung einer zweidimensionalen
Untermannigfaltigkeit. Weiterhin sei f : M — R stetig und beschrénkt.

1. Unter dem Inhalt von M versteht man

M| = /H%(t) x By, ()| dtrdts  (11.1)
T

Man nennt dS := |[®y, (¢) x P4, (t)|| dt1dta = dS(x) das zweidimensionale Fldchenelement
bzgl. ®.

2. Man setzt

/ fd8 = / f(2)dS(z) := / £ (1)) [0, (£) x Dpy ()] dtadty  (11.2)

M M T

Um die in (11.1) und (11.2) gegebenen Definitionen zu rechtfertigen, muss man zeigen, dass sie von
der Parameterdarstellung unabhéngig und zu den bekannten Inhalten einfacher Mengen kongruent sind.
Auferdem miissen weitere verniinftige Forderungen an den Inhalt, zum Beispiel die Bewegungsinvarianz,
erfiillt sein.

Beispiel 11.1 Oberfliache der Einheitskugel
Sei S := {(x, y,2) ERZ: a2 + 9% + 22 = 1}. Aus S, entfernen wir die Nullstellenmenge

A:={(z,0,2z) € S1: 2 >0}

Fiir S7 \ A hat man die Parameterdarstellung ® = (1, ®o, P3) = (2,9, 2) mit © = cospsind, y = sin psind
und z = cos¥. (¢ und ¥ sind also die Aquivalente zu ¢; und t5.) Die Ableitungen sind

O, = (—sinpsind, cos sind, 0)
®y = (cos pcos, sin cos, —sin1})

Nach einiger Rechnung erhélt man ||®, x ®y|| = sin? (positiv im gewéahlten Parameterbereich) und fiir den
Inhalt

2 ™
|S1\ 4| = /dg@/sinﬁdﬁ =4
0 0

A ist eine Nullmenge und kann vernachléssigt werden, somit ist |S1| = 4.

Die Definition 11.1 kann so nicht auf k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ erweitert werden;
das Vektorprodukt ist hier ungeeignet und fiir n # 3 nicht definiert. Aus der Linearen Algebra, der
Physik oder durch Nachrechnen weiff man aber

la % bl|* = (a x b,a x b) = (a,a) (b,b) — (a,b) (b,a)
Dies wenden wir auf a = ®;, und b = ¢4, an:

<(I)t1 ’ cI)fl) <(I)t1 ’ cI)t2>

2 !
Hq)h X (I)t2H = <(I)t17 (I)t1> <(I)t27 (I)t2> - <(I)t17 (I)t2> <(I)t27 (I)t1> = <(I)t27 (I)t1> <(I)t2; (I)t2>

Die Matrix rechts heit Mafitensor (g;;) mit g;; = <<I>ti,(l>tj>. Die Determinante wird meist mit
g := det (gi;) bezeichnet, (g;;) heift auch Gramsche Matrix (zu ®’) der Abbildung ®. In der Literatur
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schreibt man auch (g;j) = 7 (®’). Man rechnet nach, dass fiir Matrizen A mit den Spalten a' folgendes
gilt:

AT A = ((da),,
Das heifit, fiir ein gegebenes @ ist

(915(1)) = (1) - @'(1) = (2. 52)),.

g(t) = det () (£) = det (@7 (1) - /(1))

Lemma 11.2
Sei A eine (n, k)-Matrix und B eine (k, k)-Matrix, dann gilt:

\/det[(AB)T - (AB)] = Vdet ATA - |det B
Beweis

det[(AB)" - (AB)] = det BY ATA B =det BL -det ATA-det B = det ATA - (det B)?
AV
(k,k) (k,k) (k,k) det B

Nun soll das Integral einer Funktion iiber eine beliebige Mannigfaltigkeit definiert werden.
1. Fall: Die gesamte Mannigfaltigkeit kann durch eine Parameterdarstellung beschreiben werden.
2. Fall: Eine Parameterdarstellung reicht nicht.

Wiederholung

Sei f: M — R (allgemein G — R mit offenem G C R™). Unter dem Tréger supp f versteht man die
Menge supp f = {z € M : f(x) # 0}. Der Tréger ist stets abgeschlossen.

Beispiel 11.2
Sei [a, b] beliebig, [c,d] C [a,b] und f = X(c,q4). Dann ist supp f = [, d].
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Definition 11.3

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es liege einer der folgenden beiden Félle vor:
1. M hat eine globale Parameterdarstellung ® : R¥ 5 T — M. f sei auf M.

2. ®: T — M sei eine lokale Parametrisierung. f : M — R habe einen kompakten Trager in ®(7T)
(d.h. supp f € ®(T') bzw. fo ®: T — R hat in T einen kompakten Tréger).

Dann heifst f tiiber M integrierbar, falls

F(®1) /90 ) \Jdet T (1) @(t)  (11.3)

iiber T integrierbar ist. In diesem Falle setzt man
/f ) dS(z /f ) -gt)dt  (11.4)
Im Fall 1 definiert man den k-dimensionalen Inhalt von M mit
M= [ Vo) a
T

dS(x) heikt Oberflichenelement und hat beziiglich einer Parametrisierung ® die Form

= /g(t)dt = \/det<I>/T ) - ®/(t) dt

1. In jedem Fall muss die Unabhingigkeit von der Parameterdarstellung gezeigt werden.

2. Obige Definition kann leicht in folgender Hinsicht verallgemeinert werden: ® : T — M sei eine lokale
Parameterdarstellung mit ®(7) =V C M. f sei auf V stetig. Dann definiert man:

/f )dS(a /f () - Vo) dt

Satz 11.4

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit den Parameterdarstellungen ®; : T; — M
(bzw. ®;(T;) =V C M) fiir j = 1,2 (z.B. lokale Parameterdarstellungen). f sei auf M stetig (im
Falle der lokalen Parametrisierung sei supp f C V). Dann gilt:

/f@1 )\ JoM(t) dt = /f% Vo) at

Dabei ist 1) die zu ®; gehorende Definition des metrischen Tensors.

Beweis
In Satz 9.21 haben wir (bei Kartenwechseln) festgestellt, dass h := @51 o ®q : T1 — T5 ein Diffeomor-
phismus ist. Wir benutzen letztlich die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale.

) = Byoh Oi(t) = @y (h(t))
Py = Oy N Q1(t) = D5 (h(t) - H(?)
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Wir wenden das Lemma 11.2 fiir A := &, : R¥ — R™ und B := ' : R¥ — R* an und erhalten

\/g(l)(t) = \/det 7P, = \/det o, @ |deth|  mit @7 @) = (cI)’QT : h’) (@4 - 1)
Parametertransformation: s := h(t) mit h(T1) = T5

[ 5 (@16 VoD &t = ] F (@ () /o (G0 [det B0

= (Transformationsformel) = [ f(®2(s)) /9P (s) ds

Ts

Jetzt wird der zweite Fall behandelt: Fiir M gibt es nur eine lokale Parameterdarstellung. Wir miissen
vom Lokalen zum Globalen iibergehen.

Definition und Satz 11.5

Sei K C R™ kompakt. Seien Uy,...,Ur C R™ offen und K C U; U...U U. Dann existieren Funk-
tionen ¢1,...,pr € C°(R™) (Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen im R™ mit
kompaktem Trager) mit

L. suppp; CU;jmit 0 < p; <1Vj=1,...,k
k

2. Y pj(x)=1Vzx e K
j=1

Die ¢1, ..., nennt man eine der Uberdeckung Uy, ..., U; untergeordnete Zerlegung (Parti-
tion) der Eins auf K.

Beweis
O.E.d.A. seien alle U; beschrankt. Setze

k
K' = UUj und  Up:=R"\ K
J=1

K’ ist natiirlich kompakt. Fiir jedes 2 € K’ existiert ein 7, und ein j € {0,1,...,k} mit
K(z,2ry) ={y e R": [z —y|| < 2r;} CU;

Dann bilden alle K (z,r,) fiir z € K’ eine offene Uberdeckung von K’. Da K’ kompakt ist, iiberdecken
bereits endlich viele dieser Kugeln K':

n
dxg,...,xm € K :K' C UK('xlvTIz)
i=1

Fiir jede dieser K (z;,75,) existiert ein g; € C°(R™) mit

(@) = {o v ¢ K (25,72,

= suppg; C K (zi,2ry,
>0 x€ K (x,ryg,) ' (i, 2ra)

Man erhélt solche g; durch ,Strecken, Stauchen” und Translation des ,Standardhuts®:

1
e -l=I” |z|]| <1 _—

g(x) = g€ CX(R") und suppg=K(0,1)
0 ]l = 1
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Abwandlung, damit der Trager in K (0,¢) liegt:

2

cc-e el lz] < 1

0 el > 1

g(x) =

ce ist hierbei so gewéhlt, dass [ g(x)dz =1 ist. Fiir j =0,1,..., k& sei nun
R"L

I :={ie{l,...,m}: K (x;,2r;,) CU;}

Definiere nun

v, = Y. g = suppy; CU; firj=0,1,....k
ieklj

Yo=Y
7=0

wj = Yi/Y firj=1,...,k

Beachte, dass 9 einen Tréger in Uy hat, also ist ¢g(z) = 0 Vo € K. Die y; erfiillen alle Bedingungen
der Zerlegung der Eins:

1(x) + ...+ Yg(x)
Yo(z) +¥1(z) + ... + ()

——
=0

=1

k
suppp; C U;  und Zcpj(ar) =
j=1

Fiir alle « ¢ supp 1); = supp ¢; setze natiirlich ¢;(z) = 0.
|

Dies kann man auf kompakte Untermannigfaltigkeiten des R" anwenden: Dann iiberdecken endlich
viele Karten die Untermannigfaltigkeit.

Definition 11.6
Seien folgende Objekte gegeben:

o M C R” sei eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f definiert auf M mit kompaktem
Trager.

° qu:]}CRkHVjCMfﬁrjzl,...,m
o W; C R" sei offen, W; N M =V} (siehe Definition der Untermannigfaltigkeit)
® ©01,...,0m € CX sei eine der Uberdeckung W7, ..., W,, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Dann setzen wir
> [ Nwas@ a1

=1
=

[ 1@ as@) =
M

Wo ist die kompakte Menge? Das sei supp f. Beachte: ¢, - f € C.(M) und supp(ep, - f) C V;. Damit sind
die in (11.5) rechts stehenden Integrale bereits definiert.

Y (@5 @) = fla)- Z@j(l’) = f(z)

J
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Sei A C M und X 4 sei iber M integrierbar. Dann setze:

A= [ Xalw) d5() = [ as(a)
M

A

11.2 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Sei V' ein k-dimensionaler Vektorraum mit den Basen By = (vy,...,v;) und By = (wy,...,wg). Die
Matrix A = (a;;) sei definiert durch

Zaijvj:wi fiir jZl,...,k)
J

Dann heifen B; und Bs gleichorientiert, wenn det A > 0. Dadurch ist eine Aquivalenzrelation in der
Menge der Basen definiert. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen. Eine Orientierung in V festzulegen,
heifit, eine Aquivalenzklasse auszuzeichnen und die darin liegenden Basen als positiv orientiert zu
bezeichnen. Wir vereinbaren, dass die kanonischen Basen (e, ..., e,) des R™ positiv orientiert seien.

Komplizierter ist die Orientierbarkeit und Orientierung von Untermannigfaltigkeiten des R™. Benutze
dazu die Tangentialrdume T;, (M), um eine Orientierung einzufiihren. Wie entstehen Basen in Tp, (M )?

Sei @ : T C R¥ — M C R" eine Parameterdarst. und ¢ € T' mit ®(c) = a € M. T,(M) hat die Basis

0o o0

a—tl(c),...,a—tk(c)

Das heift: ®’(c) bildet R* eineindeutig auf T, (M) ab, und zwar so, dass

0P
P'(c)ej = ——(c) fir j=1,...,k
ot;
Wir nennen eine beliebige Basis (v1, ..., vx) von T,(M) positiv orientiert, wenn sie Bild einer positiv
orientierten Basis des R* unter der linearen Abbildung ®'(c) ist. Mit anderen Worten: (vy, ..., v;) ist

in T, (M) positiv orientiert, wenn

(((1)—1)’ (a)vi, ..., (<I)_1)/ (a)vk)

positiv orientiert ist.

Definition 11.7

FEine Untermannigfaltigkeit M heifst orientierbar, wenn es eine lokal vertrédgliche Menge von Ori-
entierungen der Tangentialrdume an M gibt, d.h. es gibt ein System O von (®,T) oder (h, W)
mit

1. U W =M (dh. die Karten bilden einen Atlas)
weOo

2. Seien V,W € O mit VNW # @, dann liefern (h, W) und (g, V) fiir alle a € VN W die gleiche
Orientierung von T, (M). Mit anderen Worten: Ist (by,...,bx) eine beliebige Basis des T, (M),
dann sind (¢'(a)vy, ..., ¢ (a)v,) und (K (a)wy,...,h'(a)w,) in R¥ gleichorientiert.

Mitunter versteht man unter einer Orientierung auch ein maximales System O mit obigen Eigenschaf-
ten.
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Umformulierung: Seien Uy, Uy C R™ offen und f : U; — Us ein Diffeomorphismus.

e f heilt orientierungstreu, wenn det f'(z) > 0 Vz € Uy.

e [ heilt orientierungsumkehrend, wenn det f'(z) < 0 Vz € Uy.

Seien ®; : T; — W; zwei Parametrisierungen bzw. (h;, W;) zwei Karten. Dann sind @51 o &1 bzw.
ha o hl_l : Ty ¢ R*¥ — T, ¢ R* Diffeomorphismen (Kartenwechsel). (<I>2_1 o <I>1)/ bzw. (h2 o hl_l)/ sind
linear invertierbare Abbildungen. Man nennt den Kartenwechsel orientierungserhaltend (bzw. gleich-
orientiert), wenn det (hg o hfl)/ > 0. Fir WyNW, = @ sind die Karten automatisch gleichorientiert.

Lemma 11.8
Eine Untermannigfaltigkeit M C R”™ ist genau dann orientierbar, wenn es einen Atlas aus gleich
orientierten Karten gibt.

Beweis in der Sprache der Parametrisierungen
Esist ®; : T; — W; mit WiNWs # & und ®4(t1) = Po(te) = a € Wi NWa. Setze f := (1)510(1)1’ also ist
®; = Py 0 f und somit Y| = &, - /. &1 und P, liefern genau dann im Punkt a dieselbe Orientierung,
wenn det f/(¢1) > 0 ist.

|

Ein Spezialfall sind (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™.

Lemma 11.9

Sei M eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", dann existiert eine eineindeutige
Beziehung zwischen den Orientierg. von M und den stetigen Einheitsnormalenvektorfeldern auf M.

Dies wird wie folgt erreicht: Sei O eine Orientierung auf M und a € M. Dann hat T,(M) die Dimen-
sion n — 1. In R™ gibt es zwei auf T,(M) orthogonale Einheitsvektoren (T und |). Zu a mdge eine
Parametrisierung ® gehéren mit ®(c) = a. Wahle den Einheitsnormalenvektor n(a) so, dass

(n(a), ®'(c)ey, ..., P (c)e,_,) (%)

im R"™ positiv orientiert ist. Dann erhélt man ein Vektorfeld mit den gesuchten Eigenschaften. Wenn
ein solches Vektorfeld existiert, ist durch (*) eine Orientierung auf M gegeben.

11.3 Differentialformen

Man kann Vektorfelder {iber Kurven integrieren:

/(v,da;>—/(vl-dx1+...+vn-dmn)

c C
Unser Ziel ist nun, diesen Zusammenhang auf Untermannigfaltigkeiten zu erweitern.

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. V* ist der Vektorraum der linearen Funktionale auf V' (d.h.
der linearen Abbildungen von V' nach R). Leicht zeigt man: dim V* = dim V'

Sei nun (eq,...,ey) irgendeine feste Basis in V. (In V existiert zunéchst kein Skalarprodukt, also ist

es sinnlos, iiber Orthonormalbasen zu reden.) Dann existiert genau eine Basis (e!,...,e") mit

e'(ej) = 5;-
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(el,...,e") heift duale Basis zu (e, ...,en).

Definition 11.10
Eine Abb. a: V x ... x V = V" — R heifst Multilinearform (oder r-lin. Form iiber V'), wenn gilt:
—_——

r-mal
oz, ... cx; +dyiy ... xp) =cC (Tl ..., Zjy ... xp) +d- (X1, Yy, xp)  fir e, d€R
Das heifit, « ist in jeder Komponente linear.

Der Vektorraum aller r-linearer Formen iiber V' wird 7,.(V') genannt.

Eine r-lineare Form iiber V nennt man auch r-fach kovarianten Tensor iiber V. (Entsprechend
bezeichnet man eine r-lineare Form tiber V* auch als r-fach kontravarianten Tensor iiber V.)

Beispiele
1. 1-lineare Formen sind gerade Elemente aus V*.

2. Skalarprodukte in V sind 2-lineare Formen.

3. Seien f!,..., f" € V*. Definiere a = f! ®...® f" durch
alzy,..x) = ('@ @ f) @1, .. xn) = frx) - ()

® heifst Tensorprodukt. « ist eine r-lineare Form.

4. Sei (eq,...,ey,) eine Basis von V. x € V hat dann die Darstellung
T = Zmzei =z'¢; mit z'eR
=1

Einstein’sche Summenkonvention: Uber doppelt auftretende obere und untere Indizes wird

summiert. Zum Beispiel fir x1,...,xz, € V:
n
e — E U
ZL'] = lﬂjez = l‘jel
=1
1 1
L1 T
o i |- .
a(zy,...,oy) = det ($]) = :
n
Ty Ln,
5. Verallgemeinerung von 4. fir z1,...,x, € V mit r > n:
. 1

a(Ty,...,xp) = 7/21/ }/n/

o al

Streiche irgendwelche n — r Zeilen. Es bleiben Zeilen mit Indizes i1 < 79 < ... < %,. Dann
bezeichnet man dieses o etwa durch o, ...,
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Definition und Satz 11.11

Eine r-lineare Form « € T,(V) heift alternierend oder kurz r-Form, wenn eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

™

1. o™ = (signm)-a mit 7 € S, (Menge aller Permutationen von {1, ...,r}, sign 7 ist das Vorzeichen

von 7, also +1 bei gerader und —1 bei ungerader Permutation)

a”(ml, oo ,.%'7«) = a(:cﬂ(l), ceey x,,(r))

Mit anderen Worten: Bei Permutation der Argumente éndert sich nur das Vorzeichen.

AT (1), - -+ > Tr(r)) = (Sign7T) - (21, . -, T1)
2. a(zy,...,z,) =0, wenn zwei Argumente gleich sind
3. axy,...,x,) =0, falls die x1, ..., z, linear abhéngig sind
4. ofz1,...,z,) dndert das Vorzeichen, wenn zwei Elemente x; und z; vertauscht werden.

Die « in den Beispielen 4 und 5 sind etwa r-Formen. Die Menge aller r-Formen nennen wir A" V*.
Fundamentalbeispiel

Seien f1,...,f" € V*. Definiere a = f1 A ... A f" mit

fa) o i)
(fYA A (@1, xy) = det (fz(xj)) = : :
fr(xn) - fT(ar)
fiir x; € V. Beachte hierbei: Mit f* = f7 wird f*A... A f7 =0.

Wir wollen nun eine Basis fiir den Vektorraum A" V* finden. (Dann ist auch dim A" V* klar.) Wie
iiblich sei (e1,...,e,) die Basis von V und (e!,...,e") die dazu duale Basis in V*. Betrachte den
folgenden Hilfsraum:

Ap=lin{e" AL AT 1< <...<jr<n}  (116)

Ein typisches Element o € A, hat offenbar die Gestalt:

— E el J
o= Cjyomgp "€ N N ET
J1<<Jr

Beispiel 11.3
a=4-el Ne"+8-el Net +12- €% A e? — Hier ist » = 2 und n > 20.

Nun definieren wir zwischen solchen r- bzw. s-Formen das Keilprodukt bzw. dufiere Produkt.
o= Z Cjrjr €V AL ANET €A und = Z diq, e AL NEs € Ay
G1< g h<..<ls
Auf o und (§ wirkt die Operation A : (4,, As) — A, wie folgt:

alNf= Z Cirojrliyt, VN NET NN AN E € Ay (11.7)

J1<---<Jr
1<..<lg
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Beispiel 11.4
Seien a =2-e' Ae2und =3 et +4-e2+5- €3 Dann ist

aAfB=(2-eANeANB-e' +4-2+5-e3)=6-e' Ane? ANel 48" Ae2 Ae +10-e' AePAe =10-e' Ae? A e?
=0 =0

Lemma 11.12 Eigenschaften des Keilproduktes
1. Bilinearitat — Fiir a € A, B € As und ¢;,d; € R ist

(Cla1+02a2)/\ﬁ = cl-(al/\ﬁ)—l-cz-(ag/\ﬂ)
aA(difr +defa) = di-(aApi)+dy- (A Po)

2. Fir a € A, und § € Ay ist
aANfB=(-1)"BANa

3. Assoziativitdt — Fir a € A, f € As und v € Ay ist

aAN(BAy)=(anpB) Ay
Beweis

1. Folgt direkt aus der Definition, da alle Komponenten linear sind.

2. Aus der Definition folgt sofort fiir f1, f2 € V*: f1 A f2 = —f2 A f! (Vertauschung von Zeilen und
Spalten in einer Determinante fithrt zum Vorzeichenwechsel). Generell liefert die Vertauschung
zweier Elemente im Keilprodukt einen Vorzeichenwechsel. Um in

AL NET AN AL N el

I

das Element e* nach vorne zu bringen, muss man insgesamt 7 Vertauschungen von e/ mit seinem

jeweiligen Vorgénger vornehmen. Also ist
AN NN N = (1) et A AL AT A2 AL Nl

Um alle Elemente €' nach vorne zu bringen, benétigt man also 7 - s Vertauschungen.

3. Dieser Beweis ist einfach, erfordert aber viel Schreibarbeit.

[
Satz 11.13
Esist A, = A" V* und dim A" V* = (7). In Formel (11.6) ist {...} eine Basis fiir \" V*.
Beweis
Die Form v € \" V* ist wegen der Multilinearitit eindeutig bestimmt, wenn man alle « (e;,, ..., €;,)
mit 1 <ip <nund 1 <k <r kennt.
Da « alterniert, geniigt es, alle r-Tupel (e;,,...,¢e;.) mit 1 <i; < ... <4, <n zu betrachten. Davon

gibt es (7) Stiick. Soviele Formen stehen auch in {...} in Formel (11.6). Wir zeigen, dass diese lincar
unabhéngig sind. Sei also

Z Cjrojp €V A NI =0 (%)

j1<---<j7'
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Zu zeigen ist, dass alle ¢;,...;, = 0 sind. Sei darin (ji,...,J;) ein festes r-Tupel und (k1, ..., kn—,) das
dazu komplementére (n — r)-Tupel (also die fehlenden n — r Zahlen). Aus (x) folgt natiirlich:

E Cirogr €A AT N AL N =0
J1<e.<Jgr

In dieser Summe ist nur der Summand mit e/t A... Aelr AeFt A .. AeFn— ungleich Null. Es verbleibt

Cit gt NN LNl L (RN cjrjr =0
1 T 1 T
[
1. Die Darstellung « = >°  ¢j,...j,. - €' A... Ae’" nennt man Standarddarstellung von a.

J1<<jr
2. Aus diesem Satz erkennt man den Sinn der Notation A" V* =V* A.. . AV*.

Die folgende Operation ist typisch fiir viele Situationen in der Mathematik.

Definition 11.14 Riicktransport, ,,Pullback

Seien V und W reelle Vektorrdume. Dann induziert die lineare Abbildung ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung ¢* : T,,(W) — T,.(V') Vr gemafs

(e a)(u1, ... up) = a(p(ur),...,o(u,)) mit a€T. (W) und wuy,...,u, €V
Die r-lineare Form ¢*«a heifst Pullback von « bzgl. . Es ist ¢*a € T,.(V') mit den Eigenschaften:
o o*(N"W*) = A\"V* - Das heift, ¢* erhilt das Alternierungsverhalten.
o (Y op)* =p*or* fiir zwei lineare Abbildungen ¢ : V — W und ¢y : W — X
o ' (aNp)=p*aNp*Blirp: V—-W, ae N"V*und g€ \°V*

Unser néchstes Ziel ist die Definition und Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.
Wir wissen: M ist eine Mannigfaltigkeit, der fiir jedes p € M ein Tangentialraum 7T, M zugeordnet ist.
Damit ist automatisch der dazu duale Raum (T),M)* =: Ty M gegeben.

Wir starten mit der Definition von Differentialformen in offenen Mengen U C R™. U sei eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit, somit gilt fiir alle p € U:

T,U=R"=T U = (R")"
Hierbei heifit X =2 Y: X ist zu Y isomorph. Die Basis (ey,...,e,) im R” sei die Standardbasis.
Definition 11.15
1. Ein Vektorfeld v in U ist eine Abbildung v : U — R". Genauer: p € U — v(p) € T,U = R".

2. Eine Differentialform vom Grade r in U ist eine Abbildung w: U — A"(R™)*.
Genauer: p € U — w(p) € A" T,U = \"(R™)*.

Grob gesprochen ist w(p) fiir jedes p € U eine r-Form. Die Menge aller Differentialformen vom Grade
r, die ebenfalls kurz r-Formen genannt werden, bezeichnet man mit Q" (U).

Man sagt, eine Differentialform w € Q"(U) ist k-mal stetig differenzierbar, wenn fiir alle r-Tupel
(v1,...,v,) mit v; € R™ die Abb. U 3 p— w(p)(v1,...,v,) € R k-mal stetig differenzierbar ist.

Differentialformen vom Grade Null sind Funktionen f: U — R.



11.3 Differentialformen Seite 170

Koordinatendarstellung von Differentialformen

Seien z!, ..., 2" die kanonischen Koordinatenfunktionen in R” bzw. in U, also

azl(p) :xi(p ) =p' mit p= (pl,...,p”) eR”

dx® seien die zugehorigen Koordinatendifferentiale. da?(p) = da? ist eine von p unabhiingige lineare
Abbildung dz* : R® — R mit dz’(h) = h® fiir h € R™. (Hierbei ist da® die lineare Abbildung dx?(p),
die auf h angewendet wird.) Im Speziellen ist

da'(ej) = 5;

Das heift, (dz!, ..., dz") ist gerade die duale Basis zur kanonischen Basis (e1, ..., e,) des R™, also ist
¢! = dx’ € (R™)*. In der Koordinatendarstellung entspricht dz* einem Vektor (0,...,0,1,0,...,0) mit
der 1 an der i-ten Stelle. Damit hat man fiir alle p eine Basis fiir A" T,U = A\"(R™)*:

{da"" A Ada i1 <4y <. <ip <n} (11.8)
Damit hat man fiir jedes w € Q" (U) die Standarddarstellung

w= Y fyeida™ ALAda o (11.9)

11 <. by

mit eindeutig bestimmten Funktionen f;,..;, : U — R. Sind alle f;,...;. k-mal stetig differenzierbar, ist
auch w k-mal stetig differenzierbar.

Beispiel 11.5 fiir das Rechnen mit Koordinatendifferentialen
N _(ut (! 9 . 1 9 |zt (w)  dzt(v)|  |ut !
Sein=2und u = (u2> U= <v2) € R?. Dann ist (dz' A dz?)(u,v) = Az2(u) de?(v)| = |u? o2

Algebraische Rechenregeln fiir Differentialformen

Alle allgemeinen Operationen werden punktweise definiert:

1. Firw,c € Q"(U) und f: U — R ist
(w+o)(p) =wlp) +olp) wd (f-w)p)=Fflp)-wlp) VpeU
2. Firw e Q"(U) und 7 € Q5(U), dann ist w A 7 € Q"5(U) und es gilt

(wAT)(p) = w(p) AT(p)

Insbesondere gilt fiir f € QO(U):
fAw=wAf=fw

Man kann mit Differentialformen bereits rechnen, wenn man die Rechenregel
dat Ada? = —da? A dat

beachtet. Insbesondere ist dz’ A da’ = 0.
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Die dullere Ableitung (Cartan’sche Ableitung) von Differentialformen

Definition 11.16

1. Die duRere Ableitung einer 0-Form f € C*(U) ist

df := Z g;;dxk = g;;dxk geméifs Summenkonvention
k=1

Dies ist das iibliche Differential. Es ist f € Q°(U) und df € QY(U).

2. Seiw= > fi,.i,-dzt A... Adz". Dann ist die dufere Ableitung dw € Q"+1(U) definiert

1 LoooLlp
durch

dw= )" dfii, Ada® AL Ada

i1<---<ir

Dies ist nicht die Standarddarstellung von dw! Man schreibt statt d auch d,, wenn man sich auf

ein bestimmtes r bezieht.

Standardbeispiele
1. Sein=2,r=1und w = Pdzx + Qdy (P und @ sind Funktionen von z und y).

dw = dPAdx+dQAdy
(%—fdx + %dy) Adz + (%—gdx + %—gdy) A dy

= Zderdr + 90 dy Ade + 92 - da A dy + G2 mdydy

= (52-98) dendy

Dies dhnelt dem Satz vom Gauss im R2:
0Q 0P
—_— — P
/ <8x a9 ) dxdy / (Pdx 4+ Qdy)
B OB

> <8g{§ - 8;5]’) ~dz" Ada?.

n .
2. Sei w = > fidz', also ist dw =
i=1 i<j

Betrachte fiir n = 3 den Speziallfall w = Pdx + Qdy + Rdz.

_(OR 0Q OP OR 0Q 0P
dw_(@y 32) dy/\dz+<az 8:E> dZAd$+<6x 8y> dx A dy

Dies ist keine Standarddarstellung. Fiir ein Vektorfeld v = (P,Q, R)” sind die Koeffizienten oben

gerade die Komponenten von rotv. Die Formel dhnelt dem Satz von Stokes.

3. Sein=3undw=P-dyAdz+ Q- -dzAdx+ R-dx Ady, dann ist

<8P 0Q OR
dw =

— +—+ ) -deAdyAd
8$+8y+8z> r Ady Adz

Diese Formel &hnelt dem Satz vom Gauss im R3.
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Satz 11.17 Eigenschaften der dufseren Ableitung
1. Die Funktion d, : Q"(U) — Q"FY(U) ist linear:

dAdw+po)=A-dw+pu-doc mit ApeR und w,o0€Q"(U)
2. Firwe Q"(U) und o € Q°(U) ist
dwAo)=dwAo+(-1)"-wAdo

3. Firw e Q"(U) ist
dr.‘_l(dr(&)) =0

Allgemein ist d> =dod = 0.

Beweis

Statt w = > fi;..q, -dz" A...Adx’ schreiben wir im Folgenden kurz w = Y fr-da!. I durchliuft
i1<.<ip [|=r

alle r-Tupel (i1,...,4) mit 1 < i3 < ... <1, <n.

1. Folgt sofort aus der Definition.
2. Zuerst sei r = s = 0, also sind f, g € C1(U). Beachte:

0 0
o (f9) =59+ 5

L d(fAg) =d(fe) = (Af)g & f(dg) = df Ag+ fadg  (LELO)

Nun sei allgemein w = > f;-dzf und o = > gy -dz’.
[I|=r |J|=s

Q.

dwAno) = (Zf['gj'le/‘I/\dl'J)

I.J
= d(fr-gs) Ada! Ada’

~
<

)

= (QJ'de+f['ng)AdeAde

~
<

= g7 -dfr Ada! Ada? + fr-dgy Ada! Ada’

~
<

= Sgy-dffndaf Ada? + (=17 fr-da! Adgy Ada?
I,J
= dwAo+(-1)"-wAdo

3. Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Satzes von Schwarz. Zuerst sei r = 0: Fir f: U — R
ist df =) gg{i -dz® und somit
i

B o of 9 of P
10D =3 (s ~ s ) 0N =0

=0

1<j

Nun sei allgemein w = Y fr-dz! und somit dw = 3 df; Adz!. Unter Anwendung von 2. ist
\[|=r \|=r

d(dw) = > d(dfr Adal)
[I|=r
= 3 d(dfy) Ada! —df; Ad(da?)
[I|=r
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Auch der zweite Summand verschwindet wegen

d(dz!) = d(1dz!) = d(1) Adzf =0
=0

Sei U C R"™ offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w € QF(U) heift geschlossen, wenn dw = 0.

2. Eine stetige k-Form w € QF(U) (k > 1) heift exakt oder total, wenn es eine stetig differenzier-
bare (k — 1)-Form o gibt mit do = w.

Der dritte Teil von Satz 11.17 besagt demnach, dass eine exakte k-Form immer geschlossen ist.
Lemma 11.18 Lemma von Poincaré

Sei U € R" offen und sternférmig. Fiir eine stetig differenzierbare k-Form w in U mit k > 1 gilt:

w ist geschlossen < w ist exakt

Pullback (Riicktransport) von Differentialformen

Dies ist fundamental fiir die Integration von Differentialformen. Sei ¢ : V' C R™ — U C R" eine glatte
Abbildung zwischen offenen Mengen. Die Elemente von V seien als (!, ...,t™) bezeichnet, die von U
heifen (z!,...,2"). Also ist

R (A L0

" (t, . ™)
Diese Abbildung ¢ induziert eine Abbildung ¢* : Q"(U) — Q7(V) wie folgt: Fiir f € QY(U) ist
¢ f=fope(V).
Definition 11.19
Seien U,V und ¢ wie oben und w = >°  fi .., - dz’t A ... Adai € Q"(U). Dann heifit
i <oy
Y w = Z (fiyi, 0 ) - dpt A ... Adpi (11.11)

’i1<-..<ir

Riicktransport (Pullback) von w unter ¢.

Bemerkung

Opi*

— . dtd
otJ

Man berechnet ¢*w, indem man in (11.11) einsetzt: dpi* = 3
J
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Beispiel 11.6

n .
Sei r =1, also w= ) f; -da’. Der Riicktransport von w bzgl. einem ¢ ist
j=1

prw=7) (fiop)de =) (ijow %tpj 'dti>

j=1 j=1 \i=1

Wihle ein beliebiges v = (vl,...,v™) € R™. Mit ¢/ = (a“é-j) ist

ot?
(B0 = &5 0)- 550w
P IPEACOR =ORY
I ONEIORY:

.
I
-

(Prw)®)(v) = w(e®) (¢'{)-v)

Hier finden wir die folgenden Funktionen:

p: VU
¢'(t): R™—R™ linear
w €Q°(U)
pr'w € QT (V)

(")) (V15 vr) = w (@) (@' (1) vy, @ (1) - v,)

Links steht die ,neue” Form, angewendet auf die urspriinglichen Vektoren. Rechts steht die ,alte“ Form am

Bildpunkt ¢(t), angewendet auf die Bildvektoren ¢’ (t)v;.

Satz 11.20 Eigenschaften von ¢*
Seien U, V und ¢ wie oben. Auflerdem seien w,wy,we € Q" (U), 0 € Q%(U) und \, u € R.

1. Linearitat: @*(A-wy + p-wa) = X p*w1 + 1 - p*we
2. Multiplikativitat: ¢*(w A o) = p*w A p*o
3. Vertauschbarkeit mit der &dufseren Ableitung: d(¢*w) = ¢*(dw)
4. Kettenregel: Fiir offenes W C RP sowie ein stetig differenzierbares (oder glattes) ¢ : W — V ist
(poy)w=1*(pw)
Beweis 1, 2 und 4 folgen direkt aus der Definition.

3. Zunéchst sei r =0, alsoist w = f: U — R.

d(p*f) =

|
NIEESS
—
o
TS
5
I
o,
kﬁ
—
S
>
—~
~
\'}—‘
\;f-
3
:_/
Y
3
=~
\.)—‘
“@F
3
=

Il
NIE!
IR .

.
Il
=
S|

<
I
—
-
I
—

1
)
N
VN
3
(@]
AS)
N———
(oW
AN
;
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Nun sei allgemein w = Y f;-da!. Unter Anwendung von 2. ist
[I|=r

prw = Zli(fz o p)dep’
d(p*w) = ZII d(frop) nde!
= ; ¢ (dfr) Ad!
= ZI: ¢*(dfr) A p*(da!)
= ; @*(dfr Adz')
= ¢*(dw)

11.4 Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Nun sollen k-Formen auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ integriert werden. Der An-
satz ist, mit einer Parameterdarstellung die k-Form in den R* zuriickzutransportieren. (Ein Spezialfall
sind Vektorfelder, sprich 1-Formen.) Die Orientierung der Mannigfaltigkeit spielt nun eine wichtige
Rolle (siehe Kurvenintegral).

Zuerst integrieren wir k-Formen im RF.

Definition 11.21

Sei U C RF offen und w = f - da' A ... A da® eine k-Form in U mit f : U — R. w heifit iiber die
Teilmenge A C U integrierbar, wenn f iiber A im gewo6hnlichen Riemannschen Sinne integrierbar
ist. Man setzt dann

/w::/f(a:)d:c:/f(xl,...,a:k)da:l...dxk (11.13)
A A A

Bei der Integration spielt die Orientierung eine Rolle. Zunéchst zeigen wir das folgende Lemma.

Lemma 11.22

Seien U,V C RF¥ offen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. w sei eine stetige k-Form auf V und
A C U kompakt. Dann gilt:

| w=[¢*w falls p orientierungserhaltend ist, d.h. det¢’ > 0in U
@(A) A

[ w=-[¢'w falls ¢ orientierungsumkehrend ist, d.h. det ¢’ < 0 in U
¢(A) A

Beweis
Fiir w = f-da! A... Ada" ist (hier ohne Beweis)

<p*w:(fmp)-dgpl/\.../\d(pké(fogp)-detgp’-dml/\.../\dmk
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Damit folgt nach der Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale

[ o= [ tene= [ o) ets'@]do = [ o sien (dete' (@)
p(A) A

p(A) A

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. w sei eine r-Form auf M, also eine Ab-
bildung w : € M — w(z) € N"TiM, d.h. w(z) ist eine alternierende Multilinearform iiber dem
Tangentialraum T, M.

Am einfachsten ist es, wenn U C R"” offen und M C U ist. w ist eine r-Form in U. Dann wird w auf

M eingeschriinkt. Fiirw =Y. fi,..;.dz®* A...Ada® sind die f;,..;, in ganz U definiert, wenn aber
11 <...<lp
nur fiir p € M betrachtet. Obwohl w(p) dann fiir alle r-Tupel z1, ..., z, € R™ definiert wire, wird w(p)

nur auf z1,...,z, € T, M angewendet. Da dim T, M = k, existieren nur fiir < k nichttriviale Formen.
Mit Q" (M) soll die Menge aller r-Formen auf M bezeichnet werden.

Als néchstes soll [w fiir w € QF(M) definiert werden. Hierbei ist M eine k-dimensionale orientierte
A
Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt. Die Definition geschieht in zwei Schritten:

1. Angenommen, es existiert eine positiv orientierte (d.h. orientierungserhaltende) lokale Parame-
terdarstellung ® : T C RF — &(T) € M mit A C ®(T). Dann ist

/w = / *w (11.14)
A o-1(4)

Analog zu Lemma 11.21 zeigt man, dass diese Definition von der Parameterdarstellung unabhén-
gig ist, d.h. wenn ®; : T3 — ®1(71) D A eine andere positiv orientierte Parameterdarstellung ist,

/ P*w = / jw

2-1(4) o71(4)

dann gilt

2. Wenn A nicht in einem Kartengebiet enthalten ist, dann verwendet man wie in 11.1 die Zerlegung
der Eins. Da A kompakt ist, ist A in der Vereinigung endlich vieler Kartengebiete enthalten.
Also enthélt die Zerlegung der Eins nur endlich viele Funktionen. Nach dem ersten Schritt ist
das Integral von w iiber A dann durch eine endliche Summe definiert.

Zusammenfassung

1. Sei T C R offen, w = f-dt' A... AdtF € Q¥(T) und B C T kompakt.

B/w::B/f(t)dt

Rechts steht ein R-Integral einer Funktion von k Variablen.

2. Sei U C R™ offen, M C U eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, w € QF(M) (genauer:
w € QF(U), eingeschrinkt auf M) und A C M kompakt.
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Fall (a) Es gibt eine positiv orientierte Parametrisierung ® : T C RF — ®(T) ¢ M mit A C ®(T).

W= S fipeiy s dat AL A dat
11 <...<U
Pw = fodt' AoAdt (erklért in B := ®~1(A))

Jw = [®*w=[f(t)dt
A B B

Fall (b) Es gibt kein solches ®: Wende die Zerlegung der Eins an.

11.5 Der allgemeine Stokes’sche Integralsatz

Wir benétigen Mannigfaltigkeiten mit Rand, denn der Satz lautet fiir M mit dem Rand OM:

Jaw=[w

M oM

Der noch zu erkldrende Rand einer Mannigfaltigkeit ist streng zu unterscheiden vom sogenannten
topologischen Rand der Menge M. Diesen Rand kennen wir schon.

Beispiel 11.7 fiir den Unterschied zwischen topologischem und Mannigfaltigkeitsrand

1. K sei eine abgeschlosene Kreisscheibe im R?. Deren topologischer Rand, die #ufere Begrenzungslinie
der Scheibe, ist auch deren Mannigfaltigkeitsrand. Dieselbe Scheibe als offene Menge hat denselben
topologischen Rand, aber keinen Rand als Mannigfaltigkeit.

2. Z sei ein Zylinder im R3 ohne oberen und unteren Deckel. Im topologischen Sinne ist der Rand von
Z gerade Z selber. Als zweidimensionale Mannigfaltigkeit sind die Begrenzungslinien des oberen und
unteren Deckels des Zylinders der Rand von Z.

Es muss also eine Definition des Randes einer Mannigfaltigkeit gefunden werden. Der gewiinschte Rand
soll eine Mannigfaltigkeit einer um 1 niedrigeren Dimension sein und bei einer orientierten Mannigfal-
tigkeit ebenfalls orientiert sein.

Wir setzen
RF = {(',...,tF) eRF: 4, <0} = R_ xRF!
ORF = {(t... ") eRV: ¢ =0} = {0} xR*!
Eine Teilmenge T C RF heifit offen beziiglich R* |, wenn eine offene Menge 77 C RF existiert mit

T = T'NR* . Das heift, T ist entweder bereits offen oder lisst sich in R¥ \ R* so fortsetzen, dass eine
offene Menge entsteht.

Definition 11.23
Eine Menge M C R” heifst k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn es um jeden
Punkt p € M eine lokale Parameterdarstellung (bzw. Karte)

O:T-W=0T)CM mit pec®T)

gibt, wobei T offen in R¥ sein muss. Der Punkt p heift Randpunkt von M, wenn p = ®(¢) mit
t € TNORF, dh.t=(0,t3...,t%). Die Menge aller Randpunkte von M wird mit M bezeichnet.
Parameterdarstellungen ® mit 7'N OR* # @ heifen randadaptiert (analog fiir Karten (W, ®~1).
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Satz 11.24

Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit der Dimension k.
1. OM ist eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.
2. Ist M orientierbar, dann auch der Rand OM (und zwar in kanonischer Weise).

Beweis hier nicht, nur das Konzept
Sei p € OM und (®,T) eine lokale Parameterdarstellung um p. Wir betrachten die Menge T =
{ueRF1:(0,u) € T} mit ®(u) = ®(0,u). Dann ist (®,7) eine lokale Parameterdarstellung um
p € OM als (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir OM gibt es jetzt keine randadaptierten
Parameterdarstellungen mehr, also ist 0(OM) = @.

|

Orientierung des Randes

,2Kanonische Orientierung"“ bedeutet, dass M die im Folgenden beschriebene von M induzierte
Orientierung tragt.

Sei p € OM und (®,T) eine randadaptierte Parameterdarstellung um p. ® soll immer in 7' (bzw.
in T, der Erweiterung von T auf R*) stetig differenzierbar sein. Dann ist die Ableitung eine lineare
Abbildung ®'(t) : R¥ — R™. Den Vektor v = ®'(t)(e1) € T,M nennt man nach aufen zeigend. Wir
nennen eine Basis (wy,...,ws_1) von T,(OM) positiv orientiert, wenn (v,w1,...,wi_1) in T,M
positiv orientiert ist.

Wichtiger Spezialfall: Sei M = RF dann ist OM = OR* die durch {t = 0} beschriebene (k —
1)-dimensionale Hyperebene. In jedem Punkt ist der dufere Normaleneinheitsvektor gerade e; =
(1,0...,0). Der Rand OR* kann durch eine einzige Parameterdarstellung beschrieben werden:

. RF1 — HRF
TLt=(t . Y = (0,8t

Dann entspricht n = e; der positiven Orientierung.

Wiederholung: Fiir Funktionen f definiert man den Trager

supp f = {z € D(f) : f(z) # 0}

Beispiel 11.8

1 z€(a,b)

ist supp f = [a,b]. Bei = a und & = b verschwindet die Fkt. auch im Tréiger!
0 z¢(a,b)

Fiir f(x) := {

Analog setzt man fiir eine Differentialform w € QF(M):

suppw := {p € M : w(p) £ 0}

Der niichste Satz ist der Satz von Stokes fiir den Halbraum R”. Der allgemeine Fall wird hierauf
zuriickgefiihrt.
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Satz 11.25
Sei w € QF1(RF) mit kompaktem Triger. Dann gilt

/dw—/ (11.15)

ARk

Beweis
Sei w in der Standarddarstellung gegeben:

k
=> (=17 fedat AL AT AL A dah
j=1

—

Hierbei bedeutet da’, dass dz’ weggelassen wird. w hat einen kompakten Triiger, d.h. es existiert eine
kompakte Menge K C R*, auRerhalb derer alle f; verschwinden. Dann gilt:

0 afi
ozJ

jf

dw = cdz' AL A da”

Wir nehmen die oben beschriebene Parameterdarstellung @ fiir den Rand:

o RF-1 — ORE
L t=(t R = (0,8t

Dann ist

k
P'w=> (=17 (fj08) d®' A...AdDIA.. AP (11.16)
j=1

Aus der Parameterdarstellung folgt sofort:
do'! =0 und d® =d"! fir j=2,....k
Somit bleibt in (11.16) nur ein Summand:
(@*w)(t) = f1(0,t%, ..., tF " dtt AL A dER!
Dies setzen wir in (11.14) (Integration von Differentialformen) ein.
/ w= / P*w = / fu(0th, DAt Attt (11.17)
ORF

Damit haben wir den rechten Teil der Gleichung (11.15) beschrieben und betrachten nun den linken
Teil. Beachte: RF = R_ x R*1,

k
/dw: / % dzt ... dz"
L~ QI

R¥ R_xRk-1 \J=1

Aufserhalb von K, also insbesondere im Unendlichen, verschwinden alle f;.

0
on
Ozt

df

ﬁ(x]-, PPN ,xk)dxl -
R_ —00

(b, ..., 2")dzt = £1(0,2, ..., 2%) =0
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Fiir alle anderen Variablen gilt:
/%dxl...da}k: / /%da}j del...dzi ... da*
oxJ oxJ
RF R_xRk-2 |00

Insgesamt bleibt nur der Anteil mit f.

d
fw = f f1(0,$2,'..,$k)dx2...dxk
RF Rk—1
= [ A0, .t hdet L dek
RK
= f w
ORF
[ |
Theorem 11.26 Theorem von Stokes

Sei M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ mit dem Rand OM, der die
induzierte Oritentierung tragt. Ferner sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf M mit

Jaw=[w

M oM

kompaktem Trager. Dann gilt:

Beweis
Wir nehmen zur Vereinfachung 0.B.d.A. an, dass eine Paramterdarstellung ® : T C RF — M mit
suppw C ®(7T') gibt. Ansonsten miisste man in geeigneeter Weise mit der Zerlegung der Eins arbeiten.

Wir setzen den Riicktransport ®*w (dessen Triger in 7' enthalten ist) auf ganz R¥ mit Null fort zu
einer stetig differenzierbaren Differentialform. Da M berandet ist, gibt es fiir T' zwei Mglichkeiten:

1. T ist offen in R* und TNOR* = @ (d.h. oM N &(T) = @)
2. T ist offen in R* und TNOR* # @ (d.h. OM N O(T) # 2)

Im ersten Fall hat suppw mit OM keinen Schnitt, also ist in (11.15) das rechte Integral Null. Nach
dem Beweis von Satz 11.24 ist auch die linke Seite Null. Im zweiten Fall gilt, da ®*w auf ganz R*

fortgesetzt wurde:
/dw— / dw—/q)*(dw)
M T

&(T)

Die dufiere Ableitung kann man mit dem Riicktransport vertauschen.

_T/d(tb*w)_/d(@*w)_ <181at21> = / @*w_/cb*w_ / w_dﬂ//ﬂ

RE ORE or ®(0T)

Den Stokesschen Satz kann man auch in anderen Varianten dargestellt werden, zum Beispiel: Sei M
kompakt mit Rand und w eine stetig differenzierbare Form auf M. Dann gilt Formel (11.18).
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Die klassischen Integralsatze

1. Sein=2und k = 2.

P
w=P-dr4+Q-dy = dw= oQ _op ~dz A dy
or Oy

Daraus folgt der Satz von Gauf/Green/Stokes im R?:

0Q oP -
M oM

2. Sein =3 und k = 3.
w=P-dyndz+Q-dzAde+R-dzAdy = dw= <++>-dx/\dy/\dz
z

Daraus folgt mit (11.18) der Satz von Gauf im R3.
In der Physik zieht man eine andere Schreibweise vor: Sei 7 = (P,Q, R)” und dS = dS -7 (dS ist

das tibliche skalare Oberflachenelement und 7 das &ufsere Normaleneinheitsfeld der Oberflache).
/dideV: / <17,d5‘> - / (7,7) dS
M oM oM
3. Sein=3und k = 2.

w = P-dx+Q-dy+R-dz
= dw = (%—5—%—?)-dy/\dz—i—(%—f—g—f)-dz/\dx—i—(g—g—%—];)-dx/\dy

Daraus folgt mit (11.18) der Satz von Stokes im R3. In vektorieller Schreibweise lautet dieser:

/<rot17,d§> :/<rot17,ﬁ> s = / (@, dz) = / (5,1) ds
oM

M M oM

Hierbei ist ¢ das Tangentialvektorfeld an der Kurve dM.
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12 Gewohnliche
Differentialgleichungen

12.1 Terminologie und Problemstellungen

Bei einer gewthnlichen Differentialgleichung sind Funktionen einer Variablen gesucht. Im Gegensatz
hierzu stehen die partiellen Differentialgleichungen, die Funktionen mehrerer Variablen beinhalten.

Sei F eine gegebene Funktion auf einem Gebiet G' C R™*2. Fiir eine Funktion z = x(t) heift
F(t,z,&,...,2")=0 VteIcR  (12.1)
gewOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung in impliziter Form. Existiert ein f mit
(™ = flt,z,x,..., x("_l)) Vte I CR, (12.2)

so spricht man von einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung in expliziter Form.

Hat man k gesuchte Funktionen z1, ..., z; und dazu (in der Regel) n Funktionen bzw. Gleichungen der
Art (12.1) bzw. (12.2), so spricht man von einem System gewohnlicher Differentialgleichungen.

Eine Losung einer Differentialgleichung ist eine in einem offenen Intervall I definierte, hinreichend oft
stetig differenzierbare Funktion z, die in diesem Intervall die Differentialgleichung erfiillt. Unter einem
Anfangswertproblem (AWP) fiir (12.1) oder (12.2) versteht man folgende Aufgabe: Man bestimme
eine Losung von (12.1) bzw. (12.2), die den folgenden Anfangsbedingungen geniigt.

I’(to) = To ﬂj‘(to) =T N x(nil) (to) = Tp—1

Hierbei ist tg € I (I heikt Existenzintervall der Losung). Die x1,...,2,-1 sind n vorgegebene
Zahlen (Anfangswerte). Nach Hadamard spricht man von einem korrekt gestellten Problem, wenn das
Anfangswertproblem eine eindeutige Losung hat, die stetig von den Anfangswerten abhéngt.

12.2 Elementare Losungsmethoden

12.2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Betrachte & = f(z) - g(t) bzw. (andere Schreibweise) a(t) 4+ b(z) - & = 0. Fiir f(z) # 0 ist

Sind F' und G Stammfunktionen von 1/f und g, dann ist die Differentialgleichung dquivalent zu

Fz)=G{t)+C mit CeR,
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denn wenn man dies nach t ableitet, erhalt man

1
Fl(z)- a=G'(t) = ?-Q'U:g
Kann man die Gleichung F(z) = G(t) + C in einem offenen Intervall nach = auflésen, dann hat
man eine (von C' abhéngige) Schar von Losungen der Differentialgleichung gefunden. Die Losung eines

Anfangswertproblems lauft auf die Bestimmung von C hinaus.

Beispiel 12.1 &+t - 2% = 0 mit Anfangswertproblem z(0) = 2
x = 0 ist eine Losung der Differentialgleichung, nicht jedoch des Anfangswertproblems. Sei nun x # 0.
f% = t-dt
|l (Stammfunktion)
L= deve
=) = e mit C=20

Das Anfangswertproblem kann nun gelést werden:

) 5ic
c =1
_ 2
(t) = @
Ein anderes Anfangswertproblem wére zum Beispiel 2(0) = —2. Dann ist C = —1 und somit
()= =2 Vit+l
e

Diese Formel liefert im Sinne unserer Losungsdefinition drei Losungen der Differentialgleichung, nédmlich je-
weils in (—oo,—1), (—1,1) und (1,00). Allerdings 16st (wegen ¢y € I) nur eine dieser Losungen auch das

Anfangswertproblem, ndmlich die zweite.

12.2.2 Lineare Differentialgleichungen
Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist von der Form
T+ f(t) - x=9g@) (12.3)

f und g seien auf einem lokalen Intervall I definiert und mindestens stetig. Die Funktion g heifst
inhomogener Anteil. Verschwindet dieser Anteil, so heifsit die Gleichung homogen:

i+ ft)-x=0  (12.3h)

(12.3h)kann man durch Trennung der Variablen lésen: Sei F' eine Stammfunktion von f.

dz

T

=—f@t)-dt = logz=—F(t)+C’
Man unterscheide wegen des Logarithmus die Félle x < 0 und « > 0. Man erhélt schliefslich:
z(t)=C-e PO =C.e /O (12.4)

C kommt von C' = €%, das Vorzeichen kann sich aber &ndern, um dem Anfangswertproblem zu geniigen.
Die Losung x = 0 ist durch C' = 0 erfasst.
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Die inhomogene Differentialgleichung (12.3) kann nun mittels Variation der Konstanten gelost
werden. Der Ansatz gleicht (12.4), jetzt ist aber C' = C(t).

—F(t)

xz(t) = Q(t)-e .
it) = Ct)-e FO _C(t)-F(t)-e F®
i) = CU)-e O ). ft)-e 11
Beachte (12.3):
Cat) = =)l + ()
= C(t)-e 7O = g(1)
Ct) = g(t)-ef®
C(t) [g(t)-e"® dt+ D

Damit lautet die Losung von (12.3):

z(t) = < / eF® . g(t) dt + D) e F®) Z DL e F®) 4 o F®) / FO gy dt  (12.5)

Folgerungen

1. Man sieht aus (12.5) die Struktur der Losung der inhomogenen Differentialgleichung;:

allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
= allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
+ spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Die spezielle Losung lautet z4(t) = e ') [eF(®) . g(¢) dt.
2. Fir beliebige tg € I und z¢ € R hat das Anfangswertproblem z(tg) = o die Losung

2(t) = e FO . |+ / O g(rydr|  mit F(t) = / F(r) dr
to

to

3. Zum Superpositionsprinzip: Die Losungen der homogenen Differentialgleichung bilden einen Vek-
torraum. Auflerdem: Sind z; und xo Losungen der inhomogenen Differentialgleichung, so ist z1 — xo
eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Beispiel 12.2 & —2t-x=(2t—1)- e’ mit Anfangswertproblem z(0) = 2

Die homogene Differentialgleichung & — 2t - ¢ = 0 wird durch z(t) = C - ot” gelost. Fiir die inhomogene
2

Differentialgleichung verwenden wir deswegen den Ansatz z(t) = C(t) - e'".

—...=Ct) = eV (2A—-1)-el=(2t—1) e
ct) = -t +D
WP 9y — D_1=D=3

zur Trennung der Variablen

&(t) = f(x) - g(t) — Existiert ein x; mit f(x;) = 0, dann ist z mit z(¢) = z; V¢ eine (konstante) Losung
der Differentialgleichung.
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13 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

13.1 Vorbereitungen, Banachscher Fixpunktsatz

Wiederholung: Sei (M, d) ein metrischer Raum. (M, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge aus
M einen Grenzwert in M besitzt. Das heifst: Ist (z,,) eine Cauchyfolge (d(xy, X) — 0 fiir n,m — o),
dann existiert ein @ € M mit d(x,z,) — 0. Eine Teilmenge A C M heilt abgeschlossen, wenn M \ A
offen ist. Das heiftt: Jeder Haufungspunkt von A gehort zu A.

Sei B C M. Eine Abbildung T': B — B heifit kontrahierend, wenn es ein ¢ € [0,1) gibt mit
d(Tz,Ty) < q-d(z,y) Vo,yeB

Theorem 13.1 Banachscher Fixpunktsatz

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes (M,d) und T': A — A
eine kontrahierende Abbildung. Dann existiert genau ein Fixpunkt xg € A fir T, d.h. Tzg = xg.

Beweis

FEindeutigkeit: Seien xg # yo zwei Fixpunkte, also ist Txg = x¢ und Ty = yo.
d(xo,y0) = d(Txo, Tyo) < q - d(70,%0) < d(z0,%0) = o= Yo

Dies ist ein Widerspruch zu xg # yo.

Existenz: Der Beweis erfolgt konstruktiv durch das Verfahren der sukzessiven Approximation. Sei
x1 € A ein beliebiger Startpunkt. Bilde nun eine Folge durch z,1 := Tz, fiir alle n € N. Wir miissen
zwei Behauptungen zeigen.

1. Die (z,,) ist eine Cauchyfolge. Im ersten Schritt betrachten wir benachbarte z,.

d($n+1, xn) = d(Tl'ny Txnfl) < gq- d(.%‘n, -rnfl)
q- d<T$n—l7 Tmn—2) < q2 ’ d(xn—b xn—2)
qn—l ’ d($27 $1)

IA I

Daraus folgt fiir beliebige m,n (0.E.d.A. m < n):

d(xp, rm) < (mehrmalige Anwendung der Dreiecksungleichung)
< d(xny xn—l) + d(xn—la xn—2) +...+ d(l‘m_l, xm)
< (mit obiger Abschétzung)
<

("2 4. ") - d(a2, 71)
qul . (1 +q+ q2 + ...+ qm_l) -d(.%'Q,-%'l)

< Summe der geometr. Reihe

und schliefflich

qm—l

d(xp, Tm) < 1 ~d(z2,x1) — 0 fur m,n — o0 (13.1)

Also ist (x,,) eine Cauchyfolge. Da M vollstandig ist, existiert ein ¢ € M mit z, — x¢. Da
Zn C A und xg somit ein Haufungspunkt der abgeschlossenen Menge A ist, folgt zg € A.
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2. xg ist ein Fixpunkt. Beachte: T ist (wie alle kontrahierende Abbildungen) stetig.
d(xp, Tzo) = d(Txp—1,Tx0) < q-d(Tp—1,70) — 0

Somit ist T'zy ein Grenzwert von (z,,). Da auch z( ein solcher ist und der Grenzwert eindeutig
bestimmt ist, ist xg = T'xg.

Folgerung 13.2 Fehlerabschéatzung
Fiir den Fehler der Approximation gilt:

m—1

d(zm, ) < (i - d(xe, 1)

Definition 13.3

Sei f : G € R? — R eine Funktion in den Variablen ¢ und z. Man sagt, f ist in G beziiglich
lipschitzstetig (oder: gentigt beziiglich x einer Lipschitzbedingung), wenn es ein L > 0 gibt mit

[f(t,x1) = f(t,22)| S L[z —xo|  V(t,21), (a2) €G
Unser Ziel ist ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme.
o(t) = f(t,x) }
13.2
z(to) = o (13.2)

Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Die Idee ist, (13.2) in ein dquivalentes Problem
umzuwandeln, das fiir die Anwendung des Fixpunktsatzes gut geeignet ist. Angenommen, x sei eine
Lésung von (12.1) im Intervall J = [o, 8] C [a, b]. Fiir alle t € J gilt dann:

t pt) = JZ(t,x(t))
Ja@t)dt = tff(s,x(s))ds

to

o) =a0 = [ fs.a(s)

Damit ist

t

(1) ::L’0+/f(s,:c(s)) ds  (13.3)

to
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13.2 Der Satz von Picard-Lindel6f. Weitere Existenzsatze
Theorem 13.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
Betrachte das Anfangswertproblem (13.2). Die Funktion f sei

1. auf dem Rechteck @ = {(¢,z) € R? : |t — to| < a Az — x| < b} stetig

2. auf @ durch M beschrankt, d.h. es ist |f(¢,2)| < M fiir alle (t,z) € Q.

3. auf @Q beziiglich x lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstante L.

Dann existiert genau eine Losung des Anfangswertproblems (13.2). Genauer: Es existiert ein Intervall
J={teR:|t—1ty| <o}, auf dem genau eine Losung existiert. Man kann wihlen:

< min i l
o a’M’L

Die genaue Abschétzung von ¢ ist nicht der wesentliche Punkt. Sie ergibt sich sofort aus dem Beweis.

Beweis
Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz wie folgt an: Der metrische Raum sei C(J), dieser ist mit
der Supremumsnorm vollstandig.

te

Zu der abgeschlossenen Menge A gehdren nur solche stetigen Funktionen, die im Intervall J noch in @
verbleiben. Wir betrachten die folgende Abbildung 7" (siche Formel (13.3)):

(Tz)(t) :=xo + /f(s,x(s)) ds Vze AjteJ
Genau dann, wenn x eine Losung von (13.3) ist, ist # = Tx. Das heifit, x ist ein Fixpunkt von 7" und

somit eine Losung von (13.2). Zu zeigen sind:

1. T bildet A in A ab.

(T2)(t) — x| = ) ds <f )))dng.|t—to|gb
toa,_/ —
<M e
= [Tz —xzo|| < b

2. T ist kontraktiv: Seien x,y € A.

t

(Tz)(t) = (Ty)®)] < [

to
t

< JL-fa(s) —y(s)] ds

f(s.2(5)) = f(s,y(5))| ds

< L-suplz(s) fds
sed
< L-flz—yll-|t—tol <q |z — yll
=Tz =Tyl < q-llz—yl

Wegen o0 < 1/List 0<g=L-0 < 1.
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Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz anwendbar. Folglich besitzt T' genau einen Fixpunkt und so-
mit (13.2) genau eine Losung. Die Losung konnte man (wie beim Beweis des Fixpunktsatzes) durch
sukzessive Approximation finden.

|

Wir formulieren den Satz von Picard-Lindeléf auch fiir Differentialgleichungen und Differentialglei-
chungssysteme n-ter Ordnung.

1. Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit Anfangswertproblem

eM(t) = f(t,x, &, ..., x"D)

x(to) =x9 ‘- z(n=1) (to) = Tp—1 (134)
X0, T1,---,Tp—1 € R gegeben
2. Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit Anfangswertproblem: Sei x = (1, ..., xg)

und f = (f1,..., fx). Die Ableitungen heifien x() = <m§i), . ,x,(f)).

xM (1) = f(t,x,%,...,x""D)
x(to) =x0 - x" V() =x,1 (13.5)
X1,...,Xp_1 € RF gegeben

3. Systeme erster Ordnung mit Anfangswertproblem

x(t) = f(t,x)
x(tg) = xo € RF } (13.6)

4. lineare Systeme erster Ordnung

x(t) = A(t) - x(t) + b(t) (13.7)

mit A(t) = (aij(t)) € Rkxk '
Fiir b(¢) = 0 heift das lineare System homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von ¢
abhéngt, ist (13.7) ein lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Eine explizit gegebene Differentialgleichung bzw. Differentialgleichungssystem heiftt autonom,
wenn die rechte Seite nicht explizit von ¢ abhéngt.

5. Grob gesprochen benétigt man nur eine Theorie fiir Systeme erster Ordnung. (13.4) ist dquivalent
zu folgendem System erster Ordnung;:

l"l = X2
_ (13.8)
Ipn—1 = ITn

i‘n = f(t,xl,...,xn)

Man hat also gesetzt: z1 := x, xo := & bis x,, := (™1 Wie transformieren sich die Anfangs-
werte? Sei y(t) = (y1(t),...,yn(t)) eine Losung des Systems mit den Anfangswerten

y(to) = (41, yn) = ¥°
Beachtet man, wie man (13.8) aus (13.4) und umgekehrt erhilt, so ist y(¢) von folgender Gestalt:

y(t) = (az(t), (), ... ,a:<"*1>(t))

Hierbei ist 2(t) eine Losung von (13.4) mit den Anfangswerten z(tg) = y bis 2"~ (ty) = 0.
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Analog verwandelt man Systeme und Anfangswertprobleme n-ter Ordnung in Systeme bzw. Anfangs-
wertprobleme erster Ordnung. Wir benétigen nun den Satz von Picard-Lindeldf in einer geeigneten
Formulierung fiir Systeme erster Ordnung. Zur Formulierung bedarf es einer Lipschitzbedingung in
,Vektorform®.

Definition 13.5

Sei f : G ¢ R*"™! — R" gegeben (Schreibweise: f(t,x) mit # € R"). f geniigt in G bzgl. X einer
Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstante L > 0, wenn gilt:

[£(t,x) = £t y)| < L-llx =yl V(tx),(ty)eG

Auf beiden Seiten ist ||-|| eine Norm im R™. Es kann giinstig sein, die euklidische Norm nicht zu wéhlen.

Theorem 13.6

Das Anfangswertproblem x = f(¢,x) mit x(tg) = x" hat eine eindeutige lokale Losung, wenn f
1. auf @ = {(t,x) e R"™ : [t —tg| < q, HX - XOH < b} stetig und somit beschréinkt ist
2. in @ beziiglich x einer Lipschitzbedingung geniigt

Sei G C R? offen, f stetig und beziiglich x lipschitzstetig. Dann kann man @ in G beliebig wihlen.

Bei der Betrachtung von Anfangswertproblemen wie (13.2) gilt: Je bessere Eigenschaften die rechte
Seite, also die Funktion f, ist, desto bessere Eigenschaften hat auch die Losung.

Theorem 13.7
Betrachte das Anfangswertproblem (13.2).

1. Ezistenzsatz von Peano: Wenn f auf einem Rechteck um (¢, ) stetig ist, existiert eine Losung
von (13.2). (Die Eindeutigkeit ist nicht garantiert.)

2. Existenzsatz von Cauchy: Sei f in einer Umgebung von (tg, xg) analytisch, d.h. in eine Potenz-
reihe entwickelbar:

Ft,x) = by - (t—to)* - (z — o)’
k,l
Dann existiert in einer Umgebung von ¢y genau eine analytische Losung von (13.2), also

2(t) =Y an- (t—to)"

13.3 Fortsetzung von Ldsungen

Der Nachteil der Betrachtung lokaler Losungen ist, dass das Existenzintervall sehr klein sein kann. Die
Losung dieses Problems ist die Fortsetzung von Losungen.



13.3 Fortsetzung von Ldosungen Seite 190

Definition 13.8

1. Sei z auf (¢, d) eine Losung des Anfangswertproblems (13.2). Wenn es ein Intervall (¢, d’) D (¢, d)
gibt und y eine Losung von (13.2) ist, die auf (¢, d’) definiert ist und fiir die z(¢) = y(t) fiir alle
t € (¢,d) ist, dann heift y Fortsetzung von x.

2. Eine Losung heifst maximal, wenn sie keine Fortsetzung besitzt.

Lemma 13.9 Eindeutigkeit der Fortsetzung
Betrachte ein Rechteck @@ und das Anfangswertproblem (13.2). Jedes Anfangswertproblem sei in @
eindeutig losbar. Sei x eine Losung des Anfangswertproblems (13.2) fiir (to, z0) € (¢,d) C Q. Seien y;
und yo zwei Fortsetzungen von x auf (¢/,d') D (¢,d). Dann gilt y1(t) = yo(¢) fiir alle t € (¢, d’), d.h.
wenn iiberhaupt Fortsetzungen existieren, dann eindeutige.

Beweis

Sei M = {t € [to,d) : y1(t) # y2(t)}. Diese Menge sei nichtleer (sonst sind wir schon fertig). Setze
t1 :=inf M. Natiirlich gilt d < ¢;. Fiir alle tg < t <ty ist y1(¢) = y2(¢). Da y1 und ys stetig sind, muss
auch y;(t1) = ya(t1) =: B gelten.

Betrachte nun das Anfangswertproblem @ = f(¢,z) und z(¢;) = B. Da dieses Problem eindeutig 16sbar
ist, existiert in einer Umgebung von t; genau eine Losung. Also gilt y1(¢) = y2(¢) in einer Umgebung
von t;. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von 1, weswegen die Menge M leer sein muss.

Analog argumentiert man bei linksseitigen Fortsetzungen.

Satz 13.10

Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet. In G mége f den Voraussetzungen des Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzes von Picard-Lindelof gentigen (d.h. um jeden Punkt in G existiert ein Rechteck in G, in
dem f die Voraussetzungen erfiillt). Dann gilt:

1. Es existiert genau eine maximale Losung zpax von (13.2).
2. Fiir pax, definiert auf (¢, d) ist die Fortsetzung stets bis zum Rand mdoglich:

(c,u) € 0G  mit  w:= lm zmax(t)

t—c+0

i = i P
(d,v) €90G mit wv Jm e (t)

Satz 13.11
Sei I = (a,b) und S = I x R ein Streifen. f sei auf S stetig und fiir jedes Intervall (a’,0’) C (a,b)
existiere eine Lipschitzkonstante L’ mit

|ft,x) = ft,y)| <L -z —y| Vtel undz,y €R

Seien nun x und z Losungen der Differentialgleichung & = f(t,x) zu den jeweiligen Anfangswerten
x(to) = zo und Z(tg) = ZTo. Dann gilt fiir alle ¢t € I":

[@(t) — B(t)| < lao — o] - 170!
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14 Lineare Systeme erster Ordnung

14.1 Das allgemeine lineare System erster Ordnung

Wir betrachten in diesem Abschnitt folgendes System:

n
T, = a;i(t) - xi(t) + b;(t mit 1<i:<n
f= a0 a0+ <is ",
x = Ax+b
Das entsprechende Anfangswertproblem heife x(to) = x° mit t € I := (a,b). Die a;; und b; seien

aus C'(I). Wir lassen auch komplexwertige Funktionen zu: Geht man dann zu Real- und Imaginérteil
iiber, erhdlt man ein ,reelles* System doppelter Grofe. Das zugehorige homogene System ergibt sich
fir b =0:

x = Ax (14.1h)

Im Satz von Picard-Lindelof wére also f(¢,x) = A(t)x+ b(t). Die Voraussetzungen des Satzes sind fiir
to erfiillt, weil die rechte Seite stetig und beziiglich x lipschitzstetig ist:

17(t%) = F(,¥) I = [[A@)x =A@y = [[A{) x=y) <[[A@D] - [x =yl < L-[lx =yl

Da die Menge der Losungen von (14.1h) einen Vektorraum bildet (dies folgt sofort aus dem Super-
positionsprinzip), wollen wir Aussagen tiber die Dimension und die Basen des Losungsraumes treffen.
Allerdings existiert kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung von Losungen von (14.1h) und (14.1).

Fiir Operationen mit dem Losungsraum benétigen wir den folgenden Begriff:
Definition 14.1
Die Vektorfunktionen yq,...,yn : I — R” heiffen im Intervall I linear unabhingig, wenn

L yi1+...+¢m-ym=20

nur dann in I gelten kann, wenn ¢; = ... = ¢, = 0 ist. Sonst heiflen die y1, . ..,y linear abhingig.

Hierbei ist 0 ein Vektor, dessen Komponenten alle verschwinden. Die Gleichung muss fiir alle ¢t € I gelten.

Beispiel 14.1

Fiir n = 1 betrachte y;(t) = t, y2(t) = t? bis y,,(t) = t™. Die y; sind in jedem beliebigen Intervall linear
unabhéngig.

L tdco -2+ 4y tTM=0

Auf der linken Seite steht ein Polynom, welches (héchstens) m Nullstellen hat. Die Gleichung soll aber auf dem
gesamten Intervall (also in tiberabzihlbar vielen Punkten) verschwinden, weshalb es sich um das Nullpolynom

handeln muss.
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Seien Xi,...,X, Losungen von (14.1h). Dann heift X (¢) := (x1(),...,x,(t)) Losungsmatrix und
W (t) := det X (t) ist die zugehorige Wronski-Determinante.

Satz 14.2

Der Losungsraum L des Systems (14.1h) ist n-dimensional.

Beweis durch Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
Seien ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren des R", ty € I fest und x; fiir ¢ = 1,...,n die Losungen
des Anfangswertproblems (14.1h) und x;(tp) = ;. Zu zeigen ist:

1. Die x; sind in I linear unabhéngig.

c1-X1+...4¢c,-x, = 0
Insbesondere: ¢y -x1(tg) + ...+ ¢n-xp(tg) = O
cir-e1+...+c,-e, = 0

2. Jede beliebige Losung x von (14.1h) ldsst sich als Linearkombination der x; darstellen: Wir setzen
a=(ay,...,an)" :=x(ty). Betrachte nun die folgende Lésung von (14.1h):

Yy=a - -X1+...+a, Xy

Insbesondere ist y(to) = a1 - €1 + ...+ ap - €, = x(t9). Aus der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems folgt damit y = x.

Jede Basis des Losungsraumes von (14.1h) heift Fundamentalsystem von Losungen. Die zugehérige
Losungsmatrix heifft Fundamentalmatrix.

Satz 14.3
Seien X7, ...,x, Losungen von (14.1h) im Losungsintervall I. Dann sind dquivalent:
1. Die x3,...,X, bilden ein Fundamentalsystem.

2. Die Wronski-Determinante verschwindet in I nie, d.h. fiir alle ¢ € I ist W (¢t) # 0.
3. W(t) verschwindet an einem Punkt in I nicht, d.h. es existiert ein ¢y € I mit W (ty) # 0.

Beweis

Aus 1. folgt 2.: Sei x1,...,%, ein Fundamentalsystem fiir (14.1h). Es sei W (¢t1) = 0 fiir ein ¢; € I.
Betrachte folgendes Gleichungssystem:

Cl-Xl(t1)+...+Cn-Xn(t1):0 (*)

fir die Unbekannten cy,...,c,. Da W(t;), die Determinante der Koeffizientenmatrix von (x),
verschwindet, existiert eine nichttriviale Losung ¢, ..., ¢, von (). Dann ist y = ¢} - x;1 + ... +
¢, - X, eine Losung mit dem Anfangswert y(t1) = 0. Da natiirlich auch 0, der Vektor aus n
Funktionen identisch Null, eine Losung von (14.1h) mit dem Anfangswert 0(¢1) = 0 ist, folgt
wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems y = 0. Das wiirde bedeuten, dass
die x1,...,x, linear abhéngig sind. Das ist ein Widerspruch, folglich muss W (¢;) # 0 sein.

Aus 2. folgt 3.: Das ist trivial. (Wenn etwas fiir alle ¢ € I gilt, dann auch fiir ein bestimmtes dieser t.)
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Aus 3. folgt 1.: Sei x eine beliebige Losung von (14.1h). Wir zeigen: x ist eine Linearkombination der
X1,...,Xp. Da W (tg) # 0 ist, hat das lineare Gleichungssystem

c1-x1(to) + ...+ cn - Xp(to) = x(to) # 0
eine nichttriviale Losung. Betrachte
y=c¢c-X1+...+¢p Xp—X
y ist eine Losung von (14.1h) mit dem Anfangswert

y(to) =cC1-X1 (to) + ... +cCn Xn(t()) —X(to) =0
=x(to)
Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems ist y = 0 und somit

X=cC1 X1+...+¢C, Xp

|
1. Das im Satz angegebene Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit der x3,...,x, gilt nur, wenn die

x; die Losung eines homogenen Systemes x = A(¢) - x sind.
2. Ist X(t) eine Fundamentalmatrix, dann ist offenbar x(t) = X(t) - ¢ fiir ein beliebiges ¢ € R™ die
allgemeine Losung von (14.1h). Die Lésung des Anfangswertproblems x(tg) = x© ist

3. Es existiert kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung von X(t).
Folgerung 14.4
1. Sei X(t) eine Losungsmatrix von (14.1h). Dann gilt:

2. Sei X(t) eine aus differenzierbaren Vektorfunktionen xi,...,x, gebildete Matrix. Wenn fiir alle
t € I gilt, dass die obige Formel erfiillt ist und X(¢) nicht singulér ist, d.h. det X(¢) # 0, dann
ist X(t) eine Fundamentalmatrix von (14.1h).

Zur Losung des inhomogenen Systems (14.1) kann man wieder das Verfahren der Variation der Kon-
stanten anwenden. Sei X(t) eine Fundamentalmatrix zu (14.1h). Der Ansatz ist also

y(t) = X(t)-c(t)

y(t) = X(t)-clt) + X(1) - &(t)

y(t) = A(t)-X(t)-c(t) + X(t) - &(t)
y(t) = A(t)-y(t) +X(1) - &)
y(t) = A(t)-y(t) +b(t)

X(t)-¢t) = b(t)
¢(t) = X(@#)'-b(t)
c(t) = [X(s)7! b(s)ds
y(t) = X()- [X(s) - b(s) ds
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Sucht man eine Losung des Anfangswertproblems y(tg) = y° zu (14.1), so folgt:

y(t) = X(t) - /X(s)_1 -b(s) ds +y°

Einordnung linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung in diese
Betrachtungen

f(t) (14.2)

(”)+ nt . ("—1)_‘_”.4_ t) - —
T b an(i) @ al) T=1, (14.2h)

Das zugehorige Anfangswertproblem zu dieser Differentialgleichung ist (tg) = 9 bis 2D (tg) = 20.
Geméf Formel (13.8) ldsst sich dieses System mit 1 := z umwandeln in

] = T3
‘ (14.3)
Tp—1 — Tp

Tp = —lan-Tp+...+ar-z1]+ f(2)

Das Anfangswertproblem ist eindeutig losbar, wenn die a; und f im betrachteten Intervall stetig sind.
Die Losung von (14.2h) und des Systems (14.3) héngen wie folgt zusammen: Ist z eine Losung von
(14.2h), dann ist x := (z, &, ..., 2" D)7 cine Losung von (14.3).

Die Wronski-Determinante kann nun auch fiir (14.2h) betrachtet werden: Seien yy,...,y, Losungen
von (14.2h).
Y1 e Yn
W (t) = det .
y%nfl) o y7(1n71)

14.2 Die Matrixexponentialfunktion

Motivation: Die Losung des Anfangswertproblems
f=a-z mit z(0)=2"
ist z(t) = e - 20. Betrachte nun

x=A-x mit x(0)=x"

Hierbei ist A € M, (C) = C"*". Es wire schén, wenn man als Losung angeben konnte: x(t) = e®t - x0.

Was ist eA*? Eventuell ist
QAL _ ik
k=0
Die Konvergenz dieser unendlichen Reihe ist gleichbedeutend damit, dass die Folge der zugehorigen
Partialsummen s, (¢) in M, (C) konvergiert. Wir betrachten die Konvergenz in M,,(C) nicht kompo-
nentenweise, sondern geschickter beziiglich einer passenden Norm. ,Passend” ist in diesem Fall jede
Norm mit der folgenden Eigenschaft:

|A-BJ| < [|A[l- B
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Daraus folgt durch Induktion:
k| < nar

Eine solche Norm ist zum Beispiel
n
AL =" lagl
ij=1
Da M, (C) ein n*-dimensionaler Vektorraum ist, sind darin alle Normen #quivalent, d.h. wenn ||-||; und
|||l zwei Normen sind, existieren ¢,d > 0 mit

clAll, <[lAlly < dAll, VA € M, (C)

Die Konvergenz einer Folge beziiglich ||-||; ist daher dquivalent zur Konvergenz beziiglich ||-||,.

Definition und Satz 14.5
Fiir jedes A € M,,(C) wird gesetzt:
o An
A _
e = 7‘
— nl

Diese Reihe konvergiert beziiglich der folgenden Norm in M,,(C):
n
1AL = layl
ij=1
Die Abbildung A — e heikt Matrixexponentialfunktion.

Beweis
Sei (Sy,) die entsprechende Folge der Partialsummen, also
n
Ak
S’I’L [y

Lk
k=0

Wir zeigen, dass (S,) beztiglich ||-|| eine Cauchyfolge ist (0.E.d.A. sei n > m).

Semsull= | ST A< s AN < v IAr
ISn=Snl = > G| = 2 |5 = 2 T 0
k=m+1 k=m+1 k=m+1

fiir m,n — oo, weil die Reihe fiir ellAl natiirlich konvergiert. Da M, (C) = C"” =~ R2"” ¢in endlichdi-
mensionaler Vektorraum ist, sind alle Normen in M, (C) dquivalent und der Raum M, (C) vollsténdig,
konvergiert (S,). Der Limes wird mit e bezeichnet. Damit ist natiirlich auch e?? fiir alle ¢ € R erklért.

[

Sei A eine Algebra (d.h. ein Vektorraum, in dem die Multiplikation erklart ist) und gleichzeitig ein
vollsténdig normierter Raum beziiglich einer Norm |||, fiir die ||a - b|| < ||a| - ||b] fiir alle a,b € A gilt.
Dann heift A Banachalgebra. In A ist dann ebenfalls die Matrixexponentialfunktion wohldefiniert.
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Satz 14.6 Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion

1. Ist [A,B]=A-B—-B-A =0, dann ist eAtB = A . ¢B.

2. e® ist stets invertierbar und es gilt: (eA)f1 —e A,
3. FirC=B-A-Bliste®=B.eA-BL.
4. B habe Blockgestalt:
B, 0 eB1 0
B = = eB =
0 B 0 eBr

Hierbei sind die B; quadratische Matrizen (Spezialfall: Zahlen, d.h. B ist eine Diagonalmatrix).
5. [l < el=i

6. %eAt = A et

Beweis

1. Da die Reihe fiir e und e® beziiglich ||-|| sogar absolut konvergiert, kann man die Cauchysche
Produktreihe zur Bestimmung von e - eB bilden. Da A und B kommutieren, kann man (A +
B)" mit dem binomischen Satz ausrechnen. (Kommutieren A und B nicht, wire zum Beispiel
(A+B)?’=A’+A-B+B-A+B’#A%+2-A-B+B%) Beachte (}) = 5%

(A+B)" = 3 (}) A" B
ssmr - % (#5)-(2)

Rechts steht das n-te Glied der Cauchyschen Produktreihe fiir e - ¢B. Summiert man von n = 0
bis 00, so erhiilt man eATB = A . B,
2. Aus 1. folgt e . e A = eA A =0 = E und analog e - eA = E, also ist (eA)f1 =e A

3. Es ist

cn (B-A-B!)-(B-A-B')....-.(B-A-B™})
= B-A-(B!''B)-A-(B!'-....B)-A-B!
— B-A".B!
C=T G = TEAPES =B T4 B =B B!
4. Folgt sofort aus
B, 0 B? 0
B = , = B"'"= ,
0 B 0 B}
5. )
LAY Stetigkeit I AR = Al
Al o o _ JIA
le®] = r}l_{gokzok' N (der Norm> _nh—{go kzok! Snlglgokzok!_e” :

6. Benutze die Definition der Ableitung und der Matrixexponentialfunktion.

cA(t+h) _ LAt At At

() _e Ah _e A2h2 At A2h
- —T-(e —E)_h-<E+Ah+ B =M (A S
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Fiir h — 0 verschwinden alle bis auf den ersten Summanden, es verbleibt als Ableitung A - eA?.

t — eAt bildet R — M, (C) ab. Also ist (eAt)te]R

ehs . Al = A5+t oA0 — E (neutrales Element), (eAt)_1 = A1),

eine einparametrige Gruppe von Matrizen. Das heifst:

Es gelingt nur in einfachen Fallen, die Reihe fiir e® tatsichlich zu summieren. Deshalb gibt es verschie-
dene Bestimmungsalgorithmen. Wir benutzen die Idee aus Satz 14.6.3: Sei A gegeben. Angenommen,
es existiert ein B, fiir dass C := BAB™! eine einfache Gestalt hat, sodass €€ leicht bestimmbar ist.

=B B! = A=B!1.¢°.B
Spezialfall: A = A" = A" - Dann ist A diagonalisierbar, d.h. es existiert eine unitiare Matrix U

(U* = U™1), sodass C = UAU ! Diagonalgestalt hat.

Allgemein kann man den folgenden Satz aus der linearen Algebra benutzen: Zu jeder Matrix A € M,,(C)
existiert eine invertierbare Matrix U, sodass B := UAU™! die folgende Blockgestalt hat:

A1 0
Ji 0 o et 0

0 A

Die J; heifsen Jordankastchen. A ist einer der Eigenwerte von A. In verschiedenen Késtchen konnen
gleiche Eigenwerte stehen. Diese Darstellung von A heifft Jordansche Normalform. Die Jordankast-
chen kann man als J = X\ - E + N darstellen, wobei

0 1 0

N:
1
0 0

ist. N ist eine sogenannte nilpotente Matrix, d.h. es gibt ein > 0, sodass N* = 0 fiir alle s > r gilt.
Multipliziert man N mit sich selbst, so riicken die Einsen bei jeder Multiplikation eine Nebendiagonale
nach oben, bis man 0 erhilt. Im obigen Fall ist N* = 0, deshalb bricht die Reihe in eN nach dem k-ten
Glied ab.

2 tk—1
1t b =
1 ¢ th—2
(k—2)!
oIt At NE_ N NE N : (14.4)
0 1

B

Damit hat man e®! im Prinzip strukturell bestimmt.
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14.3 Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Satz 14.7
Xx=A-x (14.5)

sei ein Differentialgleichungssystem mit A € M, (C). Dann ist fiir ein beliebiges ¢t € R die Matrix
X(t) = eAt eine Fundamentalmatrix fiir (14.5).

Beweis
Wir wenden die Folgerung 14.4.2 an: X(t) ist natiirlich invertierbar und auferdem ist

X(t) = (eA) = A-eA = A-X(1)

Um dies zu vereinfachen, wird zunéchst fiir die Losung von (14.5) ein Spezialfall behandelt.

Satz 14.8
1. Ist \ ein Eigenwert von A und c ein zugehériger Eigenvektor, dann ist x(t) = e - ¢ eine Losung
von (14.5).
2. Sind Aq,..., A, Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren cy,...,c,, dann ist

X(t) = (eMt-cy,...,eMtcp)
eine Fundamentalmatrix fiir (14.5).

Beweis

L x(t)=eM X c=eM-A-c=A-(eM c)=A x(t)

Im Allgemeinen ist X(t) # e/t

Sei A gegeben und B = U- A -U~! die zugehorige Jordansche Normalform. Dann gilt: x ist eine
Losung von X = A - x genau dann, wenn y := U - x eine Losung von y = B - y ist, denn:

Ux=y=By=U-A-U'ly=U-A-U'"(Ux=U-Ax = x=Ax

Eine typische Losung y von y = U - y hat die Form

_ T
(t) = M. 100
y (l—l)!"", b ) AR |

Fiir ein Jordankéstchen J; € M;(R) gilt 0 <! <r — 1. Maximal lauft [ von 0 bis zu einem Vielfachen
von A— 1. Betrachte nun x := U~!.y. Die Elemente von x sind also Linearkombinationen der Elemente
von y, also

x =M. (Pi(t), ..., Pa(t))

Dabei sind die P; Polynome vom Grade <[ — 1. Der folgende Satz fasst alles zusammen.
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Satz 14.9 Struktur der Losungen von (14.5)
1. Seien Ay, ..., A die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit den algebraischen Vielfach-
heiten nq,...,ny (den Vielfachheiten der \; als Nullstellen des charakteristischen Polynoms von

A). Dann hat die allgemeine Losung von X = A - x die Form

k
x(t) =Y _eM'P;(t)  (14.6)
j=1

Hierbei sind die P; Vektoren aus Polynomen von ¢t vom Grade < n; — 1.

2. Reelle Form der allgemeinen Losungen: Seien A € M, (R) und Ay, ..., \,, die reellen Eigenwerte
von A mit den Vielfachheiten n1,...,nm,; und (At Amat)s - -+ (Amis, Amis) die paarweise
konjugiert komplexen Eigenwerte mit den Vielfachheiten n,, 11, ..., nm+s. Die komplexen Werte

seien als A\y = a + ¢80 darstellbar. Dann hat die allgemeine Losung von x = A - x die Form

m m—+s

x(t) = Pj(t)-eM'+ > [Q;(t) - cos(Bit) + Ry(t) - sin(B;t)] - ™' (14.7)

=1 j=m+1
Hierbei sind die P;, Q;, R; Vektoren aus Polynomen von ¢ vom Grade < n; — 1.

Man kann die Formeln (14.6) und (14.7) als Ansatz benutzen, um die Koeffizienten der Polynome in
P;, Q;, R; zu bestimmen. Bei der allgemeinen Lésung miissen n Koeffizienten frei bleiben; erst durch
ein Anfangswertproblem sind alle Koeffizienten bestimmt.

Beispiele

1. 1 = 21 + 22 und i3 = 427 — 225 mit dem Anfangswertproblem x(0) = (0,5)”

Die Koeflizentenmatrix A = (i 12) hat die Eigenwerte —3 und 2. Der Losungsansatz ist somit
r1(t) = A-e 34 C.e¥ 1(t) = —3A-e3 420 %
29(t) = B-e 3+ D.e? io(t) = —3B-e 342D .e*

Dies setzen wir in die Differentialgleichungen ein. Da e~3* und e? linear unabhingige Funktionen
sind, kann man einen Koeffizentenvergleich machen und erhélt die voneinander unabhingigen
linearen Gleichungssysteme

-3A = A+B 2C = C+D
—-3B = 4A-2B 2D = 4C-2D

Hieraus folgt B = —4A und C' = D, sodass die allgemeine Losung lautet:

(i) () ()

Hierbei ist (1, —4)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert —3 und (1,1)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert
2. Das Anfangswertproblem kann nun gelost werden:

()2 (e () o2



14.4 Bemerkungen zur Stabilitdt von Lésungen Seite 200

Als Losung fiir das Anfangswertproblem haben wir also gefunden:

R -() 0

-1 1 0
2.x=A-xmit A= 0 -1 4 | Esist beim Auftreten mehrerer Eigenwerte hiaufig giinstig,
1 0 —4

fiir jeden Eigenwert den zugehdrigen Ansatz separat zu behandeln, denn die Koeffizienten der
Polynome verschiedener Eigenwerte sind wie oben gesehen voneinander unabhéngig.

Fir Ay = 0 mit der Vielfachheit n; = 1 lautet der Ansatz wegen eMt = 1:

x = (a,b,c)” x=0

1T
= x=a-(1,1,~
f oo (o)

Fiir Ay = —3 mit der Vielfachheit no = 2 machen wir den Ansatz

Einsetzen in das Differentialgleichungssystem liefert

—a+b = 0
—b+4c = 0
a—4c = 0

—N
o o
Il

ele

ag+ay-t
x=e - | bg+0b-t
co+cp-t

Diesen Ansatz setzen wir in das Gleichungssystem ein, machen einen Koeffizientenvergleich und
16sen die entstehenden linearen Gleichungssysteme. Dabei verbleiben zwei Parameter b und ¢ mit

c+b-t
x=e . |b—2c—2b-t
c—b+0b-t
Als Gesamtlosung folgt daraus
1 0 1 1
x(t) =a- % +bo- {1 |+t |2 e ge [ 2] e
- -1 4 1
4

Hierbei ist
e der erste Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; =0
e der letzte Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert Ao = —3

e der zweite Vektor ein Hauptvektor zum Eigenwert Ao = —3
Es gilt: Eigenvektor = (A — A2 - E) - Hauptvektor

14.4 Bemerkungen zur Stabilitat von Losungen

Wir wollen uns mit den Anfangsgriinden der sogenannten qualitativen Theorie der gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen und insbesondere nichtlinearer Systeme befassen. Dazu betrachten wir autonome
(d.h. nicht zeitabhéngige) Systeme der folgenden Art:

x=f(x) mit x(0)=x" (14.8)
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Hierbei ist f : R™ — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Nach Picard-Lindel6f haben alle An-
fangswertprobleme eine lokale Losung. Wir nehmen einmal an, dass jedes Anfangswertproblem eine
globale Losung fiir alle t € R hat. Diese Losung bezeichnen wir mit x(¢,x%) bzw. x(-,x°).

Wir interessieren uns jetzt weniger fiir die Abhéngigkeit der Losung von t, als viel mehr von x°. Fiir
festes t € R entsteht dann eine Abbildung ¢; : R™ — R™ mit ¢;(x%) = x(¢,x"). Also haben wir eine
einparametrige Familie (¢;)tcr von Abbildungen. Diese Familie hat die folgenden Eigenschaften:

wo =1idgn und st =psopr=props Vst ER

Also ist (¢¢)ier auch eine Gruppe. Der R™ heifst Phasenraum, (¢;) ist der Fluss. Man veranschaulicht
sich die Losungen von (14.8) hiufig als die Kurven im Phasenraum, die als Losungen auftreten kénnen.
Diese heifien Trajektorien oder Orbits. Die Gesamtheit aller Trajektorien heifst Phasenportrait
des Systems. Wir interessieren uns jetzt fiir das Langzeitverhalten von Lésungen.

Definition 14.10
Sei f : R™ — R" stetig differenzierbar. Betrachte

x=f(x) (14.9)

1. Eine Losung X von (14.9) heift auf [0, 00) stabil (im Sinne von Liapunov), wenn es zu jedem
F > 0 ein § > 0 gibt, sodass jede Losung x von (14.9) mit ||x(0) — X(0)|| < ¢ auf ganz [0, c0)
existiert und fiir alle ¢ > 0 gilt: ||x(t) — X(¢)|| < F

2. Eine Losung X von (14.9) heifst asymptotisch stabil, wenn X stabil ist und fiir jede Losung x
(wie im ersten Teil) gilt:
lim [|X(¢) —x(t)|| =0

t—o0

3. Eine Losung, die nicht stabil ist, heifft instabil.

1. Die Wahl der Norm in R" ist hierbei beliebig.

2. Die Definitionen besagen, dass die betrachteten Losungen fiir alle ¢ > 0 (allgemeiner: fiir ¢ > tg)
existieren sollen.

3. Es gibt Systeme von Differentialgleichungen, die instabile Losungen X haben, fiir die aber die Be-
dingung aus 14.10.2 trotzdem gilt.

Im Folgenden interessiert uns die Stabilitit von Gleichgewichtslésungen von (14.9), d.h. Losungen
x = a = const. mit f(a) = 0. Dieses a heifit Gleichgewichtslage, statischer oder kritischer Punkt.
Zunichst betrachten wir Systeme mit konstanten Koeffizienten. Solch ein System x = A - x hat das
Gleichgewicht x = 0.

Satz 14.11

Die Art des Gleichgewichtes 0 von x = A - x ist durch die Eigenwerte A1, ..., \, der Matrix A wie
folgt bestimmt:

1. Ist Re Ax < 0 fiir alle k, so ist 0 asymptotisch stabil.
2. Gibt es ein k mit Re Ax > 0, so ist 0 instabil.

3. Im Falle maxy Re A\ = 0 gilt: 0 ist genau dann stabil, wenn fiir jedes £ mit Re A = 0 die
algebraische und die geometrische Vielfachheit von Ag libereinstimmen.
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Beweis

Sei A = a + i ein Eigenwert mit der algebraischen Vielfachheit r, d.h. X ist eine r-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms von A. Dann ist die zugehorige Losung von x = A - x aus dem
Fundamentalsystem die Form

x(t) = e . (P(t) - cos Bt + Q(t) - sin 3t)

Hierbei sind P und Q Polynome vom Grade <7 — 1.

1. Fiir a < 0 konvergiert e~ 1t . (P(t) - cos Bt + Q(t) - sin ft) — 0 fiir t — oo, denn e~ l*l* — 0 und
die trigonometrischen Funktionen sind ohnehin durch 1 beschréankt. Wenn fiir alle Eigenwerte
Re A\, < 0 gilt, dann ist fiir alle Losungen ||x(¢)|| — 0 fiir ¢t — oo.

Dies ist nur ein Teil der asymptotischen Stabilitét, die Stabilitdat kann man durch etwas genauere
Abschétzung zeigen.

2. Gibt es ein k£ mit Re A > 0, so geht die zugehorige Losung fiir ¢ — oo gegen Unendlich.

3. Sei @ = 0, dann ist x(t) = P(¢) - cos 8t + Q(t) - sin ft. Diese Losung bleibt nur dann fiir alle
Zeiten in der Ndhe von 0, wenn P und Q konstante Vektoren sind. Das tritt genau dann ein,
wenn es genauso viele linear unabhéngige Eigenvektoren gibt (deren maximale Anzahl ist die
geometrische Vielfachheit!), wie die algebraische Vielfachheit angibt.

Im nichtlinearen Fall x = f(x) sei wieder x = 0 die Gleichgewichtslage. (Hat man die Gleichgewichts-
lage a, so kann man von f zu f — a {ibergehen.) Sei zudem f jetzt hinreichend oft stetig differenzierbar.
Die Jacobimatrix von f an der Stelle 0 sei f'(0) =: A. Dann gilt analog zur Taylorformel:

IR

Il

f(x)=A -x+g(x) mit x—0 (14.10)

Fiir solche Systeme héngt das Stabilitdtsverhalten von dem des zugehérigen linearisierten Systems
x=A-x ab.

Satz 14.12

Betrachte x = f(x) und es moge (14.10) gelten. Die Eigenwerte von A seien mit A; bezeichnet.

1. Ist Re Ax < O fiir alle k, so ist 0 asymptotisch stabil.
2. Gibt es ein k mit Re Ax > 0, so ist 0 instabil.

3. Im Falle maxy Re A\ = 0 ist keine Aussage moglich.

Es gibt noch weitere Aussagen des asymptotischen Verhaltens von Differentialgleichungssystemen.
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15 Bemerkungen zu Fourierreihen

Wir kennen Potenzreihen ) a,2™ und Entwicklungen von Funktionen f in Potenzreihen (Taylor-
Reihen.) Die allgemeine Motivation liegt in mathematischen und physikalischen Problemen, zum Bei-
spiel Differentialgleichungen. Die Losungen dieser Probleme seien Funktionen f,,, welche mindestens
linear unabhéngig seien mégen. Nun mochte man fiir moglichst viele Losungen f eine Darstellung der

folgenden Form haben:
[e.e]
[= Z cnfn
n=1

Die (f,,) sind also eine Basis in einem geeigneten Vektorraum. Wir betrachten in diesem Kapitel spezielle
Situtationen: Nun seien die f, Funktionen cosnx und sin nz. Unter einer trigonometrischen Reihe
versteht man eine Reihe der Form
a o0
= +Z[an-cosnx+bn-sinnx] (15.1)
2
n=1
Der Faktor bei ag ist eine niitzliche Konvention. Wegen der Periodizitéat der cos nx und sin nx betrachten

wir diese Reihe nur auf [—7, 7] (manchmal nimmt man auch [0, 27]). Fiir alle € [—7, 7], fiir die (15.1)
konvergiert, erhalten wir

o0
f(z) = % + Z [an, - cosnx + by, - sin nx]
n=1
Hierbei ist noch nicht festgelegt, in welchem Sinne die Reihe konvergieren soll (gleichméfig, punktweise,

evtl. noch anders). In welchem Zusammenhang stehen nun f und die a,, und b,,? Hierfiir brauchen wir
das folgende Lemma.

Lemma 15.1 Es bestehen die folgenden Orthogonalititsrelationen.

™

/cosnx -sinmzrdr=0 Vm,n €Ny

—T

™ ™ 0 n 7’5 m
/cosmc -cosmz dz = /sinna: sinmzxdr=q¢nm n=m2>1 (15.3)
- -7 2r n =m = 0 fiir den Kosinus

T — 1 m=n
In kompakterer Schreibweise ist % S et . eint dt = { fiir alle m,n € Z.
—T

m#£n

Um die Herkunft des Namens ,Orthogonalitétsrelation zu verstehen, betrachten wir in C[—m, 7| das
Skalarprodukt

(fq) = / 7@ - g(a) de
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Angenommen, f(x) sowie f(x)-cosnz und f(x)-sinnz seien fiir alle n tiber [—, 7| riemannintegrierbar.
Weiterhin sei es moglich, in (15.2) nach Multiplikation mit cos nz und sin na die entsprechenden Reihen
gliedweise zu integrieren.

o0
a .
f(x) - cosma = EO -cosmx + E [ay, - cosnx - cosmz + by, - sinnx - cos m]

n=1
Bei der Integration von —7 bis m nutzen wir die Orthogonalitdtsrelationen aus und erhalten

firm=20: }f(x)dxz%o-%r = ap = }f(x)da:

—T —T
™

firm>1: [ flx) cosmzdz =am -7 = ap=12
—T

:g\ﬁ 3 =

f(x) - cosmz dx

Vollig analog geht man fiir den Sinus vor. Es ergeben sich die Euler-Fourierschen Formeln:

s

am = L[ f(z) cosmazdx fir m>0
_er (15.4)
by = 2. [ f(z)-sinmadz fir m>1

Satz 15.2

Die trigonometrische Reihe (15.1) sei auf [—m, 7] gleichméRig konvergent mit der Summe f. Dann
gelten fiir die a,, und b, die Euler-Fourierschen Formeln (15.4) und die a,, und b, heifen Fourier-
koeffizienten von f.

Beweis
Dass die Reihe auf [—7, 7] gleichméfig konvergiert, bedeutet, dass die Folge der Partialsummen

N
aog :
(2 + E [an - cosnx + by, - smnw])
NeN

n=1

fir x € [—m, 7| gleichméfig konvergiert. Die Partialsummen sind stetige Funktionen, also auch die
Grenzfunktion f. Damit sind auch f(z) - cosnz und f(x) - sinnx stetig, also R-integrierbar. Wegen
der gleichméfigen Konvergenz darf man die unendliche Reihe gliedweise integrieren, daraus folgen die
Euler-Fourierschen Formeln (siehe oben).

[ |

Nun betrachten wir den umgekehrten Standpunkt. Sei f eine auf [—m, ] R-integrierbare Funktion.
Nach (15.4) kann man die a, und b, berechnen und die trigonometrische Reihe (15.1) bilden. Diese
Reihe heiftt Fourierreihe von f. Uns stellen sich folgende Fragen:

e Konvergiert diese Reihe {iberhaupt?
e Wenn ja, in welchem Sinne?

e Was hat die Summe mit f zu tun?

Im folgenden Satz stellen wir einige hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der Fourierreihe von
f gegen f zusammen. Vorher fithren wir folgende Bezeichnungen ein: f heifst auf [a,b] stiickweise
stetig, wenn f auf [a, b] bis auf endlich viele Punkte stetig ist und in allen Punkten aus (a, b) der links-
und rechtsseitigen Grenzwerte von f existieren (in a nur der rechts-, in b nur der linksseitige).
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Sind f und f auf [a, b] stetig, so sprechen wir hier von der Glattheit von f. Wenn f und/oder f’ nur
stiickweise stetig ist, handelt es sich nur um stiickweise Glattheit.

Satz 15.3

1. Sei f 2m-periodisch und auf [—7, 7] stiickweise glatt. Dann konvergiert die Fourierreihe von f
punktweise fiir alle . Die Summe ist gleich f(x) fir alle z, an denen f stetig ist, ansonsten

3 Lf(z = 0) + f(z +0)].

2. Sei f 2m-periodisch, stetig und stiickweise glatt, dann konvergiert die Fourierreihe von f in
jedem beschrankten Intervall von R gleichméafig gegen f.

Die Bedingungen in 15.3.1 kénnen noch weiter abgeschwiicht werden. Eine vollig befriedigende Theorie
erhilt man erst im Rahmen der Hilbertraumtheorie auf Grundlage der sogenannten L2-Riume (den
R&umen der quadratisch integrierbaren Funktionen).

Beispiele

Unsere Beispielfkt. sind auf [—m, 7] gegeben und werden auf dem R mit der Periode 27 fortgesetzt.
1. f(z) =z fir x € (—m,7) und f(£m) =0

f ist ungerade, somit entsteht eine Sinusreihe, denn ffﬂ f(x) - cosmz de = 7 - ay, = 0. Durch
partielle Integration erhalten wir fiir m > 1:

™

by = L. [ 2 -sinmzdx
—T
1. [sinma: _ x~cosmx]7r
T m2 m -7
_ 1 (_7r~cosm7r o 7r-cosm7r)
T m
Loy
m

Die Funktion wird also durch folgende Fourierreihe dargestellt:

& (_1 n+1
f(a;):2-§ ——— sinnx fir xekR
n
n=0

Daraus lesen wir ab:

) sin2z  sin3z 5 w€(-mm)
smmx — + - =
2 3 0 z==nm
Speziell erkennt man durch die Reihe bei z = 7/2:
1 1 n 1 1 T 7'('
35 7 7 4

2. f(z) = |z| fir x € [—m, 7]

f ist gerade, somit entsteht eine reine Cosinusreihe.

s ™
1 2
aoz'/]a;| dx:'/xdx:ﬂ
T 7r
-7 0
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s
[z cosma da

am = -
2 0cos m:p z-sin ma
m 2 [ ]0
am % (cos mm 7)
0 m gerade
fim —% m ungerade

Somit ergibt sich die Fourierreihe

4 > cos(2n — 1)z
= — fi R
f(x) - Z ir z €

2n71

wm

n=1

und wir lesen fiir z € [—7, 7] wiederum ab:

cos3z ~ cosdHx oo m
cosx + 22 + w2 —|—...—§—Z~|x|
Im Speziellen sehen wir bei = 0:
14 o + 5 b= ™
22 =g

In den Anwendungen liegt hdufig kein Intervall der Lange 27 vor. Dennoch ist die Entwicklung in eine

Fourierreihe mit den allgemeinen Orthogonalitédtsrelationen fiir cos ™2£ und sin ™2£ moglich.
Diese gelten fiir jedes Intervall der Lénge 2p:
d+2p d+2p
TN T me T nx T me
/ cos - COS dz = / sin - sin dr=p-dpn fir mn#0
p p p p
d d
d+2p
/sinﬂ'mv-cosW.mxdz:O VYm,n € N
y p p

Héufig hat man eine Funktion auf einem Intervall [0,!] gegeben. Dann kann man obige Formel auf
die Situation d = —[ und p = [ anwenden, wenn man f auf [—[,0] geeignet erweitert. Geeignete
Erweiterungen sind zum Beispiel die gerade und die ungerade Fortsetzung, d.h. f wird so fortgesetzt,
dass es in [, 1] gerade bzw. ungerade ist.
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16 Grundbegriffe partieller
Differentialgleichungen

Eine Gleichung der Form

0 o™
Flay. o omu, 22— 2% ) —0  (16.1)
ox1 iy - - - Ol
mit einer gesuchten Funktion u von n Variablen xq,...,x, heifft partielle Differentialgleichung

(kurz PDE von englisch ,partial differential equation®). Wir fiithren die folgenden Begriffe ein:

e Ordnung: hichste auftretende Ableitung (m)

e Losung: Sei G C R” ein Gebiet. Jede Funktion u : G — R, die stetige partielle Ableitungen
bis einschliefslich m-ter Ordnung besitzt und (16.1) erfiillt, heifst Losung oder genauer klassi-
sche Losung von (16.1) im Gebiet G. Dieser Losungsbegriff ist spater zur Erarbeitung einer
wirkungsvollen Theorie zu eng.

e Lineare PDE: F ist linear in u und allen Ableitungen, die Koeffizienten kénnen von den z;
abhéngen. (Wenn nicht, heifst die DGL linear mit konstanten Koeffizienten). Zum Beispiel
flrn=m=2:

11~ Ugg + Q12 * Ugy + 22 * Uyy +b1 - Uy + b2 Uy +c-u+d=0

Alle Koeffizienten kénnen von z und y abhéngen.
e Quasilineare PDE: Es liegt Linearitit nur in den hoéchsten Ableitungen vor. Ein Beispiel fiir
n=m=2:
a11 * Ugg + Q12 " Ugy + 22 - Uyy = 0

Alle Koeffizienten kénnen von z, y, u, u, und u, abhidngen.

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungen
1. Schwingungsgleichung: Oqu = f mit O, = % —a?-A
O, ist der d’Alembert-Operator und A der Laplaceoperator. Je nachdem, ob dieser in ein, zwei
oder drei Dimensionen vorliegt, spricht man von einer ein-, zwei- oder dreidimensionalen Wellen-
gleichung.
a) eindimensional (schwingende Saite): us = a? - ugy + f
u(t, ) ist die Auslenkung der Seite zur Zeit t am Ort x und f ist eine duflere Anregung.
b) zweidimensional (schwingende Membran): uy = a? - (ugy + Uyy) + f
c¢) dreidimensional (Ausbreitung elektromagn. Wellen): us = a2 - (ugy + Uyy + Uzz) +
2. Wirmeleitungsgleichung: u; = a® - Au + f

u(t, x) ist die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ am Ort z.
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3. Stationdre Gleichungen ohne Abhéngigkeit von ¢
e Laplace-Gleichung: Au =0
e Poisson-Gleichung: Au = —f
e Helmholtz-Gleichung: Au + k? - u = —f/a?

Weitere Gleichungen aus der mathematischen Physik, zum Beispiel die Maxwellgleichungen und die
Schrodingergleichung.

Klassifikation partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Betrachte eine quasilineare PDE zweiter Ordnung;:

n
Z aij () - Ugye; + F (T,0,u,) =0 mit z€GCR"” (16.2)
ij=1

Dieser PDE ordnen wir die symmetrische Matrix A(z) = (a;j(z)) und die entsprechende quadratische

Form
n

Q- yn) == Y aij(2) - 4i -y

ij=1
zu. Fiir festes x ist ) eine aus der linearen Algebra bekannte quadratische Form.

Beispiel 16.1

Zu der Differentialgleichung uy, + 2 - Ugy + Y - Uyy + u2 —u- uy = 0 gehort die symmetrische Matrix

A= 7)

Man beachte, dass sich der Vorfaktor 2z symmetrisch auf u,, und u,, aufteilt.

Mit A konnen wir eine Hauptachsentransformation (sprich: Diagonalisierung) durchfiithren. Sind \;(x)
die reellen Eigenwerte von A(z), dann wird @ transformiert in

Q* (Y1 syn) = D Nile) -
i=1

Definition 16.1
Die quasilineare PDE (16.2) heifst im Punkt z € G:

e elliptisch, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind und dasselbe Vorzeichen haben.

e hyperbolisch, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind und bis auf genau einen dasselbe
Vorzeichen haben.

e ultrahyperbolisch, wenn n > 4 ist, alle Eigenwerte von Null verschieden sind und es je min-
destens zwei positive und zwei negative Eigenwerte gibt.

e parabolisch, wenn mindestens ein Eigenwert Null ist.

Wenn (16.2) fiir alle 2 € G einen bestimmten Typ hat, dann hat (16.2) den betreffenden Typ in G.
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Beispiel 16.2 im dreidimensionalen Raum

1. Die Wellengleichung hat die Eigenwerte 1, —1, —1 und —1. Sie ist somit hyperbolisch.
2. Die Wirmeleitungsgleichung hat die Figenwerte 0, —1, —1 und —1. Sie ist somit parabolisch.

3. Die Laplacegleichung hat die Eigenwerte 1, 1 und 1. Sie ist somit elliptisch.

Koordinatentransformation in partiellen Differentialgleichungen

Fiir viele Betrachtungen ist es giinstig, die betreffende Differentialgleichung auf eine einfache Gestalt
(Normalform) zu transformieren. Dies soll an folgendem Beispiel demonstriert werden:

A ugy + B gy +C - uyy =0 (16.3)
Hierbei sind A, B und C Konstanten. Mit der linearen Koordinatentransformation

r = a-x+0-y

. a
— vty mit  det (V 6)#0 (16.4)

werden die Variablen in (16.3) mithilfe der Kettenregel auf die Variablen r und s umgerechnet. Die
Determinantenbedingung ist notig, damit das Ergebnis zuriicktransformiert werden kann.

Uy = Up Tyt Us Sp = Q- Up + 7Y Us
Uy = Up Tyt Us- Sy = U 40 Us
Ugy = a? 'urr+2a7'urs+’72'uss

Ugy = aﬁ'urr+(a5+67)'uTs+76'uss
Uyy = B2 Uy 4+ 286 - Ups + 62 - Ugs

Einsetzen in (16.3) liefert

0 = (A-a®>+B-af+C-3?)  uy
+ (A-4*+B-76+C-6?) - ugs (16.5)

+ [24-av+ B (ad + Bv) +2C - 6] - uys

Man kann die Koeffizienten so wéhlen, dass die ersten Summanden in (16.5) verschwinden. Wéhle
zuerst 0 = § = 1. Dann erhélt man die Bedingung

A-a?+B-a+C=0 und A-4>+B-~v+C=0

Hier haben wir 0.E.d.A. angenommen, dass A # 0 ist. Sonst muss C' # 0 sein und man wiirde « =y =1
wahlen. Fiir A = C' = 0 hétte (16.3) schon eine einfachere Form. Aus den obigen Bedingung erkennt
man, dass a und v die Losungen der quadratischen Gleichung A - m? + B - m 4+ C = 0 sein miissen.
Wahle also etwa

—B+VB?—4AC —B — VB2 —4AC

ai=my = o7 und  y:i=mo = 54 (%)

Damit wird aus (16.5):
[2A-m1-m2+B-(m1+m2)—|—2C’] =0

Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gilt m; + my = —B/A und m; - mg = C/A. Damit kommen wir
letztendlich auf

4AC—BQ_

" us =0  (16.6)
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Also héngt jetzt alles von der Diskriminante der quadratischen Gleichung ab, und das sogar in zwei-
erlei Hinsicht. Einerseits fiir die Klassifikation der Differentialgleichung, denn aus (16.3) folgt fiir die
zugehorige Matrix und deren charateristisches Polynom:

4AC - B*

0
4

A B
A:(B 2>:>)\2(A+C)-)\+
5 C

4AC—B?
4

Wiederum mit dem Vieta’schen Satz ist Aj - A = , somit ist die Differentialgleichung

e clliptisch fiir 4AC — B? > 0 (beide Eigenwerte haben das gleiche Vorzeichen)
e hyperbolisch fiir 4AC — B? < 0 (die Eigenwerte haben verschiedene Vorzeichen)

e parabolisch fiir 4AC — B? = 0 (mindestens ein Eigenwert verschwindet)
Desweiteren hat die Diskriminante natiirlich Auswirkungen auf die Struktur der Losung:

1. Fiir 4AC — B? # 0 vereinfacht sich die Differentialgleichung zu u,, = 0. Dies kann man entweder
nach r oder nach s integrieren und erhélt u, = ¢g(r) und us; = f(s). Sind G(r) und F(s) Stamm-
funktionen dieser g(r) und f(s), so folgt als Losung u = G(r) 4+ F(s). In den Koordinaten = und
y lautet die Losung von (16.3) damit

u(z,y) =F(mgy-z+y)+G(my -z +y) (16.7)

Dabei sind F' und G beliebige, in G stetig differenzierbare Funktionen. War die PDE hyperbolisch,
so haben wir zwei verschiedene m, ms € R. Im elliptischen Falle sind die Losungen komplex und
zueinander konjugiert, also mg = ;.

2. Im parabolischen Fall (4AC — B% = 0) gibt es nur eine Doppellosung m = —&; fiir (16.6),
somit ergibt sich nur 0 = 0. Der Ausweg ist eine andere Koordinatentransformation. Statt (16.4)
nehmen wir nun r := mz + y und s := z. Dann erhélt man aus (16.5) mit « = m, § =+ =1
und 6 = 0 unter der Bedingung A-m? + B -m+ C = 0:

Ugs = 0

Hieraus folgt durch Integration erst us = G(r) und dann u = F(r)+s-G(r). Mit den Koordinaten
x und y erhélt man

w(z,y) = F(mz +y)+z-Gimz+y) (16.8)

Beispiel 16.3

Wir betrachten die eindimensionale Schwingungsgleichung;:

utt—a2~uM:0 mit a>0

Statt u(z,y) haben wir nun u(¢,z). Es ist A = 1, B = 0 und C = —a?. Die Losungen der quadratischen
Gleichung haben die Form m; = a und ms = —a. Diese Losungen werden in (16.7) eingesetzt und man erhélt
die D’Alembertsche Losung der Schwingungsgleichung:

u(t,z) = F(x — at) + G(z + at) (16.9)

Aus den bisherigen Betrachtungen sieht man schon, dass in den Lésungen von PDE nicht beliebige
Konstanten (wie bei gewohnlichen DGL), sondern beliebige Funktionen auftauchen. Diese beliebigen
Funktionen miissen dann durch Anfangs- bzw. Randbedingungen eindeutig bestimmt werden, wenn
die Probleme eindeutig l6sbar sind.

Im Folgenden behandeln wir typische PDE verschiedener Typen fiir konkrete Aufgabenstellungen.
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17 Parabolische partielle
Differentialgleichungen

Die Wiarmeleitungsgleichung
ug = a’ - Au+ f (17.1)

beschreibt fiir einen Korper K die Temperaturverteilung u(z,t) in jedem Raumpunkt z = (x1, z9, x3)
zur Zeit t. Um diese Gleichung eindeutig zu 16sen, braucht man zusétzliche Informationen. Typischer-
weise hat man eine Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z). ¢ beschreibt eine vorgegebene Anfangstempera-
turverteilung. Als weitere Randbedingungen nutzt man das Wechselspiel von K mit der Umgebung:

e Randbedingung 1. Art: Dirichlet-Bedingung

Die Temperatur auf der Oberflache von K ist konstant oder mit vorgegebener Verteilung:

u(z,t) =uo(x,t) Vo€ dK,t>0 (17.3)

e Randbedingung 2. Art: Neumann-Bedingung
Der Wiarmefluss von der Oberfliche in die Umgebung ist vorgegeben:

%(m) = U(x,t) VeedK,t>0  (17.4)

n ist die dufere Normale an 0K in x.
e Randbedingung 3. Art: gemischte Randbedingung

1 0
E-a—z—i-u:uo Ve e 0K, t >0
h ist die relative Warmetiibergangszahl.
Hat man Anfangs- und Randbedingungen, so spricht man von einem Anfangs-Randwert-Problem

(ARWP) 1., 2. oder 3. Art (entsprechend der obigen Klassifikation von Randbedingungen).

17.1 1. Anfangs-Randwert-Problem fiir einen endlich langen Stab.
Homogene Aufgabe

Ein homogener diinner Stab der Lénge [ mit isolierter Mantelflache liegt im Intervall [0,] auf der
x-Achse. Der Wérmefluss gehe nur in z-Richtung. Die Funktion u(z,t) beschreibt die Temperatur am
Ort x zur Zeit t. An den Enden z = 0 und x = I wird der Temperaturverlauf vorgegeben. Wir 16sen
also die folgende Aufgabe:

a? Ugy + f(z,t) mit 0<x <l und t>0
x) mit 0<zx <l

(t)
(t)

Differentialgleichung;: U
Anfangsbedingung;: u(z,0
Randbedingung;: u(0,t

t

I
jS)

( (17.6)
1
2

I
€ €



17.1 1. Anfangs-Randwert-Problem fiir einen endlich langen Stab. Homogene Aufgabe Seite 212

0) und ¢(1) = p2(0). Wir l6sen nun die

Als Kompatibilitdtsbedingungen ergeben sich ¢(0) = o1 (
= 0 ist sinnlos.) Die Losung erfolgt nun im

homogene Aufgabe, d.h. wir setzen f = @1 = @3 = 0. (¢
Wesentlichen in vier Schritten:

1. Bestimmung der speziellen Losungen von (17.6) durch den Separationsansatz

u(z,t) = X(z)-T(t)
Uze(2,t) = X" (x)-T(t)
u(z,t) = X(z)-T'(t)

Diesen Ansatz setzen wir in (17.6) ein und erhalten:

X(x)-T'(t) = a®-X"(z) - T(t)
X"@) _ T
X (x) a?-T(t)

Die rechte Seite ist unabhéngig von z, die linke unabhéngig von . Wenn man eine der Variablen
x und t &ndert, bleibt also eine (und damit auch die andere Seite) konstant. Es muss also gelten:

X'z) _ T'(1)

X(z) a2 T(t) A

A heifst Separationsparameter. Es entstehen zwei gewohnliche Differentialgleichungen:
X"z)=X-X(x)=0 und T'(t)—a®\-T(t)=0

Man spricht hierbei von Eigenwertproblemen (fiir die Differentialoperatoren d/dt und d?/dxz?).
Wir unterscheiden nun drei Falle:

e Flir \=0ist X(z)=C1 -2+ Cound T(t) = C, also u(z,t) =C-Cy -x + C - Cs.
o Fiir A > 0ist X(z) = A1 - eV 4+ Ay - e~ VA und T(t) = eM@**. Fiir T(t) haben wir den
konstanten Vorfaktor weggelassen, da diese beim Ubergang zu u sowieso in den A; aufginge:

u(z,t) = (Al VAT 4, e*ﬁ'x) @M
e Fir A < 0 wollen wir natiirlich nur reelle Lésungen haben und erhalten deshalb
u(z,t) = [Al ~sin(vV—A-x) + Az - cos(vV—A - :v)} L@ A

Aus der Erfahrung wissen wir, dass, wenn die Temperatur bei x = 0 und & = [ auf Null gehalten
wird, die Temperatur des gesamten Stabes fiir ¢ — oo gegen Null geht. Diese Bedingung erfiillt
nur A < 0.

2. Anpassung an die homogenen Randbedingungen

Aus u(0,t) = Ag - @Mt L folgt Ao = 0. Die andere Randbedingung ergibt:

u(l,t) = Ay -sin(v/=X-1) - @Mt L

Da Ay = 0 sinnlos ist, muss der Sinus verschwinden und somit v/—A\-[ ein ganzzahliges Vielfaches
von 7 sein. Also hat A die folgenden Moglichkeiten:

n?n?

A = =5

mit neN

Diese A, heiffen Eigenwerte des Problems mit den zugehorigen Eigenfunktionen
n27r2a2
liAt

up(z,t) = sin ‘e mit néeN

l
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3. Anpassung an die Anfangsbedingungen durch Reihenansatz

In der Regel erfiillen einzelne u,, oder endliche Linearkombinationen aus diesen die Anfangsbe-
dingungen nicht. Der Ausweg ist ein Reihenansatz

t) = Zan Uy (z, 1)
n=1

Wenn die Reihe gleichméfig konvergiert, kann man gliedweise differenzieren. u erfiillt bereits die
Differentialgleichung und die Randbedingungen, wir setzen also nun die Anfangsbedingungen ein:

u(z,0) Zan sin =

Die a, ermitteln wir iiber die Entwicklung von ¢(z) in eine Fourierreihe. (Deshalb heifst diese
Methode auch Fourier-Methode.) Mit den allgemeinen Orthogonalitéitsrelationen erhdlt man

l l
T-x . nT-x . nT-x l
o(z sm dz = a, [ sin - sin dex =a, - =
0

l l 2
0

Daraus folgt fiir die Koeffizienten der Reihe:

:\“[\3

l
/<p sin 5 d¢ (17.7)
0

Eine Fourierreihe entsteht, wenn ¢ stetig und (stiickweise) stetig differenzierbar ist.
4. Probe, ob wirklich eine Losung gefunden wurde; Untersuchung der Struktur der Lésung

In unserem Falle soll es geniigen, die Losung nur hinzuschreiben:

> / 2.2 2
u(z,t) = Z [?/g@({) - sin — m-& dg} Q ezt
0

n=1

Man kann die Summe und das Integral vertauschen:

l
2 e . . n271'2a2
u(z,t) = /[lZsin mrl ¢ - sin n7rl Tt t} () dg
0

Der Klammerterm wird mit G(x,&,t) bezeichnet und heift Greensche Funktion des ersten
ARWP. G ist unabhéngig von der Anfangsbedingung ¢. Insgesamt ergibt sich also die Losung

l
/st, o(€) de
0

Man kann nun auch u(z,t) — 0 fiir £ — oo nachweisen. Bleibt man bei der homogenen Differentialglei-
chung (f =0), dann kann man ohne grofen Aufwand zum Beispiel noch folgende RB behandeln:

1. w(0,t) =Ty und u(l,t) =Ts fiir t > 0
2. isolierte Stabenden (d.h. kein Warmefluss): u;(0,t) = ug(l,t) =0
3. Warmekonvektion an einem Ende: u(0,t) = 0 und w(l,t) 4+ ug(l,t) =0 fir t > 0
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17.2 1. Anfangs-Randwert-Problem fiir einen endlich langen Stab.
Inhomogene Aufgabe

Wir betrachten nun dieselbe Differentialgleichung mit f = 0, aber homogenen Anfangs- und Randbe-
dingungen u(z,0) = u(0,t) = u(l,t) = 0. Eine Methode zur Losung ist die Variation der Konstanten.
Wir kennen die Eigenfunktionen

nmw-x  _n?x%a?
12

;. °

der homogenen Differentialgleichung und Randbedingungen. Jetzt machen wir den Ansatz

= iCn( “Up(z,t) an - sin l'w (17.8)
n=1

Bei diesem Ansatz bleiben die homogenen Randbedlngungen natiirlich erhalten. Fiir die Anfangsbe-

an s1n(l7r )éo

Wir fordern also sinnvollerweise w,,(0) = 0 und benutzen diese Bedingung spéter als Anfangsbedingung
fir wy,. Nun denken wir uns f als Funktion von x vom Intervall (0,1) ungerade fortgesetzt (¢ wird als
Parameter betrachtet) und nach Sinusfunktionen entwickelt (f sei hierfiir hinreichend gut):

up(x,t) = sin

dingung erhalt man jetzt

l

2
an . sin (793) mit  fo(t) = /f £,1) - sin (7 5) de (17.9)
(17.8) und (17.9) werden in die PDE eingesetzt. Nach formaler Rechnung folgt:

ism (? :c) : [w;(t) + (WTM)2-wn(t) - fn(t)} —0
n=1

Dies ist erfiillt, wenn [- - -] = 0 fiir alle n gilt. Es muss also fiir alle n das AWP
2
wi(®) + (T50) walt) = fult) und w,(0) =0

gelost werden. Es folgt mit Variation der Konstanten und (17.9):

7rna

wy(t) = fe )’ fn(T) dr
e_<ﬂll )2' t=7) < fu(T) dT

!
[3o
0

a

7(7LCL

(7). gin (zn . €) - f(g,7) de dr

ot O

Setze alles in (17.8) ein und vertausche die Summationsprozesse:

t 1 ~ .
3 S g (3

(g, 7) dg dr

Der Klammerausdruck entspricht der Greenschen Funktion G(z,&,t — 7) des Problems mit zeitlich
verschobenem Argument, welche unabhéngig von f ist. Man hat damit die Darstellung

t o1
ZO/O/G:Eft )- flg,7)dédr
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18 Hyperbolische partielle
Differentialgleichungen

18.1 Die schwingende Saite

U — G2 Uypy = f(z,t) mit t>0 (18.1)

Hierbei sei x aus einem endlichen oder einem unendlichen Intervall. Als Anfangsbedingungen haben
wir Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit. Ob Randbedingungen vorliegen (1. bis 3. Art ist
moglich), hiangt davon ab, ob ein endliches oder ein unendliches Intervall betrachtet wird.

18.1.1 Die d’Alembertsche Methode

Im Kapitel 16 wurde fiir die homogene Differentialgleichung (f = 0) folgende Losungsform gefunden:
u(x,t) = F(x — at) + G(x + at) (18.2)
Hierbei sind F und G beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen.

1. Betrachte das Problem auf ganz R:

Differentialgleichung;: Uy — @ Ugy = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = ¢(z)
u(z,0) = ()

Zuerst setzen wir die erste Anfangsbedingung in (18.2) ein:
Fz)+Gx)=¢px) = Fl(2)+G(z)=¢ () (18.3)
Die zweite Anfangsbedingung liefert (durch Zeitableitung von (18.2), genommen bei ¢t = 0):
—a-F'(z) +a-G(z) =(z) (18.4)

(18.3) und (18.4) bilden ein Differentialgleichungssystem fiir F' und G. Es folgt

Fio) = 3 [¢@)-1-v@)] = F@) = 3 [e@ -1 ] ag]
G) = 3 [P@+E @] = G@) = bl + L [l a

Die erste Anfangsbedingung ist fiir x¢g = x; erfiillt, die zweite ohnehin, da wir sie fiir die Losung
benutzt haben. Also gilt:

x+at

pla—a-5 [ w©)ag] wd Glarat) =5 [eleran i [ o) o

Zo

1
F(zx—at) = 5
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Die Losung des Anfangswertproblems wird also gegeben durch
x+at

wat) = 4 lpla—at) +olo+an)+ 4 | w(e)de s
u(z,t) = % Jp(x —at) + p(z + at)] + 21—& [ (z + at) — ¥(z — at)]

Hierbei ist W eine Stammfunktion von . Diese Darstellung, insbesondere die mit den Integralen,
gestattet folgende Interpretation: Betrachte in der (z,t)-Ebene den festen Punkt (zg,to). Der
Wert u(xg,tg) hingt nur von den Werten von ¢ und % im Intervall [xg — atg, xg + atg] ab. Dieses
Intervall heifst Abhéngigkeitsintervall. Umgekehrt hat das Intervall ein Einflussgebiet (das
sind alle Punkte, in denen u(z,t) nur von den Werten von ¢ und 1 in diesem Intervall abhéngt).
Das Einflussgebiet ist genau das Dreieck, dass durch die Punkte (zo — ato,0), (z¢ + ato,0) und
(xo,to) beschrieben und durch die Geraden = = at + (zg — atp) sowie z = —at + (xg + atp)
begrenzt wird. Diese Geraden heiffen Charakteristiken der Wellengleichung.

Um spéater mit Losungen der Wellengleichung in der Ebene oder im Raum vergleichen zu konnen,
schreiben wir (18.5) um, indem wir den folgenden Mittelungsoperator einfiihren:
z+at

(M}9) (x) - ! g(¢) d¢

" 2at
r—at
Aus (18.5) in der Darstellung mit dem Integral wird dann

ugt) = - (M) (@) + o (1 M) (@)

. Das Problem wird nun in [0, ] behandelt, die Saite sei an ihren Enden fest eingespannt.

Differentialgleichung: g — a% Uz = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = p(x)
w(@,0) = ()
Randbedingungen: u(0,t) = 0
u(l,t) = 0

Zur Losung setzt man ¢ und v auf ganz R periodisch fort und wendet dann (18.5) an. Zuerst
folgen aus den Anfangs- und Randbedingungen Vertriglichkeitsbedingungen:

u(0,0) =¢(0) =0 und u(l,0)=¢(l)=0

Die Randbedingung u(0,t) = 0 liefert mit (18.5):
1 1
0= - [plat) + p(—at)] + 5 - [V(at) — ()
Das ist erfiillt, wenn ¢ ungerade, ¥ gerade und somit 1 ungerade ist. (Ableitungen gerader
Funktionen sind immer ungerade und umgekehrt.) Die andere Randbedingung u(l,t) = 0 liefert
analog:

0= 3 ol +at) + (i — at) +% U+ at) — U(1 — at)]

Benutzt man, dass ¢ ungerade und ¥ gerade ist, also
ol —at) =—p(—l+at) und Y(—at)=VY(-1+ at)

so folgt

0= 5Tl + at) — (-~ + at)] + o - [W(I + at) ~ W(~1 +at)]

Das ist erfiillt, wenn ¢ und ¥ (und damit auch 1) periodisch mit der Periode 2 sind. Die Losung
des Anfangs-Randwert-Problemes wird durch die Formel (18.5) gegeben, wenn man ¢ und # als
ungerade Funktionen mit der Periode 2/ vom Intervall 0 < x <[ auf ganz R fortgesetzt. Aus den
Vertraglichkeitsbedingungen folgt, dass die Randbedingungen automatisch erfiillt sind.
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18.1.2 Die Fouriersche Methode

Betrachte das homogene Anfangs-Randwert-Problem:

Differentialgleichung;: U — @ Uy = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = ¢(z)
Ut ('% 0) = ¢($ )
Randbedingungen: u(0,t) = 0
u(l,t) = 0

Die Lésung erfolgt mit der Fourierschen Methode analog zur Warmeleitungsgleichung.

1. Separationsansatz

u(z,t) =T(t) - X(x)

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, trennt 7" und X und fiihrt dann eine Separati-
onskonstante ein, so erhdlt man zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

X"z)=X-X(x)=0 und T"(t)— X a®-T(t)=0
Die erste hat die Losung X (z) = C - eﬁ“, die zweite betrachten wir gleich.

2. Anpassung an die Randbedingungen

Die Falle A = 0 und A > 0 fiihren zu X = 0. Eine nichttriviale Losung ergibt sich nur fiir A < 0:
X(z) =C1-cos(V—=A-x)+ Cy-sin(v—X\-x)

Aus der Randbedingung X (0) = 0 folgt C; = 0. Wegen X (I) = 0 muss sin(v/—A\ - [) = 0 sein,
folglich ist v/—\ - | = n7 und somit A = —n?72/I?. Es folgt

X(z) = Cy - sin <? :U)
Die Lésung von T"(t) — Aa? - T(t) = 0 mit obigem X ist
T(t) :En-cos<? -t) —|—§n-sin<? -t)

und insgesamt folgt fiir u(x,t) in Abhéngigkeit von n:

Up(x,t) = [An - COS (@ . t) + B,, - sin (? . t)} - sin (nTW . ;r)

3. Anpassung an die Anfangsbedingungen
Wieder verwenden wir einen Reihenansatz:

Zunxt Z[An‘cos($~t)+Bn-sin($-tﬂ-sin(?-x)

n=1

Aus den Anfangsbedingungen u(z,0) = ¢(x) und w(x,0) = ¥ (z) folgt

iAn-sin <nTTr :U) =p(xz) und iBn~nlmz-sin <? x) = (x)
n=1 n=1

Die Koeffizienten ergeben sich aus den Uberlegungen zu Fourierreihen:
l

!
2
/gp sm 3:) dr und B,= mm/w sm 1‘) dx
0

0

NH\D
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Nun betrachten wir ein inhomogenes Anfangs-Randwert-Problem:

Differentialgleichung: g — a® Uz = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = p(z)
Randbedingungen: u(0,t) = ¥1(t)
u(l,t) P2 (1)

Dazu unterscheiden wir in zwei Félle.

1. Inhomogene Differentialgleichung und Randbedingungen sowie homogene Anfangsbedingungen

Benutze das Superpositionsprinzip in der folgenden Variante:
U(JZ‘, t) = ul(xa t) + UQ(J}, t)

u1 ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung mit inhomogenen Anfangsbe-
dingungen (welche wir bereits gefunden haben), ug ist eine Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung mit homogenen Anfangsbedingungen (diese erhélt man in Analogie zur Warmelei-
tungsgleichung durch Variation der Konstanten).

. Inhomogene Differentialgleichung und Randbedingungen sowie inhomogene Anfangsbedingungen

Der Trick ist, das Problem durch Einfiihrung einer Hilfsfunktion auf eines mit homogenen An-

fangsbedingungen zuriickzufiihren, welches man wie oben beschrieben 16sen kann.

v(z,t)

= u(z,t) — [Y1(t) + % [2(t) - wl(t)]]

v erfiillt die homogenen Randbedingungen

v(0,t) = u(0,t)

—P1(t) =0 und wo(l,t) =u(l,t) —Pa(t) =

und die Anfangsbedingungen dndern sich zu

v(z,0) =
v(z,0) =

p(x) — [1(0) + 2 -
P(x) — [$1(0) + % - [95(0) —

Wie éndert sich die Differentialgleichung?

Vit =
2 _
Vg — Q7 - Vg =

uge — [U7 () + F - [V5 (1) — U (1)]
fla,t) = [1 () + F - [W5 () —{(@®)]] = f*(x,1)

Das allgemeine Problem kann also immer auf den obigen Spezialfall reduziert werden.

18.1.3 Vergleich

Die d’Alembertsche Methode eignet sich gut fiir numerische Rechnungen. Aufferdem sind das Abhén-
gigkeitsgebiet und die Ausbreitung von Stérungen gut erkennbar.

Die Fouriermethode mit ihrer Reihendarstellung einfacher Winkelfunktionen eignet sich gut fiir ma-
thematische Operationen (z.B. Differentiation und Integration), und offenbart, wie sich verschiedene
Schwingungen zu einer Auslenkungsfunktion iiberlagern.
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18.2 Bemerkungen zu den Maxwellschen Gleichungen

Wir benutzen eine moglichst einfache Form, ohne zwischen B und H bzw. E und D zu unterscheiden.

rot E + E(;)tH =0 und divH=0 (18.6a)

rot H — %E =4n-j und divE=4m-p (18.6b)

Dabei sind E, H und die Stromdichte j Vektorfelder sowie die Ladungsdichte o ein Skalarfeld im R3.
In (18.6a) blicken wir auf divH = 0. Da divrot = 0, mochte man den Ansatz H = rot A machen.
(In einfach zusammenhédngenden Gebieten impliziert aufgrund der Integrabilitatsbedingungen das Ver-
schwinden der Divergenz die Existenz eines solchen Vektorfeldes.) A ist das Vektorpotential zu H.

Wenn A; und As beide den obigen Ansatz erfiillen, d.h. H = rot A; = rot Ay, so ist rot(A; —Ag) = 0.
Wiederum aus den Integrabilititsbedingungen folgt die Existenz eines skalaren Feldes ¢ : R? — R mit

A — Ay =gradp, also A; = Ay + grad ¢.

Jetzt muss noch die Zeitabhéngigkeit der ersten Gleichung aus (18.6a) erfiillt werden: rot E = —g—tH.
Wegen %H = % rot A = rot %A erfiillt etwa E; = —%A die Gleichung (18.6a). Fiir jede andere
Losung E9 muss also auch rot Eo = rot Eq = —%H gelten. Somit ist auch E nur bis auf den Gradienten
eines skalaren Feldes V bestimmt.

E=—gradV — aatA und H=rotA (18.7)

Wie werden die Potentiale V und A durch die Felder E und H festgelegt? Angenommen, man hat
ein weiteres Paar (V'; A’) mit entsprechenden Gleichungen. Also haben wir rot A = rot A’ = H und
—gradV — %A = —grad V' — g—tA’ = E. Das gilt genau dann, wenn es ein differenzierbares Skalarfeld
¢ :R3 — R gibt mit

A'=A+gradp und V' =V - %go (18.8)

Die Tatsache, dass viele Paare (V, A) zugelassen sind, ist Ausdruck der Eichinvarianz der klassi-
schen Elektrodynamik. Eine zusatzliche Bedingung an die Potentiale ist also mdéglich. Man nimmt die
Lorenzeichung:

div A + gtv =0  (18.9)

Was bedeuten (18.7) und (18.9) fiir die Funktion ¢? Es muss div A’ + %V/ = 0 gelten, also ist
div A + divgrad ¢ + %V — g—;go = 0. Daraus folgt eine homogene Wellengleichung:
32
Op=—5¢—Ap=0
14 12 4 ¥
Nun muss (18.6b) noch erfiillt werden. Mit (18.7) fiihren diese Gleichungen auf
2

0 0
divE = —diveradV — o div A = —AV + =5V = OV = 47

Dies ist eine inhomogene Wellengleichung. Nun wollen wir die erste Gleichung in (18.6b) betrachten.
2

rot H — aatE:rotrotA— ;E:graddivA—AA—F aatgradV—i- (9at2A
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Aufgrund der Lorenzeichung ist grad div A = — grad %v = —% grad v und es verbleibt
OA =4r-j

Schlieflich folgt aus der Lorenzeichung auch noch die Kontinuitatsgleichung

0
divi+ —0=0 18.10
v+ go=0  (1810)

zur Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen

Wenn man ¢ = o(z,t), Eg = E(z,0), Hy = H(z,0) und j vorgibt mit divHy = 0 und div Eg = 47 mit
oo(z) = o(x,0) und wenn diese Anfangsdaten zum Beispiel beliebig oft differenzierbar sind, dann existiert
eine eindeutige Losung der Maxwellgleichungen.

Besonders ist, dass (18.6) acht Gleichungen fiir sechs Unbekannte sind. Trotzdem ist dieses System nicht
iiberbestimmt, denn wenn divE = 47 - ¢ und divH = 0 fiir die Anfangsdaten gilt, dann auch fiir alle
anderen Zeiten (hier ohne Beweis).

18.3 Bemerkungen zur mehrdimensionalen Wellengleichung

Wir behandeln nur die Wellengleichung im gesamten Raum (R, R? oder R?).

Dreidimensionaler Fall

Differentialgleichung;: ug —a’-Au = f mit x€R?® und ¢>0
Anfangsbedingungen: u(x,0) = @(x) (18.11)
u(x,0) = Y(x)

Die Losung fiir dieses Problem wird durch die Poisson’sche Wellenformel kompakt dargestellt:

1
47 - a2

0
u(x,t) = = [t : Mgt@] +1- Mgt¢ +

ot Hf [i]dmdyzdys (18.12)
Kat

Hierbei sind

o Ky ={yeR?:[x—y| <at} die Kugel um x mit dem Radius at

. r—fx—yl

o [f](y1,92,y3,t) = f(y1,y2,y3,t — r/a) eine retardierte Funktion

o M3g:= ﬁ . HaKat g dS' ein Mittelungsoperator in drei Dimensionen
Die Formel (18.12) kann man unter Ausnutzung physikalischer Uberlegungen herleiten, oder priifen, ob
durch (18.12) das Problem (18.11) gelost wird. Wir nehmen die Losungsformel einfach als gegeben hin.

Unser Ziel ist es nun, fiir den homogenen Fall (f = 0) mit der Hadamardschen Abstiegsmethode
Losungsformeln fiir den R? und R herzuleiten.
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Zweidimensionaler Fall

Seien ¢ und 9, also auch u, nur von 1 und x2 abhéngig. Wir finden zuerst eine Parametrisierung fiir

0Ky = y=(y1,y2,y3)r\/ 2 (@i —yi)? —at}
= (yl,y27$3 + /a2 — (z1 —y1)? — (w2 — y2)2>}

Aus Symmetriegriinden beschranken wir uns auf die obere Halbkugel (daraus entsteht spater ein Vor-
faktor Zwei). Somit benétigen wir das Oberflichenelement fiir die Parametrisierung

(y1,92) — <y17y2,9€3 +v/a2t2 — (x1 —y1)? — (w2 — y2)2>

Integriert wird dann iiber den Kreis ||x — y|| < at mit x = (21, z2) und y = (y1,y2). Fiir diese Art von

(s,t) — (s,t,h(s,t)) = dS=1/1+h2+h}dsdt

Mit einfacher Rechnung folgt in unserem Falle

Parametrisierungen gilt

at

dsS = dy1dys
Va2t — (x1 — y1)? — (22 — y2)?

Damit erhalt man aus (18.12) unter Beriicksichtigung des Faktors Zwei:

u(wy, v, t) = % (T o ff“x yl[<at w(%}gz) dyldy2) b2y H|X yll<at (i”/l_’*yQ) dy1dy2

_ 9 Y1,y P(y1,y2)
- dt( 27rat HKM\/#dyldyg)—i-t 27rat J‘J‘Kat\/agi%dyldyQ

u(zy, 2o, t) = gt (t-MZp) +t- M2y  (18.13)

Hierbei sind
o K4 der Kreis um x = (z1, z2) mit dem Radius at

o 0> =(z1 — y1)2 + (952 — 1o)?

2.9(y1,y2) 277 — - [f . g (y1 y2) dyldyg ein Mittelungsoperator in zwei Dimensionen

18.3.1 Eindimensionaler Fall

Jetzt mbge g nur von y; abhidngen. Dann kann man in der obigen Mittelwertbildung die Integration
iiber yo ausfithren. In K, ist

(21— )2+ (2 — )2 =a*? = =22 Va2 — (21— y1)?

Analog zu oben kommt man auf einen Mittelungsoperator in einer Dimension:

Mag() =z - JIk., J%dyldw

_ 1 x +\F zit+at _ g(y1)
om-al f ’ f 11 at \/2,5217 dy1dya
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—1
Beachte: Wir miissen \/a%t2 — (x1 — y1)2 — (v2 — y2)2  iiber yo integrieren. Diesen Term kann man
mit b2 = a?t? — (21 — y1)? und 22 = (y2 — x2)? schreiben als

Lz
dz = arcsin —

1
/ Vb2 — 22 b
Setzt man das in den Mittelungsoperator ein, so gilt

T2t/

+at . Yo — X2

M;tg(yl) = |:27|—1.at 'fil_; g(y1) dy1} - | arcsin — >
Va2 — (x1 — 1)

To—/"

=arcsin 1—arcsin(—1)=n

t
Mho(n) = 55 Joe 9y) dun

Mit (18.13) ergibt sich (wenn man beachtet, dass ¢ und 9 jetzt nur noch von y; abhingen) die
d’Alembertsche Losungsformel (18.5).

Interpretation

Wir betrachten in (18.13) und (18.12) nur den Fall f = 0. a ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Welle und at die in der Zeit t zuriickgelegte Strecke. Wir betrachten den Spezialfall, dass die Tréger
supp ¢ und supp ¢ in einem beschréankten Gebiet G liegen, also kompakt sind.

Im Dreidimensionalen betrachten wir einen Punkt P mit den Koordinaten x = (x1,xz2,x3) in der
Formel (18.12). Die Integrale werden iiber ¢ und 1 iiber die Kugeloberfliche 0K, erstreckt. Sie
liefern hochstens fiir solche Zeiten ¢ einen Beitrag, wenn 0K, das Gebiet G schneidet, denn sonst
verschwinden ¢ und . Also gibt es Grenzen d und D, sodass die Integrale maximal fir d < at < D,
also im Zeitintervall [d/a, D/a] nicht verschwinden. Fiir ¢ < d/a ist die in G lokalisierte Erregung,
dargestellt durch ¢ und v, noch nicht in P angekommen. Fiir t > D/a ist die Erregung an P vorbei.

Betrachte die Situation umgekehrt: Sei E' die Menge aller Punkte, in denen zu fester Zeit ty die
Erregung nicht verschwindet. Sei der Einfachheit halber supp ¢ = supp¥ = G eine Kugel mit dem
Radius Rg. Um E zu bilden, betrachte alle Kugeloberflichen 0Ky, (Q € G). E hat als Begrenzung die
Einhiillenden dieser Kugeloberflachen: Die dufiere Einhiillende entspricht der Vorderfront, die innere
der Hinterfront.

Fazit: Radumlich lokalisierte Erregungen rufen in jedem Raumpunkt eine zeitlich lokalisierte Erregung
hervor. Die Wellenausbreitung erfolgt mit scharf begrenzter Vorder- bzw. Hinterfront. Die gewonnene
Erkenntnis wird als Huygenssches Prinzip bezeichnet.

Im Zweidimensionalen gilt das Huygenssche Prinzip nicht, da man hier iiber die gesamte Kreisscheibe
um X integriert, nicht nur iiber deren Rand. Wenn G diese Kreisscheibe erst einmal beriihrt, tritt an
x fiir spétere Zeiten im Allgemeinen immer eine Erregung auf.
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19 Elliptische partielle
Differentialgleichungen

Wir betrachten die Poisson-Gleichung (Potentialgleichung)
Au=f

bzw. die Laplace-Gleichung fiir f = 0. Eine Zeit ¢ kommt nicht vor, daher sind Randwertaufgaben
typisch. Der zweidimensionale Fall ist eng mit der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen
(Funktionentheorie) verbunden.

Als Sprachgebrauch fiihren wir ein: Sei G ein Gebiet. u € C?(G) heift harmonisch, wenn Au = 0.

19.1 Die dreidimensionale Aufgabe

Als Demonstrationsbeispiel nehmen wir eine Kugel in Kugelkoordinaten:

r = r-sind-cosp 0<r<op
y = r-sind-singp mit 0<d<nm
z = r-cos? —r<p<7T

Wir benotigen den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten:

A_iQQ@_’_li'ﬁ@_i_L@ (*)
v= r2 | or " or sind 09 St oY sin2¢  99?

Die letzten zwei Terme in der Klammer beschreiben den Laplace-Beltrami-Operator auf der Ein-

heitssphére.

Zuerst betrachten wir den Spezialfall, dass v in Au = 0 nur von r abhinge. Wir haben also eine
kugelsymmetrische Losung. Aus () wird

d (45 du , dZu 49 du
p— re . — =r°. — r. —
dr dr dr? dr
Setze zum Beispiel ©/ =: v. Es entsteht
o2
v

und als Losung erhédlt man
= —+4+C
u(r) =-—=+0Cs

Im néchsten Kapitel wird u(r) = % die Grundlésung der Potentialgleichung sein. Nun betrachten wir

den allgemeineren Fall der Laplace-Gleichung, bei der u von allen Koordinaten r, ¥ und ¢ abhéngen
kann. Hierzu benétigt man zwei Separationsanséatze. Der erste ist

u(r, v, SO) = R(T) ’ Y(ﬁ’ 90)
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Einsetzen in die Differentialgleichung nach Multiplikation mit 72:

1 0 oY 1 %Y
2 . 1 . . / . . Fp— 1 [ —_— —— —
r-R-Y+2r-R-Y+R [si <51m9 ) +si 5 2} 0

Zur Separation wird durch R -Y dividiert:

- R'+2r- R 1 {1 a(, _8Y> 1 82Y]'/\

R T Y |[sind 99 sin 9 Dp*

Damit erhédlt man die beiden Differentialgleichungen:

. R'+2r - RR—X-R = 0 (19.1)

. 2
s ar (Y B + by S A Y = 0 (192)

(19.1) heifst Eulersche Differentialgleichung, diese behandeln wir spéter, wenn wir mehr Informatio-
nen iiber A haben. Jetzt 16sen wir (19.2). Dabei wollen wir nur Losungen Y, die auf der Kugeloberfldche
beschrankt sind und bzgl. ¢ die Periode 27 haben, fiir die also insbesondere gilt:

Y(0,p)] <oo und |Y(m )| <oco fir ¢e|[—m,7]
Y@, +2m) =Y (0, ¢)

Solche Losungen heiffen Kugelflichenfunktionen (manchmal auch nur Kugelfunktionen). Die Losun-
gen dieses Problems ergeben sich in Form von harmonischen homogenen Polynomen nach Einschran-
kung auf die Einheitssphére.

e Polynome nullten Grades: 1
e Polynome ersten Grades: x1, T, 3
Pol : Grades: 2 .2 2 .2 2 _ .2 . . A
e Polynome zweiten Grades: z{ — x5, ] — 23, ©5 — 25, T1 - L2, T1 - T3, T2 - T3

Diese Funktionen sind jeweils homogen vom angegebenen Grade. Um die Kugelflachenfunktion weiter
zu l6sen, machen wir einen zweiten Separationsansatz: Mit Y (¢, ¢) = g(¢) - h(p). Einsetzen in (19.2)

ergibt
h d d d?h
(sin19~g>—|— J +A-gh=0

sind dep dd sin2d  do?

Wir multiplizieren mit sin?+)/g - h und trennen ¢ und h.

: 2
sind - d (sinz?-dg> +)\-s111219:—l il = U

g dp dv hodv?

Das sind zwei gewohnliche Differentialgleichungen fiir ¢ und h.
R +pu-h=0 mit h(p)=h(p+2r) (19.3)
d d
sind - — <sin19‘ g) +(A-sin?9 —pu)-g=0

P

Hier teilen wir durch sin? ¢:
1 d (. dg 1%
= (simv- 2+ (A= )-g=0 (194

sind  dep (sm d19> * sin? ¥ g (19.4)

Aus (19.3) folgen Informationen iiber p: Als Losungen kommen cos(,/z¢) und sin(,/fip) infrage. Wegen
der Periodizitét ist \/u = m € Ny. Davon sind

sinme und cosmy fir meN (19.5)
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linear unabhéngige Losungen. (19.4) wird durch Substitution geldst:

dt ) d . d
t:=cos?d = d—ﬂ——smz? = @——smﬁ-a

Setzt man dies in (19.4) ein, erhdlt man eine neue Funktion G = G(t) mit G(t) = G(cosv) = g(I):

d dG W
— (1 —#) — A— G=0 fir —-1<t<l1 19.6
dt[( ) dt]+< 1—t2> w <t<1l (196
Diese Differentialgleichung heifst

e fiir m = 0 Legendresche Differentialgleichung

e fiir m > 1 allgemeine Legrendesche Differentialgleichung

Satz 19.1
Die allgemeine Legendresche Differentialgleichung (19.6) hat genau fiir A = n - (n 4+ 1) mit n =
m,m + 1,... auf (—1, 1) beschriankte Losungen. Diese werden folgendermafien gegeben:

e fiir m = 0 als Legendresche Polynome:

1 R .
=55 [(#* —1)"] (19.7a)

Pa(t)

o fiir m > 1 als zugeordnete Legendresche Polynome:

_dmP(1)

PR(t) = (1= &)™ PG mit P = 2

(19.7b)

Die Losungen von (19.2) setzen sich aus (19.5) und (19.7) wie folgt zusammen:
P (cos¥)-cosmp mit m e N
P(cos?) -sinme mit meN

Diese Funktionen haben folgende Eigenschaften:

1. Die Legendrepolynome bilden im Raum L?[—1, 1] (grob: der Raum der Funktionen f auf [—1,1]
mit fil |f(x)]* dz < o) ein vollsténdiges Orthogonalsystem (eine Orthogonalbasis).

2. Fiir jedes feste m > 1 bilden die PJ* mit n = m,m + 1, ... ein vollstdndiges Orthogonalsystem
in L?[-1,1].

3. Fiir jedes n existieren 2n+ 1 linear unabhéngige Kugelflichenfunktionen der Ordnung n, welchen
man der Ubersichtlichkeit halber so schreibt:

{Y"(0,0)} = {P7(cos¥)-cosmp:m=0,1,...,n;

P (cos®) - sin(—mep) :m = —1,-2,...,—n} (19.8)

Fiir n € Ng und —n < m < n bilden die Y,)” auf der Einheitssphére ein vollstdndiges Orthogo-
nalsystem.

Es bleibt noch die Eulersche Differentialgleichung (19.1) zu behandeln:
- R'+2r-R—X-R=0
Mit A =n - (n+ 1) ergeben sich die Losungen:

1
rn—&—l

R(r)=7" und R(r)= fir neN

Will man auf der Kugel beschriankte Losungen, muss man R(r) = r” nehmen.
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Beispiel

Wir betrachten eine Randwertaufgabe 1. Art (Dirichlet-Problem) fiir das Innere eines Kreises mit dem
Radius p. Wir benutzen Polarkoordinaten (z = r - cos¢ und y = r - sin¢):

Differentialgleichung;: Upp + % “Up + %2 “Upp = 0 fir O<r<o—m7<ep<mw
Randbedingung: u(o,p) = flp) fir —7mT<e<m

Setze f als 2m-periodisch voraus, also muss w dhnliche Periodizitédtseigenschaften haben:
u(r,—m) =wu(r,m) und  uu(r, —m) = uy(r,m)

Wir fordern, dass u fiir  — 04-0 endlich bleiben soll. Der Separationsansatz lautet u(r, ¢) = R(r)-H(p).
Einsetzen und Trennung der Variablen fiihrt auf die Differentialgleichungen

H'"+X-H=0 mit H(r)=H(-7) und H'(r)=H'(-m) (19.9)
- R'4+r R —X-R=0 mit ()endhchfurr—>0—|—0 (19.10)

Aus (19.9) findet man wiederum Losungen fiir A = A,

ag =
Ha(p) =1 ® "l
Gp - cOSNP + by -sinny n>1

Das 1/2 ist wieder eine Normierungskonstante (vgl. Fourierreihe). (19.10) wird durch
R,(r)=c¢p-r™ mit neNy

Die Losung der Randwertaufgabe erfolgt mit dem Ansatz
— —|— Z ( ) (ap, - cosng + by, - sinngp) (19.11)

Den Vorteil des Faktors Q% sieht man beim Einsetzen der Randbedingung:

o
() =ulo,p) = +Z ap, - Cosny + by, - sinny)
n=1

%0
2

Ist f in eine Fourierreihe entwickelbar, so folgt

-/f((p')-sinngpl d¢e/ mit neN

—T

1 1
= _. / f(cp,) - coS n(p’ d(p' mit neNyg und b,=—
. T

Einsetzen in (19.11) liefert

/f dﬁP _,_7 < > /f cosmp cosmp + sinnep - smmp) d(p’

Unter Beachtung des Additionstheorems cos(x — y) = cosx - cosy + sinx - siny ist schliefslich

w)zzlﬁ‘/ﬂf(so 1+2- Z() - cos (90—90’))] de’  (%x)
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Es gilt der folgende Zusammenhang:

oo
1-¢ .
1—1—2-220”-(305715621_20.00835_1_02 fir | <1

n=1

Mit z := ¢ — ¢/ und ¢ = r/p kann man dies auf (**) anwenden:

2 . /
o —r f(‘P) /
= . d 19.12
u(r, ¢) /92—2g-r-cos(<p—tp’)+r2 14 (19.12)

—T

Seite 227

Dies ist die Poissonsche Integralformel zur Lésung des inneren Dirichlet-Problems fiir den Kreis.
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20 Ausblick auf moderne Methoden
zur Behandlung partieller
Differentialgleichungen

Die Idee ist, statt Differentialgleichungen Differentialoperatoren zu betrachten. Wenn zum Beispiel A
gegeben ist, so vermittelt A eine lineare Abbildung von geniigend oft differenzierbaren Funktionen in
Funktionen.

Fiir praktische Anwendungen ist der bisherige Losungsbegriff fiir Differentialgleichungen zu eng, etwa
fiir die Behandlung von Punktladungen oder Massebelegungen von Flachen. Was ist zum Beispiel die
fiir Punktladungen relevante ,,Delta-Funktion*?

/ 5(z) - f(x) dz = £(0)

Dazu brauchen wir einen neuen Begriff.

20.1 Der Begriff der Distribution

Zur heuristischen Motivation: Betrachte [, f(z) - ¢(x) dz. Wenn f und ¢ beide ,hinreichend gut*
sind, dann existiert dieses Integral. Wenn man f ,verschlechtert”, muss man ¢ ,verbessern®, damit das
Integral noch existiert. Im besten Falle ist ¢ € C2°(R), d.h. ¢ € C*°(R) und supp ¢ := {z : ¢p(x) # 0}
ist kompakt, d.h. die Funktion ¢ ist unendlich oft differenzierbar und hat einen kompakten Trager.
Solche ¢ € C°(R) heifen Grundfunktion oder Testfunktion.

Sei f so, dass

Ty(p) = / f(@) - plz) dz Vo€ CX(R)
R

existiert. T ist eine lineare Abbildung von CZ°(R) nach R. CZ°(R) ist offenbar ein Vektorraum, also
ist T ein lineares Funktional auf C°(R). Fiir differenzierbare f folgt mit partieller Integration:

/R (@) - plz) dz = [f(z) - (@), - /R f(@) () da = /R f(z) () de

Wenn f nicht differenzierbar ist, kann man durch obige Gleichung eine verallgemeinerte Ableitung
definieren. Bevor wir nun mit den eigentlichen Definitionen beginnen, fiihren wir die folgenden Be-
zeichnungen ein:

o &= (r1,...,2,) € R" ist ein Punkt.

o a=(a,...,a,) € Ny ist ein Multiindex mit a! = ag!--- ! und |a] = a1 + ... + ap.
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e Bereits bekannt sind D; = -2 und DF = 2% neu ist D* = DY ... Dan = 0%
? Ox; v LN 1 n ozt dxpn
e Multiindizes addiert man komponentenweise: a3 = (a1 +f1, . ..,y +Bn), es ist D2DP = D+5,
Wir betrachten den C2°(R"™). Ein typisches Beispiel einer Funktion aus diesem Raum ist der ,Hut"

52
C..e -2 <
felw):= 1 7= el <
0 2]l > €

Hierbei ist C; so, dass [, f-(x) do = 1 ist. Das folgende Lemma sichert die Existenz hinreichend vieler
niitzlicher Testfunktionen.

Lemma 20.1
Zu jedem beschriankten Gebiet G C R™ und € > 0 existiert ein g € C2°(R™) mit den Eigenschaften:

e 0<yg<l1
e g(x€G.)=1und g(xz ¢ G3.) =0

Hierbei ist Gs = U cq Ks(z) (die Vereinigung der offenen Kugeln um die Punkte in G' mit dem
Radius ) eine 6-Umgebung von G.

Beweis
Mit der charakteristischen Funktion X von G, konstruiert man g:

o(z) = / X(y) - fola — ) dy

Rn

Hierbei handelt es sich um eine Faltung: g = X * f. (dazu spéter mehr).

Der entscheidende Punkt ist nun die Konvergenz in C2°(R"™).

Definition 20.2

Unter dem Schwartz-Raum D = D(R") versteht man den Vektorraum CZ°(R"™), versehen mit
folgendem Konvergenzbegriff: Eine Folge (¢,,) aus D(R™) konvergiert gegen ¢ € D(R™) genau dann,
wenn gilt:

1. Es existiert eine kompakte Menge K C R” mit supp ¢, C K Vn.
2. Fir alle a = (a1, ..., ay) gilt: D%, = D%p (gleichméfige Konvergenz in K).

Analog definiert man fiir eine offene Menge 2 C R™ den Raum D(Q).

1. Diese Konvergenz ist insofern kompliziert, als dass es keine Metrik in C'¢°(R™) gibt, die diese Kon-
vergenz erzeugt.

2. Diese Konvergenz hat besonders gute Eigenschaften: Die Vektorraumoperationen sind beziiglich
dieser Konvergenz stetig, d.h. wenn ¢, — ¢ und ¢, — ¥ in D und \,, — A in R, dann konvergieren
auch ¢, + v, = @+ Y und A\, - @, — X - .

3. D® ist eine stetige lineare Abbildung von D in sich, d.h. wenn ¢,, — ¢, dann D%p,, — D%p.
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4. Wenn f € C*°(R"), dann ist My gegeben durch

(Mye)(z) := f(z) - o(x)

eine stetige lineare Abbildung von D in sich.
5. D ist vollstandig.

Definition 20.3

Unter einer Distribution oder verallgemeinerten Funktion versteht man ein stetiges lineares
Funktional T" auf D. Die Menge aller Distributionen auf D(R™) heift D(R™)" oder kurz D’.

Dass T stetig ist, heifst, dass fiir eine Folge (¢,) mit ¢, — ¢ (in D) gilt: T(vn) — T(p) (in R™).
Wendet man 7" auf ¢ an, so schreibt man gleichwertig: T'(y), T oder (T ¢).

Beispiel 20.1

Sei f € L (R™). Dies ist die Menge aller lokal integrierbaren Funktionen, d.h. [, |f(z)| dz < oo fiir alle
kompakten B C R". Dann ist Ty mit T¢(p) := [p. f(2) - ¢(x) dz aus D'

Die Linearitdt zu beweisen, ist trivial. Bei der Stet1gke1t genugt es, zu zeigen, dass aus ¢, — 0 (in D) folgt,
dass Ty () — 0 (in R™) konvergiert. Dann gilt &hnliches auch im Allgemeinen: Aus ¢,, — ¢ folgt ¢, —¢ — 0,
damit T¢ (¢, — ) — 0, wegen Linearitét gilt auch T'¢(¢,) — Tf(p) — 0 und endlich T¢(py) — T¢(¢).

¢n — 0 bedeutet unter anderem, dass eine kompakte Menge K mit supp p,, C K Vn existiert und ,, auf K
gleichmé&fig konvergiert. Dies heifft wiederum, dass sup,c g |¢n(z)| — 0 geht.

|Tf</’n|—’/f () da /|f fpal@)] da < sup oo /|f )| da

Distributionen, die sich auf diese Weise durch eine Funktion darstellen lassen, heiffen regulér oder vom Typ

einer Funktion, andernfalls singulér. Statt 7 kann man auch {f} schreiben.

Beispiel 20.2 Dirac’sche d-Distribution

0, wird gegeben durch d,(¢p) := ¢(a). Mit & wird §y gemeint, also ist §(¢) = ¢(0).

Auch hier ist die Linearitét einfach zu zeigen. Zur Stetigkeit: Gehe ¢,, — ¢ in D, d.h. supp ¢, C K fiir alle
n mit einem festen kompakten K. Dann konvergiert D%p,, — D%y gleichméfig in K, also auch insbesondere
©n — @ gleichméafig in K. Damit konvergiert erst recht ¢, (x) — ¢(z) in K, und es ist auch ¢, (x) — 0 = p(zx)
aufserhalb von K. Also konvergiert ¢, (z) — ¢(z) fiir alle z, insb. auch fiir x = a. Somit ist §(p,) — I(p).

Es gibt keine lokal integrierbare Funktion f mit Ty = & bzw. [ f(x) - ¢(z) dz = ¢(0) fiir alle ¢ € D.

Beispiel 20.3

Mafse sind auch Distributionen (wenn sie noch gewisse zusétzliche Eigenschaften haben). |

o = [ 1ta)
J

Diese Schreibweise hat einen wohlbestimmten Sinn. Sehr haufig braucht man die folgende symbolische
Schreibweise, auch wenn es gar keine lokal integrierbare Funktion 7'(x) mit dieser Eigenschaft gibt:

T(p) = / () - p(z) dz

R

Insbesondere sind so bei der Delta-Distribution Schreibweisen wie d(x) oder d(z — xp) iiblich:

- / 5(z) - p(x) dz = (0)
RTL
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20.2 Rechenoperationen mit Distributionen

1. D ist ein Vektorraum.

2. Distributionen kann man im Allgemeinen nicht multiplizieren, aber: Sei f € C*°(R") und T €
D'(R™). Dann kann man sinnvoll definieren, was f - T € D'(R™) sein soll:

(f-T)():=T(f - )

3. Neben der bereits bekannten Konvergenz in D wird fiir Distributionen eine schwache Konver-
genz definiert: T;,, — T gilt genau dann, wenn T,,(¢) — T'(¢) Vo € D(R™) gilt. Beziiglich dieser
Konvergenz ist D’ vollstéandig.

Man kann D in D’ einbetten durch ¢ — T, mit T,,(¢) = [p. ¢(2) - ¥(z) dz. Dann liegt D in D’
dicht: Zu jedem T € D’ existiert eine Folge (¢,) aus D mt T,, — T in D’.

20.2.1 Ableitung von Distributionen

Sei T' € D'. Dann wird S := D®T definiert durch

S(p) = (D°T)(p) := (~1)*1- (D)

Beachte, dass D*T" ein Symbol ist, wihrend D“p wohldefiniert ist. S ist wieder eine Distribution und
heifst schwache Ableitung (bzw. Ableitung im distributionellen Sinne) der Ordnung « von T'.
Dass S € D’ liegt, sieht man so: Natiirlich ist S ein lineares Funktional auf D. Sei ¢,, — ¢ in D. Zu
zeigen ist: S(pn) — S(p). Wir wissen, dass D%p,, — D%p in D konvergiert (da die Abbildung D® stetig
ist). Auch T ist stetig, also konvergiert T'(D%p, ) — T'(D%p) in R. Daraus folgt die Behauptung.

Die Ableitung hat folgende Eigenschaften:
1. Jedes T' € D' ist beliebig oft differenzierbar.
2. D¥(DPT) = DT = DA(DT)
3. Fiir f € C*° und T € D’ gilt die Leibnizsche Produktregel:

7! 8
Y — .DF.
DY(fT) = > T D*f - DT
at+pf=y
Beispiel 20.4 Ableitung der Heaviside-Funktion
Wir betrachten die Heaviside-Funktion
<
o(a) = {0 <0
1 >0

Gesucht ist ©’ im distributionellen Sinne:

0'(¢) =-0(¢') =~ [ B@) (@) do =~ [ /(o) do =~ p(@)" = 9(0) = 8(¢)
R 0

Beachte, dass ¢(z — o0) verschwinden muss, da ¢ lokal integrierbar ist. Damit ist ©’ = 4.
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Beispiel 20.5 Zur Dichtheit

Benutzt man die Dichtheit von D in D’, dann kann man viele Beispiele von Folgen (ip,,) aus D angeben, die
im schwachen Sinne gegen § konvergieren. Auch auferhalb von D gibt es Beispiele:

e Die Funktionen f,, mit f,(z) = § e 1#l/7 sind aus L}

iocy aber nicht aus D, da sie keinen kompakten
Triager haben. Es konvergiert Ty, — 6 in D’.

e Die Funktionen g, mit g,(z) = n fiir 2 < 5= und g, (2) = 0 sonst haben zwar einen kompakten Tréger,
sind aber nicht differenzierbar und somit auch nicht aus D. Sie konvergieren nicht gegen J.

20.2.2 Direktes Produkt von Distributionen

Die Physik verwendet Ausdriicke wie d(z) - §(y) - 6(
g lokal integrierbare Funktionen sowie ¢, € D(R). Hiermit kann man ¢ mit o(z,y) = ¢(x) - ¥(y)
definieren, sprich o = ¢ ® 1 € D(R?).

z). Wie kann man dies formalisieren? Seien f und

Definiere nun die folgende Distribution:

S(e¥) = %f(x)g(y)-g(:r,y) dzdy
= Rf2 f@)g(y) - o(2)y(y) dedy
= H{f(ﬂf) ~p(x) do -H{g(y)-@b(y) dy
= Ty(p) - To(¥)

Man schreibt S := Ty ® T;. Offenbar ist S auch auf allen Funktionen x = Y" | ¢; ®; (mit ¢;,¢; € D
und n € N) wohldefiniert:

Sx = ZTf(%) Ty (i)

Die Menge aller solchen  liegt in D(R?) dicht. Obiges S ist dann auf ganz D(R?) fortsetzbar, indem
man definiert:

Sn = (Ty @ Ty)n = /f(w)g(y) n(z,y) dedy  fir ne D(R?)
R2

Das Produkt S = Ty ® Ty heifit direktes Produkt oder Tensorprodukt der Distributionen 7'y und
T,. Allgemeiner seien Sg, T, € D(R)" (die Indizes geben die Variable an, auf die sich die Distribution
unten bezieht) und n € D(R?). Dann ist S, ® T, wie folgt erklért:

(Se @ Ty)n := Se (Tyn(z,y))

Genauer: Fiir jedes feste z ist die Funktion n(z,-) € D(R). Dann ist T;, anwendbar und es entsteht
eine Funktion ¢ mit

p(x) == Tyn(z, )
Dieses ¢ liegt in D(R), somit hat (S, ® Ty)n = Sy Sinn.
Beispiel 20.6 Direktes Produkt von Delta-Distributionen
Es ist (6 ® §)n = n(0,0), denn:

d(n(x,-)) =n(z,0) =p(x) = (6®@3§n=7dp=n(0,0)
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20.2.3 Faltung von Funktionen und Distributionen

Seien g,h € L'(R), also [ |g(z)| dz < oo und f |h(z)| dz < co. Die Faltung ist wie folgt erklért:
R
fx) = (g*h)( / 9y —y) dy
R

Analog geht die Definition fiir g,h € L'(R"). Auch f liegt in diesem Raum. Die Faltung wirkt in
LY(R™) wie eine Multiplikation. Man kann T} bilden:

Trp = [(9xh)(2)-p(z)dz

Wir haben insgesamt

(9% W)() = Tyun(p) = / o(2) - h(y) - oz +y) dedy  (20.2)
R2TL

Die Faltung von Funktionen ist eine Art Glattungs- bzw. Mittelungsprozess (vgl. Lemma 20.1).

Die Formel (20.2) suggeriert folgende Definition fiir die Faltung zweier Distributionen Sy und T:

(Sy * Te)(p) = Sy(Tulp(z + y)))

Das geht nicht, denn ¢ mit @(z,y) = p(x + y) ist keine Funktion mit kompaktem Trager: Ist zum
Beispiel ¢(0) # 0, so ist ¢(x, —x) # 0 fiir alle x.

Fiir beliebige S und T ist die Faltung nicht sinnvoll definierbar. Als Einschrankung benétigen wir den
Begriff des Tréigers fiir eine Distribution: Sei G C R™ offen. Man sagt, T € D(R"™)’ verschwindet in
G, wenn gilt: T'(¢) = 0 fiir alle ¢ mit supp ¢ C G. Sei nun Gy die Vereinigung aller offenen G, in denen
T verschwindet. (Dann ist G die grofte offene Menge, in der G verschwindet.) Dann wird der Tréger
der Distribution 1" definiert durch

suppT :=R"\ G

Lemma 20.4 Lemma von du Bois und Reymond

Eine lokal integrierbare Funktion f verschwindet in der offenen Menge G C R™ im distributionellen
Sinne (d.h. Ty verschwindet in G) genau dann, wenn f in G fast iiberall verschwindet.
Eine Distribution T heifst finit, wenn der Trager supp 1 kompakt ist.

Beispiel 20.7
|(5 und 4, sind finit, denn supp d = {0} bzw. suppd, = {a}.
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Definition und Satz 20.5

Sei S, eine beliebige und 7, eine finite Distribution. Dann existiert die Faltung S, * T}, € D(R’) und
ist gegeben durch:

(So+ Ty)p = Se|TyIn(y) - p(z+y)]] mit €DR™)  (20.3)

7 ist eine beliebige Funktion aus D(R"), die in einer Umgebung des Trégers von T identisch Eins ist.

Man sieht, dass nT = T ist. Wie wirkt n7T'7 Es ist (nT")y = T'(n¢). Der Sinn von 7 in (20.3) besteht darin,
dass n(y) - ¢(z + y) als Funktion von y wieder in D(R™) liegt.

Die Faltung hat folgende Eigenschaften:

1. Die Faltung ist kommutativ. (Das sicht man erst, wenn man die Faltung mittels direktem Produkt
der Distributionen definiert.)

2. Fir beliebiges T € D(R™) ist § « T =T x§ = T, also ist § das neutrale Element der Faltung:
(T'+0)(p) =T 0In(y) - p(z + )l | = TM(0) - p(z +0)] = Tlp(x)] = T(p)

3. Zum Zusammenspiel von Faltung und Ableitung: Es gilt
DS« T)=(D*S)*«T =S * (D*T)

Das heiftt insbesondere, dass, wenn ST wohldefiniert ist, auch alle drei Terme in obiger Gleichung
erklart sind. Wir setzen also voraus, dass etwa 1" einen kompakten Trager hat. Es geniigt, diese
Beziehung fiir eine partielle Ableitung erster Ordnung zu zeigen:

gsen]e = son(g)
CU [nia) 8¢§§fy)H — g [rinetai)]

s\ [ (n et 4 )] | = S [T (0 ot )]

. (6% *T)

(*) gilt fiir den Fall, dass 7" = Ty von einer Funktion f(y) erzeugt wird:

T(an() ) [rw-° f“y y:ai/ﬂy)m(y)-eo(ﬁy)dy

Ein Spezialfall ist DT = DY(T * §) = T %« D%J. Ebenso ist DT = ¢ «+ D*T".

—
*

20.3 Anwendung auf Differentialgleichungen

m m
= Z aq(z) -D* mit L(z,D)p = Z aq(x
|a|=0 |a|=0

sei ein linearer Differentialoperator der Ordnung m mit Koeffizienten a,, € C°°(R"), zum Beispiel der

Laplace-Operator im R":
2

02 02 N
n |a|=0
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wobei nur a von der Form o = (0,...,0,2,0,...,0) betrachtet werden. Dann hat man: a,: = 1 fiir
die o' und sonst a, = 0.

Sei T' € D(R™). Dann gilt:

(L(z,D)T, ) = (T, L*(z,D)p) mit L*(z,D)p Z DD (aqep)

L*(x,D) nennt man den zu L(z, D) formal adjungierten Differentialoperator. Wie kommt man auf
L*?7 Es geniigt einen Summanden zu betrachten. Nach Definition der Multiplikation einer Distribution
mit einer C*°-Funktion (hier a,) ist

(aa(@) - (D°T), ) = (D*T)(aa - ) = (<1 T(D(aa - ) = T((~1)*) - D*(aa - )

Definition 20.6

Unter einer schwachen (oder verallgemeinerten) Losung der Differentialgleichung
L(z,D)u =S € D(R") (20.4)
in G versteht man jede Distribution 7' € D(R™)’ mit folgender Eigenschaft:
(L(x,D)T)gD =S(p) Ve € D(R™) mit suppy C G

Das heiftt, es gilt:
T(L*(x,D)«p) =S5(¢) Vo€ DER") mit suppp C G

Wenn speziell G = R™ ist, dann sollen obige Gleichungen fiir alle ¢ € D(R"™) gelten.

Man tiiberzeugt sich relativ leicht von folgender Behauptung: Wenn es eine sogenannte klassische Lésung
von (20.4) gibt, d.h. es existiert ein w € C*°(G) mit L(z,D)u = 5, dann ist S automatisch eine stetige
Funktion. Identifiziert man dann » und T},, dann ist diese klassische Lésung auch eine schwache Losung.
(Dann ist automatisch S durch eine stetige Funktion gegeben.)

Lemma 20.7

Sei u eine verallgemeinerte Losung von (20.4), sodass u eine regulére Distribution ist, und w soll zu
C™(Q) gehoren. S moge zu C(G) gehoren, und T, erfiille also (20.4) im distributionellen Sinne. Dann
ist dieses u zugleich eine klassische Losung, d.h. die Gleichung (20.4) ist punktweise in G erfiillt.

Die Betrachtungen vor dem Lemma besagen: Wenn u € C™(G) liegt, S = f eine stetige Funktion
ist und w eine klassische Losung ist, d.h. es gilt L(z,D)u(x) = f(x) fir alle z € G, dann gilt auch im
distributionellen Sinne: L(x,D)T,, = Ty. Das Lemma besagt: Wenn v und f wie oben mit L(x,D)T,, = T,
dann gilt auch punktweise L(z, D)u(z) = f(z) in G.

Beweis
Betrachte die in G definierte stetige Funktion L(z,D)u — S. Die davon erzeugte Distribution hat fol-
gende Eigenschaft: Wenn supp ¢ C G, dann ist T'(¢) = 0, denn (L(x,D)u) (¢) = S(p). Wegen des
Lemmas von du Bois und Reymond muss diese stetige Funktion L(z,D)u — .S in G verschwinden, also
gilt punktweise L(z,D)u(x) = S(z).

[
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Definition 20.8

Sei L(D) = > aq - D* ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a,. Unter
einer Grund- oder Fundamentallésung von L(D) versteht man eine Distribution 7" € D(R™)’ mit
L(D)T = 6.

Manchmal definiert man etwas allgemeiner: 7" heift Grundlosung an der Stelle a € R™ (oder mit der
Polstelle a), wenn L(D)T = 4, ist.

Grundlésungen sind nicht eindeutig bestimmt, denn wenn u die Gleichung L(D)u = 0 erfiillt, dann ist
natiirlich auch 7"+ v eine Grundlosung.

Satz 20.9 Bedeutung der Grundlésungen

Wenn T eine Grundlosung zu L(D) und S € D(R™) ist, sodass R = T * S existiert, dann ist dieses R
eine Losung der Differentialgleichung L(D)u = S.

Beweis
Aufgrund der Rechenregeln fiir Ableitungen der Faltung gilt:

L(D)R = L(D)(T + §) = [L(D)T} «S=6x5=9

20.3.1 Beispiel fiir eine schwache Losung

Sei f € C(R), dann ist u(z,t) = 1/2 - [f(z + at) — f(z — at)] auf dem gesamten R? eine schwache
Losung des folgenden Anfangswertproblems:

Differentialgleichung;: % = a®. %
Anfangsbedingungen: u(z,0) = f(z)
9u(z,0) = 0

Beachte: f (und somit u) ist im Allgemeinen nur stetig, nicht differenzierbar. Somit kann u keine starke
Losung sein.

Beweis
O.E.d.A.ist a =1, also Lu = uzy — ug und L = L*. Sei ¢ € D(R?) beliebig fest, und r so, dass
suppp C Q1 = (—r,7) X (=r,7).

Wir fiihren sogenannte charakteristische Koordinaten & und 7 ein. Die Koordinatentransformation ist:
w2 2 : _ (=Y _1 (&+n E=a+t
h:Rg, — Ry, mit h(&n)= (t) =5 (f—?]) bzw. {n:x—t
Fiir die Transformation h gilt |[det '| = 1/2. Es ist nun u(&,n) = 1/2 - [f(§) + f(n)]. Man erhalt:

h_l(Ql) C QQ = (—27“, 27“) X (—27", 27“)

Die Verkettung 1) := @ o h ist unendlich oft differenzierbar und supp ¢ C Q2. Es gilt:

0 0 1

875%7# = i(L(b) oh
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Zum Beweis verwendet man die Kettenregel:

wiem) = e(3-€+m i€
a .

0, _ D2 0s D 0t _ 1.0 1 0¢
on — Oz On ot on — 2 Oz 2 Ot
00y _ 1.0 1 0% 1 o 1 g
%{887] - le o2 4 Ox0t 4  Otox 4 2
@%lb z(Lﬁb)oh

Jetzt wird die Gleichung fiir den Nachweis schwacher Losungen gezeigt: Beachte L = L*.

(Lu)(p) = /Lu -~ dadt = /u - L dadt
R2 R2

Nach der Transformationsformel fiir Integralanwendungen gilt:

(Lu)(p) = [ 1€+ F)] - 3% (&,n) dédn

Q2
2r 2r 5 2r 2r 9
(Lu)(p) = 7{ f&)- [J; g5¢on dn d£+7£ fn)- [{ S5éom d&] dn

Die Klammerausdriicke verschwinden, da die Stammfunktionen g—;’f und g—? auf den Integrationsgren-
zen verschwinden, denn ihr abgeschlossener Trager liegt zwischen den Grenzen der offenen Menge Q5.
|

Wichtige Grundlésungen

Satz 20.10 Satz von Malgrange-Ehrenpreis

Jeder lineare Differentialoperator L(D) mit konstanten Koeffizienten besitzt eine Grundlésung, also
eine Distribution T' € D' mit L(D)T = 4.

Wir betrachten im R den gewdhnlichen Differentialoperator:
d % "
L=L|D=—|= C—
< da ) kzo o ox*

mit a; € R und a,, = 1.

Satz 20.11

Man erhélt eine Grundlésung fiir L, indem man zuerst das Anfangswertproblem
Lu=0 mit w0 =...=u™20)=0 und «™D0)=1
16st. Dann ist T' = T eine Grundlésung, wenn f gegeben ist durch

u(z) x>0

f(x):u(x)-@(x):{o el
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Beweis
Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt u € C*°(R). Es ist T = u-Tg, denn:

Ty(p) = / f(2) - pla) dz = / u(@) - 0(x) - p(x) = Tolu- ) = u- To(p)
R

R

Wir wissen, dass Tg = 0 ist. Auferdem ist (im distributionellen Sinne) u - § = u(0) - §, denn:

(u-8)(p) = d(u- ) =u(0) - ¢(0) = u(0) - 5(p)

Jetzt miissen (im distributionellen Sinne) die Ableitungen von T bis zur m. Ordnung bestimmt werd-
fen. Unter Beachtung der Leibnizschen Produktregel (siehe Ableitung von Distributionen) gilt:

T}:(U'TO)’:U/‘To-l-u'Té:u’-To—l—w(S:u’~T0+u(0)-5:u"T0
=0

Fiir weitere Ableitungen folgt unter Beachtung der Anfangswertaufgabe analog:

T(;k) = u® .7y fir k=1,....m—-1

Beachte nun Lu = 0 und a,, = 1:
LTy ="u-To+6=46

Bei den partiellen Differentialoperatoren sollen (ohne Beweis) Grundlosungen fiir die wichtigsten Ope-
ratoren angegeben werden.

1. Der Laplace-Operator A,u = § hat im R" die Grundlésung 7;, mit

1 1
- T(x) =— — fir n>3
drr - ||| (n—2)-on [z

1
By(z) = 5 -logllzl|  T5(z) =

Hierbei ist ||z|| die euklidische Norm und o,, der Oberflicheninhalt der Einheitssphére im jeweili-
gen R™. Der Beweis erfolgt die Berechnung uneigentlicher Integrale (aufgrund der Singularitaten
von T,, als Funktion an = = 0).

2. Der Wirmeleitungsoperator (0/0t — a? - A,)u = § hat die Fundamentallosung 7' = Ty mit

el g
(2a-Vr 1) |

f(l’,t) =

3. Beim Wellenoperator (9?/0t?> — a? - A,,)u = 6 sind die ersten Grundldsungen:
O(at — |lz))

oma - \/a2t? — ||z|?

Es ist Sy = {2 : ||z||* = ¢®#*}. Dann soll §(a®t? — ||z||*) = Js,, sein und so wirken: Wenn ¢
gegeben ist mit supp ¢ N Su¢ = &, dann ist (ds,,,p) = 0. Ansonsten ist (ds,,, ) = [q  © dS,
wobei dS das Oberflachenelement von Sy; ist.

o(t) 2,2 2
0O a2~ )

Ti(x, 1) = % Oat—|z))  Tola,t) = Ty(a, t) =
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20.4 Bemerkungen zur Fouriertransformation

Die Réaume D(R"™) sind in gewisser Hinsicht fiir die Fouriertransformation ungeeignet. Zur Erinnerung:
Ist B =(01,...,0,) ein Multiindex, so ist fiir z = (x1,...,z,) definiert:

Jrﬁ:x’fl--wgn

Definition und Satz 20.12
Seien «, ( beliebige Multiindizes. Der Schwartzraum S(R") ist der folgende Vektorraum:

S(R") := {f e C®°(R") : sup |z”- Do‘f(x)) < 0 Va,ﬁ} (20.5)
TER™
Die Elemente von S(R™) heifen schnell fallende Funktionen.

Zu beweisen ist, dass S ein Vektorraum ist.

Beispiel 20.8 Einige schnell fallende Funktionen

1. C*(R™) C S(R™) (Zum Beweis muss man zeigen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen
beschrénkt sind.)

2. eIzl € S(R™) — Zudem ist fiir ein Polynom p von z = (21, ..., x,) die Funktion e~121” . p(z) € S(R™).

Fiir Anwendungen ist es niitzlich, dquivalente Charakterisierungen von S(R™) zu haben. Es gilt:
k
S(R") = {f € C(R"): ]l = sup max (1 + HxH?) D f(z)| < 00 Vk € No} (20.6)
xeR"L « >

Die ||-||, sind Normen auf S(R™). In diesem Raum werden also abzdhlbar viele Normen betrachtet. Die
Charakterisierung (20.6) fiihrt zu einem Kriterium fiir die Zugehorigkeit von f € C*°(R"™) zu S(R"):

¥3,meN:3C >0: ‘Dﬁf(:c)‘ <%

(1+1212)"

Beweis der Aquivalenz von (%) und der Bedingung in (20.6)
Aus (x) folgt relativ einfach (20.6). Gelte umgekehrt (20.6). 8 mit |3| = f1+ ...+ Bn =: [ und m seien
gegeben. (Wir betrachten | < m, der andere Fall verlauft analog.) Nach (20.6) gilt fiir & = m:

m
sup max (1+ H:UH2> DO f(z)| =: C < o0
zeR™ |a|<m

Insbesondere gilt fiir alle x € R™ und obiges :

(1+121?)" - PP f@)| < ©

Entsprechend beider Charakterisierungen des Raumes wird die Konvergenz in S(R"™) wie folgt erklért:

wf = a:ﬁ-Dafn(a:) %xﬂ-Daf(x) Vo, 3
gleichméRig

Jn

Das ist genau dann der Fall, wenn || f,, — f||, — 0 fiir alle £ € Ny konvergiert. Die folgenden Operationen
sind in S(R") stetig:
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1. die Ableitung (f +— D“f fiir beliebiges o) — Das heift, dass, wenn f,, gegen f konvergiert, dann
auch D*f,, — D®f (beides in S(R™)). Dafiir muss man zeigen, dass fiir alle ¢ € S(R™) auch
D%g € S(R") liegt.

2. die Multiplikation mit einem beliebigen Polynom p von z (f — p - f)

Ein wichtiger Unterschied zwischen D(R™) und S(R™) liegt in der Multiplikation mit Funktionen.
Wihrend man ein ¢ € D(R™) mit einer beliebigen Funktion g € C'°°(R™) multiplizieren kann, ohne
D(R™) zu verlassen, gilt das fiir S(R") nicht mehr unbedingt. Zum Beispiel kann man mit exp(||z||?)
im Allgemeinen nicht multiplizieren, ohne S(R™) zu verlassen. (Es gibt auch Ausnahmen, etwa ist
exp(—|Jz]?) € SR™) und exp(z]?) - exp(— [lz]?) = 1 ¢ S(R").)

Mit welchen Funktionen kann man immer multiplizieren? Sei der Raum der polynombeschrinkten
Funktionen definiert durch

Ou(R") = {f € C®(R"): ¥33m e N,C >0 ]Dﬁ - f(x)( <o (1+ HxH?)m Vo € R
Ein typisches Beispiel fiir ein f € Op(R™) ist (fiir p € R™ und ein beliebiges Polynom q)
f(x) = ") g (x)

O (R™) ist ein Vektorraum und heifst Raum der Multiplikatoren fiir S(R"). Zur Rechtfertigung
dieses Begriffes muss man zeigen, dass S(R™) in Op/(R™) enthalten ist und fir g € O (R™) und
f € S(R™) das Produkt g - f € S(R™) liegt.

Das folgende Lemma benotigen wir bei der Fouriertransformation:

Lemma 20.13
Sei j € {1,...,m} (und D; = 0/0z;).

1. Fiir f € S(R") ist [, D;f(x) dz = 0.
2. Fir f € S(R™) und g € Op(R™) gilt:

/ D;f(2)] - g(x) do = — / £(z) - Djg(x)] da

R™ R™

Beweis
Den Beweis zu Teil 1 schreiben wir (in Bezug auf uneigentliche Integrale) etwas verkiirzt und betrachten
der Einfachheit halber nur (0.E.d.A.) n =2 und j = 1.

R R R
/le(x) dx = B}E»I;o/ /D1 (f(z1,22)) doy| dag = Rh_rgo [f(R,z2) — f(—R,x2)] dxo
R2 “r LR "R

Benutze die Charakterisierung () der Funktionen aus S(R?) fiir den Spezialfall 8 = (0, ...,0) (das ist
ein Standardtrick) und m = 2. Es existiert ein C' > 0 mit

R R
9 1 c 2C [ day
n <& o ._C — f(= <o a2
|f(£R, z2)| < TR ' ire /[f(R,xz) F(=R,x2)] dz2| < 4 /1+x§
R —R

Da das Integral konvergiert, folgt fiir R — oo:

R
2
/le(x) dz| < lim C-/ de

R—o0 R2 1 =+ x% -
2 —-R
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Die zweite Aussage folgt aus der damit bewiesenen ersten, denn natiirlich sind f-g, (D;f)-g, f-(D;g)
und D;(f - g) alle aus S(R™). Mit der Produktregel gilt:

0= [ Dyt 9@ do= [©:1)(@) g(a) do+ [ f(@)- (Dig)e) da

zrm zrn

Definition 20.14

Die auf S(R") stetigen linearen Funktionale 7' heifen temperierte Distributionen. Der Raum
dieser temperierten Distributionen wird mit S’(R™) bezeichnet.

Satz 20.15

Ein lineares Funktional T ist genau dann stetig auf S(R™), wenn es ein k& € Ny und ein C' > 0 gibt,
sodass fiir alle f € S(R") gilt:

IT(H)I < C-If1l

1. Stetigkeit heifst wieder: Wenn f,, — f in S(R™), dann konvergiert T'(f,,) — T(f) in C.
2. Fiir jedes f € S(R™) kann man wieder die Distribution Ty mit

Ty(p) = / f(@) - plz) da
Rn

betrachten. Das liefert nicht nur ein stetiges Funktional auf D(R™), sondern auch auf S(R™). (Das
sind zwei Aussagen: T;(¢p) ist endlich fir alle ¢ € S(R™) und Ty ist auf S(R™) stetig.) Man kann
also wieder S in &’ einbetten. In diesem Sinne gilt:

DCSCSCD

3. Auch fiir jede Distribution T' € &’ kann man wieder die schwache Ableitung DT bilden. Das ist
nicht verwunderlich, weil ja auch T' € D’ liegt. Die Ableitung DT liegt aber nicht nur in D', sondern
auch (wie zu erwarten) in S’.

Beispiel 20.9
Die Delta-Distribution liegt in S’, denn:

6(H = 1F(O)] < sup [F (@) = 11£llo

Warum benétigt man neben D’ auch noch 8’7 Oder umgekehrt: Warum arbeitet man nicht nur mit
dem ,bequemeren” Raum S'7?

e Die jetzt zu definierende Fouriertransformation ist fiir S bzw. &’ am besten zu definieren.

e &' reicht aber zur Behandlung von Differentialoperatoren nicht aus, weil manche Grundlosungen
nur in D’ liegen.
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Definition 20.16
Sei f € S(R™). Unter der Fouriertransformierten F(f) bzw. f versteht man folgende Funktion:

F(H)(p) = f(p) i= %1)”/2 . / f@) e dp (207
RTL

Unter der inversen Fouriertransformierten F~'(f) bzw. f versteht man folgende Funktion:

F(f)(@) = f(z) = 27:)”/2 ./ﬂp).ei«p,x) dp  (20.8)
Rn

1. Der Faktor (27)~™/2 ist bewusst aus Symmetriegriinden so gewiihlt (anders als manchen Biichern).
2. Man muss sich noch davon iiberzeigen, dass die Integrale in (20.7) und (20.8) {iberhaupt existieren:
k
£ —i-(p,x _ 2
@) < g S |00 i@ dr= o ]t (U ll?) - 1r@) de
=1 <C  [feSR™)]

IN

dr < o

c f 1
@™ g (L))"

f existiert, da das letzte Integral konvergent ist. (Analog fiir f.)

3. Der Begriff ,inverse Transformierte* muss gerechtfertigt werden: Man muss zeigen, dass F~1(F(f)) =
F(F~1(f)) = f ist. (Dies beinhaltet, dass F' und F~! von & in sich abbilden (und mehr: die
Abbildung ist sogar eineindeutig).

Satz 20.17 Eigenschaften der Fouriertransformation
1. f,f e S(R™) (S wird in sich abgebildet)

2. Es gilt:
F(D(?- f))p) = d°l-ilfl po . DJF(f)(p)
FADY? - f))@) = (=)ol (=)Wl 22 DIF-1(f)(z)

Hierbei deuten die unteren Indizes von D, und D,, die Ableitungsvariable an. Insbesondere ist:

(20.9)

F(af-f)(p) = #°-DyF(f)(p)
FOf)p) = illpe. P 200

Das heift grob: Die Fouriertransformation tiberfiihrt die Ableitung in die Multiplikation mit der Va-
riable und umgekehrt.

Beweis

Es soll der Beweis nur angedeutet werden. Der wichtige Punkt ist, dass man die Ableitung in das
Integral der Fouriertransformation hineinziehen kann. Zuerst muss man das uneigentliche Integral als
I , Wit r — oo schreiben. (K ist eine Kugel mit dem Radius r.) Das Integral darf man dann ableiten,
und macht den Grenziibergang zum Schluss.

Der Ubersichtlichkeit halber zeigen wir nur die Spezialfille (20.10), aus diesen ergibt sich die erste
Formel in (20.9) (die andere folgt analog).

[foF(f)} () = Dy [ mre f fla oP | = W‘Rﬁ D} [f(z) - e =P dx

= W . (_Z)\BI .an P f(x)- e~ Hzp) Jp = (_Z-)\ﬁl CF(z? - f)(p)
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Die zweite Formel beweist man durch mehrfache Anwendung von Lemma 20.13. Beachte, dass die
Funktion 27 - e~ “@P) fiir alle v in Oy liegt.

—i{x ‘al oz —za:
FD2f)(p) = (2571/2 an (D2 f)(x) - e @) dg = <2ﬂ1)n/2 f f(x ) da
lal.(—)lel
= Sy [ 1@ P dz =il F(P) ()

Nun kénnen wir den ersten Teil des Satzes beweisen. Dass f und f beliebig oft differenzierbar sind, ist
einfach zu zeigen. Es fehlt noch die typische Schwartzraum-Eigenschaft. Mit (20.9) ist:

p)| = | (=0l (=) P )| < m / \ |- D3’ fa))] < o0

Denn f und somit auch DZ(z¥ - f) ist aus S(R™), und fiir jedes g € S(R") ist [z |g(z)| dz < occ.
Wenn fiir alle p € R” gilt:
ist f € 8. (Analog fiir f.)

P - Dg f (p)‘ < 00, gilt das auch fiir das Supremum dieser Betrage. Damit

Das Ziel ist nun, zu zeigen, dass F' und F'~! tatséichlich zueinander invers sind. Den Beweis machen
wir nur fiir n = 1 und es soll uns geniigen, die Beweisschritte nachzuvollziehen.

Lemma 20.18
1. Fiir j(z) = exp(—22/2) gilt F(j) = F~1(j) = j.

2. Fir f € S(R) und € > 0 seien f. und f¢ gegeben durch:

Dann gilt F(f) = F(f). und F~1(f.) = F-L(f)".

3. Fir f,g € S(R) gilt:

Flo-F7H) = 7 [F@)e—p) f()dp
FHg FU) = 7 [F @)@ —p) ) dp

Beweis

1. Folgende (hdufig niitzliche) Idee fiihrt schnell zum Ziel. Es gilt: j'(z) = —x - j(z) und j(0) = 1.
Andererseits folgt aus Satz 20.17:

F(j")(p)=ip-F()(p) und F(z-j)(p)=1i-[F()'] ()

Daraus folgt durch Umstellen:
FG)) ) == FO)p)  sowie FG)0) = <=+ [/ ar =1
R

Das heifst, sowohl j als auch F'(j) losen das Anfangswertproblem ¢'(y) = —y - g(y) mit y(0) = 1.
Die Losung dieses Problems ist eindeutig, somit ist j = F'(j).
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2. Man zeigt zuerst, dass f. und f¢ in S(R) liegen, danach die eigentlichen Relationen mit einfacher
Variablentransformation.

3. Diese Formeln folgen durch Vertauschung der Integrationsreihenfolgen, etwa:

Fla- FUDN@) = &+ [0 egty)- | Jem - f) do] dy
= [0 [ g dy)
[ |
Satz 20.19 Fourier-Umkehrformel

Die Fouriertransformation ist eine eineindeutige, in beiden Richtungen stetige Abbildung des
Schwartzraumes S(R™) auf sich. Es gilt:

FoF'=F1loF=id

Beweis

Der Stetigkeitsbeweis ist eine Ubungsaufgabe. Die Umkehrformel wird in zwei Schritten gezeigt:
e Fiir alle f € S(R") und € — 0 konvergiert F~1 (¢ - F(f)) (z) — F~ 1 (F(f)) (z).
e Fiir alle f € S(R") und € — 0 konvergiert F~1 (j¢ - F(f)) (z) — f(z).

Daraus folgt der erste Teil der Umkehrformel unmittelbar, der zweite ergibt sich analog.

Satz 20.20
Fiir alle f,g € S(R") gilt:

l. fxgeSR™) und fxg=g=x*f
2. F(f-g)=(2m)"/2- F(f) * F(g) und F(f % g) = (2m)"/ - F(f) - F(g)

Jetzt wird die Fouriertransformation auf die temperierten Distributionen iibertragen.

Definition 20.21
Sei T € &'(R™). Dann ist die Fouriertransformation F(T) = T definiert durch

F(T)(f) =T(Ff) = T(f)

Da F' den S(R™) in sich abbildet, ist T'(F f) definiert. Die Stetigkeit von F(T') folgt aus der von F:
S S R"™ R™
gn—9g = Fg,>Fg = T(Fg,) —T(Fg) = FT(9,)— FT(g)

Somit ist F(T') wieder eine temperierte Distribution.
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Satz 20.22

1. Die Fouriertransformation auf S&’(R™) ist eine eineindeutige, lineare Abbildung von S’(R™) auf
S'(R™). Sie ist die Fortsetzung der Fouriertransformation auf S(R™).

2. Fiir die Fouriertransformation gilt

D (F(T)) = (=)l . F(z*T) und F(DT) =iz F(T)

3. Fiir die inverse Fouriertransformation gilt

D* (FY(T)) =il . F~'(2*T) und F~Y(DT) = (=i)*- 2% F~Y(T)

Zum ersten Punkt: Was heift ,Fortsetzung“? Sei f € S(R™). Dann ist Ty € S'(R™). Bilde F'f € S(R™) und
damit eine weitere Distribution Try € S’'(R™). Es ist Tpy = F(T}). Das heifit, die Fouriertransformation
wurde auf §’'(R™) so definiert, dass sie zur Transformation auf S(R™) kompatibel ist.

Zum zweiten und dritten Punkt: Es liegen auch D*T und z® - T in §’'(R™). (Die Formeln folgen sofort
aus den Eigenschaften der Fouriertransformation in S(R™).

Beispiel 20.10 Fouriertransformation der Delta-Distribution
1 . 1
_ . . —Z'<p,£> — — . :
Ff =g [ 1@ ar s (PO =8N = s [ @)1
zrn Rn
Somit ist .
ICGRE

Genauer: F¢ ist die reguldre Distribution T{y,)-n/2, die von dieser konstanten Funktion erzeugt wird. Mit der
inversen Fouriertransformation folgt umgekehrt:

F(Ty) = (2m)"/2 -6

Anwendung der Fouriertransformation auf die Losungen von
Differentialgleichungen

Sei ein Polynom P gegeben durch P(£) 1= 3|, <;, @a - € mit £ = (&1,...,&) € R™. Dann ist P(D)

mit P(D)u := 7, <, da - D*u ein auf S(R™) definierter Differentialoperator. Nach der Anwendung
der Fouriertransformation erhélt man (mithilfe von Satz 20.22):

F(P(D)u) (p) = P(ip) - F(u)(p)
Hat man nun eine Differentialgleichung der Form
P(D)u=f mit feSR"), (20.11)

so geht man zur Losung formal so vor:

F(P(D) = Plip) Flu) = F(f) = Flu)=261 r, u:F—1<F(f)>

Hierbei muss F(f)/P(ip) so sein, dass F~! anwendbar ist.
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Beispiel 20.11 Laplace-Operator

Sei ¢ > 0, f € S(R™). Betrachte die Differentialgleichung
(~A+c)-u=f

Wende die Fouriertransformation an:

(B + -0+ ) alp) = flp) = U=F_1<p%+._{f(f)p%+cg>

Dies wollen wir nur fiir n = 1 ndher betrachten. Sei v(z) = exp(—c - |z|)/2¢c. Was ist 4(p)?
1

. 1
i(p) = —— . [ e=ipr . L g=clal g
o) = /e 2 ¢ v
R

Das exp(—ipz) kann man in cos(ipz) — i - sin(ipz) zerlegen. Das sin - exp fillt aus Symmetriegriinden weg:

O S
£ V2r 2 4p?

Fiir die Losung der Differentialgleichung —(d?/daz? + ¢®)u = f erhilt man also mit den obigen Bezeichnungen:

(p) = VET - f0) - 00) = F(f0)(p) = ule) = (Fxo)(w) = 5 [ fla)-eol 0 ay
R

Erganzungen zur Delta-Distribution

Wir finden verschiedene Regeln fiir die Delta-Distribution. Was bedeuten diese?

1. §(2® —a?) = ﬁ “[0(z — a) + §(x + a)] — Was ist im Allgemeinen 6(f(z))?

2. [0(z—x) - 8(x—a)dz=0(z—a)

3. Was ist fab d(z) dz? (Das kann man iiber eine Fallunterscheidung formulieren.)
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21 Hilbertraume

21.1 Wiederholung: Metrische und normierte Raume

Sei M # @&. Eine Abbildung d : M x M — R heit Metrik in M, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

o Definitheit: d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 =y
e Symmetrie: d(z,y) = d(y, x)
e Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(zx, z) + d(z,y)

Dann heifst (M, d) ein metrischer Raum. In einem metrischen Raum kann man die Konvergenz von

Folgen definieren.

e Eine Folge (z,,) aus M konvergiert beziiglich dieser Metrik d gegen = € M genau dann, wenn
gilt:
Ve > 03np(e) : Vn > ng(e) s d(z,xy) < €
Man schreibt x,, — x oder lim =z, = x.
n—oo

e Eine Folge (x,) aus M heift Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve > 03np(e) : Ym,n > ng(e) : d(xm,zy) <€
Natiirlich ist jede konvergente Folge eine Cauchyfolge.

e (M,d) heifst vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.
Eine Teilmenge A C (M, d) heift dicht in M, wenn gilt:

Ve € M,e >0 3Ja(z,e) € A:d(z,a) <e

Aquivalent dazu ist die Aussage: Zu jedem = € M existiert eine Folge aus A, die gegen x konvergiert.
Satz 21.1
Jeder metrische Raum (M, d) besitzt eine Vervollstindigung (M, d), d.h.

1. Der Raum (M, d) ist vollstindig.

2. Es existiert eine eineindeutige Abbildung j von M nach M , fur die j(M) in (M , c?) dicht liegt.

3. Die Abbildung j ist isometrisch, d.h. fiir alle x,y € M gilt d(z,y) = d(j(x), j(y)).
(M ,d) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Im Folgenden werden wir Vektorrdume und lineare Abbildungen darin betrachten. Sei V' ein Vektor-
raum {iber C oder R. (Im Folgenden wird implizit immer C gewahlt.) Eine Abbildung [|-|| : V — R
heiftt Norm, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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e positive Definitheit: ||z|| > 0 und ||z]| =0< 2 =0
e Homogenitét: [|A-z|| = |A| - ||z]] VA €R
e Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z] + ||y/|

Jede Norm induziert eine Metrik durch d(z,y) := ||z — y||, also kann man prinzipiell bei jeder Metrik
fragen, ob sie durch eine Norm induziert ist. Man muss aber beachten, dass nicht jeder metrischer
Raum ein Vektorraum ist.

Ein vollstandiger normierter Raum heiftt Banachraum. Aus den Eigenschaften der Norm folgt, dass
die Vektorraumoperationen in V' stetig sind, d.h. wenn A\, — X in C sowie z,, - z und y, — y in V
konvergieren, dann folgt:

o\, xy AT
® Tpt+Yn =T +Y
Haufig wird die folgende Abschiatzung benétigt (vgl. Eigenschaften des absoluten Betrages in R):

[l = llyll| < lle =yl < llz ]l + llyll

Daraus folgt, dass aus der Konvergenz x,, — x auch die von ||z,| — ||z| folgt.

Folgenraume

1. I ={x = (z,,) : ®y, € C,{x} beschrankt, d.h. 3C : Vn : |z,| < C}

Eine Norm ist durch ||z| = ||z|,, := sup, || definiert. Der Raum [ ist vollstdndig, also ein
Banachraum. Die folgenden wichtigen Unterrdume werden mit derselben Norm betrachtet.

2. ¢ = {(xy) : (x,) ist konvergent}
3. ¢o ={(zp) : z, — 0}
4. d = {(xy) : Ino((zn)) : Vn > ng : x,, = 0} (Vektorraum aller abbrechenden Folgen)

c und cg sind abgeschlossene Unterraume von [*°. Weil [*° vollstdndig ist, sind auch ¢ und cg
vollstandig.

5. die {P-Réume mit 1 < p < o0

[e'e) [e%s) 1/p
P = {(mn) D el < oo} mit 2|, = (Z |xn\p>
n=1 n=1

Alle [P-Raume sind Banach-Raume.

Beweis dass [? ein Vektorraum ist
Sei A € C und (z,) € [P, dann ist offensichtlicherweise auch (A - z,) = A\ (z,,) € [P. Schwieriger ist der
Nachweis, dass fir x = (x,,) und y = (y,) € [P auch x +y = (x,, + yn) € [P ist.

18

(] + lyal)”

118

’xn + yn‘p <

1 n

Il
-

n

IN
18

o0
(2 max {|zn], |ya|})P = 27 - 3 max {|zn|”, [yn|”}
n=1 n=1

oo
23 (lznl? + yal?) < 22+ (Jlelp + yl) < o0

n=1

IN
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Diese Abschéatzung liefert nicht die Dreiecksungleichung.

Die Dreiecksungleichung fiir Folgen hat einen speziellen Namen, man nennt sie auch Minkowski-
Ungleichung: Fiir z,y € IP,1 < p < oo gilt: ||z +y||, < [|lz[, + [[y/|, Diese Ungleichung folgt aus einer
weiteren wichtigen Ungleichung:

Satz 21.2 Holder-Ungleichung fiir Folgen
1. Firz ell,yel®ist -y := (zn - yp) € I und es gilt ||z - yll; < ||zll; - |yl -

2. Firl<p<oound q:=p/(p—1),also 1/p+1/q =1 gilt: Wenn (z,) € ¥ und (y,) € {9, dann
ist (@n - yn) € I' mit ||z - ylly < [l2ll, - yll,

Beweis der ersten Ungleichung unter Anwendung eines wichtigen Schlussprinzips
n n (o0}
S lon - wl < sup el - S el < lylle - S bl = Nyl -
k=1 k k=1 k=1

Die Folge (3°p_; |zk - yx|) ist monoton wachsend und nach oben beschrénkt, also konvergent. Fiir
n — oo ergibt sich der Grenzwert ||z - y||; < ||z]l; - ||/l -
|

Funktionenraume

1. Sei K C R™ kompakt. C(K) ist der Raum aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf K.
Eine Norm ist definiert durch

1= 1[fllo = sup | £ ()]
zeK
C(K) ist ein Banachraum. Die Konvergenz beziiglich ||-|| , ist genau die gleichméfige Konvergenz
in K.
2. Sei I = [a,b] oder I = (a,b) oder I ein (offener) Wiirfel in R™ oder eine andere Menge. Dann ist

= {1 [i@pa<o) w1, (fuer )’

Diese Definition bereitet Probleme:

a) Nimmt man in der Definition das Riemann-Integral, sind diese Rdume uninteressant, weil
sie nicht vollstdndig sind. Man bendétigt das Lebesgue-Integral.

b) Hat man LP(I) mit dem Lebesgue-Maf eingefiihrt, sind die Elemente von LP(I) nicht ein-
zelne Funktionen, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge
vom Lebesgue-Mafs Null unterscheiden.

Unser Dilemma ist, dass L? fiir die praktischen Anwendungen, insbesondere die Quantenmecha-
nik, fundamental ist.
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21.2 Hilbertraume

Definition 21.3
Sei V ein Vektorraum iiber C. Unter einem Skalarprodukt auf V' versteht man eine Abbildung

(-,-) : V x V — C mit den Eigenschaften (fiir alle p,1,x € V und ¢ € C):
1. Definitheit: (v, ) >0 und (p,0) =0 =0
2. Distributionsgesetz: (¢, ¥ + x) = (¢, ¥) + (¢, x)

3. Linearitat im zweiten Glied: (p,c-1¥) = ¢ (@, 1)

4. konjugierte Symmetrie: (p, ) = (1, )
(V,(-,-)) heiflt unitdrer Raum.

Aus der dritten und der vierten Eigenschaft folgt die konjugierte Linearitdt im ersten Glied:
(c-o,9) =2 (o)
Aus der zweiten und vierten Eigenschaft folgt, dass das Distributionsgesetz in beiden Gliedern gilt:
P+, = (¢, x) + (¥, x)

Die dritte Eigenschaft steht im Einklang mit den Gepflogenheiten der Physik (in vielen Mathematikbii-
chern ist hingegen das erste Glied linear).

Beispiel 21.1 Wichtige unitdare Raume

o Im C" mit = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) setzt man
<.’E,y> = ka: “ Yk
k=1
e Im /2 mit den Elementen z = (7}) und y = (y;,) definiert man
(oo}
(w,y) =) Ty
k=1
e Fiir Cla, b] ist ein Skalarprodukt zwischen f, g € Cla,b] gegeben durch

b
(f.9) = / F(@) g() de

e Im L2[a,b] wird das Skalarprodukt genauso definiert, nur nimmt man kein Riemann-, sondern ein

Lebesgue-Integral.

Wir werden in Kiirze sehen, dass (wie in der linearen Algebra) durch ||¢| := (ga,go)l/ ? eine Norm im
unitéren Raum (V, (-,-)) definiert wird.

Das Ziel ist jetzt, eine Orthonormalbasis in unitdren Rdumen zu definieren.
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Definition 21.4
Sei (V, (-,-)) ein unitdrer Raum.

1. ¢, € V heifen orthogonal, wenn (o, ) = 0 ist.

2. Eine Familie von Elementen (¢q)aca aus V (A ist eine beliebige Indexmenge) heifst Orthogo-
nalsystem, wenn (¢q, @) = 0 ist fiir alle o, 8 € A mit « # (.

3. (¥a)aca heift Orthonormalsystem, wenn (pq, @) = a4 ist.

Der Standardfall fiir uns wird sein, dass A eine abzéhlbare Menge ist.

Satz 21.5 Verallgemeiner Satz des Pythagoras
Sei (V,(-,-)) ein unitdirer Raum und (p;)¥; ein endliches Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle
peV:
N 2
Il Z\ o]+ o= tone) ol (212)
=1 i=1
Beweis

Trivialerweise gilt:
N N

e=> (pip) pit (so > pine) - @i)
i=1 1=1

=) =X
Wir zeigen, dass (1, x) = 0 ist. In den beiden Vektoren sollten unterschiedliche Summationsindizes

verwendet werden.

N N
<§1<%¢>‘<ﬁi,<ﬁ— ; <%<ﬁ>~@j>
N N N
= <E (i, @) - soz-,90> - <Z (i) - i, 2 (s ) - wj>
=1 =1 7j=1
N N N
= 2 (@) (@i ) = 20 22 (@i ) - (@5, 0) - (is ©5)
=1 i=1j5=1 \T(S/—/
N 9 N 9 Y
= ; [{i )]° — ;\(%@I =0
Jetzt konnen wir (p, ¢) berechnen:
(p,0) = ({W+x,v+x)= W, ) + (¥, x)+ 60 +6x)
™
= [l%* + I|x?
9 N N N 9
[ = (b)) = <§1 (@i, ) - i, ; (@), ) - ¢j> = (s.0.) = ; [{2s, )|

Daraus folgt die Behauptung ohne weiteren Aufwand.
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Folgerung 21.6 Besselsche Ungleichung
Sei (V, (-,-)) ein unitirer Raum und (¢;)X; ein Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle ¢ € V:

Z i ) < lloll? (%)

=1

Insbesondere folgt fiir ein abzahlbares Orthonormalsystem (¢, )nen: Die in (%) links stehenden Parti-
alsummen zur unendlichen Reihe 3°°° |(¢;, ¢)|* sind monoton wachsend und durch [|¢||* nach oben
beschrénkt, also konvergiert die Reihe und wir haben folgende Abschétzung

o0
2 2
> s o) < llel

=1

Folgerung 21.7 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
In jedem unitdrem Raum (V, (-,-)) gilt:

(o, < lleoll - ll9ll (21.3)

Beweis

Fiir ¢ = 0 ist (21.3) trivialerweise richtig (beide Terme verschwinden). Sei nun ¢ # 0, dann setze
w1 =Y/ ||Y|. Es ist ||p1|| = 1, also ist (1) ein einelementiges Orthonormalsystem. Es gilt mit der
Besselschen Ungleichung fiir ein beliebiges ¢ € V' (beachte: N = 1):

or, @7 = ‘<W7’Z)Hs0>

2
2 2 2 2
<llel® = Ke,o)l® <llell” - 14l

Im [? ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gerade die Holdersche Ungleichung fiir p = g = 2:

00 00 1/2 00 1/2
3 r| < (z |) -(zw)
=1 =1 =1

Sei (V, (-,-)) ein unitdrer Raum. Dann ist ||¢|| := ({¢, (,0})1/2 eine Norm auf V.

1. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt auch fiir Semi-Skalarprodukte, d.h. bei der positiven De-
finitheit muss (p, ¢) = 0 nicht nur bei ¢ = 0 sein.

(=, y)| =

Folgerung 21.8

2. Hat man ein Skalarprodukt, dann hat man eine daraus abgeleitete Norm ||-|| = (-, ~>1/ % und damit
eine Metrik. Alle Aussagen in diesem unitdren Raum iiber Konvergenz, Stetigkeit und so weiter
beziehen sich immer auf diese induzierte Norm bzw. Metrik.

Definition 21.9

Ein wvollstdndiger unitdrer Raum heifst Hilbertraum.

In diesem Skript werden Hilbertraume immer mit kalligrafierten Buchstaben (H, I, ...) dargestellt.
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1. Wenn (V, (-,-)) ein unvollstdndiger unitdrer Raum ist, dann kann man ihn zu einem Hilbertraum
(H, (-,-)") vervollstindigen. V liegt dann dicht in M. Daher heifen unvollstéindige unitire Réume
auch Prahilbertrdume.

2. Im Folgenden betrachten wir nur sogenannte separable Hilbertridume, das heiftt solche, in denen
eine abzdhlbare, dichte Menge {1);} existiert.

Sei V ein Vektorraum und ||-|| eine Norm in V. Wann ist ||-|| durch ein Skalarprodukt gegeben?

Satz 21.10

Eine Norm in einem Vektorraum V ist genau dann durch ein Skalarprodukt gegeben, wenn die Norm
die sogenannte Parallelogrammidentitét erfillt:

lo+vl”+lle —wl” =2- (lol* + IW?) Vopev  (21.4)

Wenn diese Gleichung gilt, dann wird das Skalarprodukt eindeutig durch die sogenannte Polarisati-
onsidentitat gegeben:

() i= 7 (lo+ ol = o= wl? +i- lp =i ¢lI* —- o +3-p?)  (215)

=

1. Achtung: Wenn das Skalarprodukt als im ersten Faktor linear definiert wurde, &ndern sich die
markierten Vorzeichen in (21.5).

2. Die Notwendigkeit der obigen Bedingung, das heiftt, dass (21.5) gilt, wenn die Norm durch ein Ska-
larprodukt gegeben ist, ist einfach zu beweisen, aber miihsam nachzurechnen. Die Hinladnglichkeit,
das heift, dass in (21.5) wirklich ein Skalarprodukt steht, ist aufwéndig.

Nun wollen wir einen gegebenen Vektor ¢ € H in eine Projektion auf einen gegebenen Unterraum und
das zugehorige orthogonale Komplement zerlegen. Ein wichtiger Schritt dazu ist der folgende Satz.

Satz 21.11
Sei H ein Hilbertraum, K C H eine abgeschlossene und konvexe Menge und ¢y € H. Dann existiert
genau ein ¥y € K mit

lloo — ol = dist(eo, K) := 122% lo — |l < |lpo — ol Yoe K  (21.6)

Anschaulich bedeutet das, dass es genau einen Punkt ¢y € K gibt, der ,am dichtesten” an ¢ liegt.
Aufserdem gilt:

Re (1,00 — o) < Re (Yo,00 — o) VY €K (21.7)

1. Dass K konvex ist, heifst: Wenn ¢, ¢ € K und ¢t € [0,1], dann ist t- o+ (1 —¢) - ¢ € K (die gesamte
Verbindungsstrecke zwischen ¢ und 9 liegt in K).

2. Fiir den Satz benétigt man beide Voraussetzungen an K: Wire K nicht abgeschlossen, so gébe
es den geforderten Punkt vy nicht, da kein ||¢g — ¢|| das Infimum annehmen wiirde (mit anderen
Worten: es gidbe kein Minimum). Wére K nicht konvex, wére die Eindeutigkeit verletzt (man stelle
sich zum Beispiel eine kreisformige, innen hohle Menge vor, in deren Mittelpunkt g liegt).

3. Eine typische Anwendung wird sein, dass K ein abgeschlossener Unterraum von H ist.
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Beweis
Sei d = dist(go, K) = infyeck [|[@o — ¢||. Aus der Infimumsdefinition folgt, dass es eine Folge (1) aus
K gibt mit

Tim [l — all = d
Aus der Parallelogrammidentitit (21.4) werden wir jetzt folgern, dass (¢,,) eine Cauchyfolge ist. Setze
@ 1= o — Ym und P 1= o — ¥y, in (21.4) ein. Es folgt:

2 Jlpo = mll* + 2 llpo = ¥nll* = 112 00 = m — nll* + [0 — ml® (%)
Da K konvex ist, liegt mit 1, und vy, auch (¢, + ¥p,)/2 in K.

TR Y

||2'800_¢m_1/}n” =2- H‘PO

Die letzte Abschitzung ist richtig wegen der Definition von d. Aus (x) folgt also:

2
ln = Ul = 2+ llpo = wmll® + 2+ llo — pll” =4+ [0 = L2fe )" (218)

< 24 |lpo — Y|P 42 oo — Unl* —4-d* -0 fir m,n — oo

—d? —d?

Das heift, dass (1),,) eine Cauchyfolge ist, daher existiert, da H vollstandig ist, ein ¢y € H mit 1, — 1g.
Da (1) in der abgeschlossenen Menge K liegt, ist auch ¢y € K. v erfiillt (21.6), damit ist die Existenz
des 1y gezeigt.

Es ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Sei ¢, € K ein weiteres Element, das (21.6) erfiillt, das heift:
lleo — ol = |0 — ¥pl| = d. Analog zu (21.8) mit 1, anstelle von 1, und 1 anstelle von ), folgt:
/12
o = vl = 2-llpo = wol® +2- lpo = pll” — 4+ [ — 25
< 242 dP—4-dP=0 = =1

Jetzt wird (21.7) gezeigt. Fiir v € K, t € [0,1] gilt, weil K konvex ist:
Yo+t (Y —to)=1—1)-tho+t-peK
Benutze folgende Gleichung:
la = bl|* = (@ —b,a — b) = (a,a) — (a,0) — (b,a) + (b,b) = [la]|* + [[b]]* — 2 Re {a,b)
Dann folgt aus (21.6), weil der Abstand von g zu v kleiner ist als zu irgendeinem anderen ¢ € K:

leo — ol < llwo — [0+t (¥ — )]l

= [l(go — o) —t- (¥ — ¥o)]”
llpo — woll® + 2 - || — wol* + 2t - Re (¢ — o, — o)
t- 1Y — ol|> — 2+ Re (¥ — o, 9o — o) = 0

4

Fiir t — 0 folgt (21.7) nach einfacher Umformung.

Wir benutzen folgende Bezeichnungen: H sei ein Hilbertraum und M C H sei nichtleer.

Mt ={peH:plM}={peH Y M: (p1) =0}



21.2 Hilbertraume Seite 255

M heift Orthogonalraum oder orthogonales Komplement von M. Das orthogonale Komplement
ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H (unabhéngig von der Struktur von M). Offenbar gilt:

ME= () (= () {een: (o) =0}

YeM YeM

Bei den folgenden Betrachtungen iiberlege man, wie die entsprechenden Aussagen im endlichdimensionalen
Fall (siehe Lineare Algebra) gezeigt wurden.

Satz 21.12 Projektionssatz

Sei ‘H ein Hilbertraum und £ C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann hat jedes ¢ € H eine
eindeutige Darstellung

o=v+¢t mit ¢Yel und yYterlt

1 heifit orthogonale Projektion von ¢ auf £. Durch die Zuordnung ¢ +— 1 := Py wird eine lineare
Abbildung bzw. ein linearer Operator P definiert, der fiir alle ¢ € H die Eigenschaft hat:

1Pl < el

Dies werden wir spéter kurz als || P|| < 1 schreiben.

Im Endlichdimensionalen wiirde man dieses 1) und ¢ etwa mit Orthonormalbasen finden.

Beweis
Da L konvex und abgeschlossen ist, kann der vorige Satz angewendet werden. Es existiert also genau
ein ¢ € £ mit

le — ¢l = dist(p, £) =: d

Wir zeigen: ¢+ € L1, Dazu wird (21.7) benutzt. Es gilt also wegen ¢ — 1) = 1
Re <x, ¢L> < Re <¢,¢i> Vx € L
Fiir alle ¢ € C ist natiirlich ¢ -y € L, also kann oben x durch ¢ -y ersetzt werden.
Re [c~ <X,¢J‘>} < Re <1/J,¢J‘> Vee C,x e L

Da c beliebig gewahlt werden kann, aber der linke Term trotzdem wie angegeben nach oben beschrankt
bleibt, muss <X7 wL> = 0 und damit ¢ € £ sein.

Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ = ¢ + ¢+ = ¢/ + /" mit ¢, ¢’ € £ und L, /" € £+, dann ist:

_ /:0 :/
Y=gty = {ﬂ_zdzo} = {ﬂ:z@
€L eL’

Denn 0 ist das einzige Element, das sowohl in £ als auch in £’ liegt.

Jetzt soll gezeigt werden, dass P linear ist, dass also gilt: P(c- @1+ ¢2) = ¢ Pp1 + Pps. Mit einfacher
Umformung ergibt sich:

c 1+ @2 =c-Pp1+ Pps+c- (p1 — Pp2) + (p2 — Pyp2)
cLl ert
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Nach der Eindeutigkeitsaussage folgt, dass ¢ - Pp1 + Py die Projektion von ¢ - 1 + o auf L ist.

Py und ¢ — Py sind also orthogonal, deshalb folgt mit dem Satz von Pythagoras die im Satz vermerkte
Abschétzung durch:

2 2 2 2 2
lell™ = [P+ (@ = Po)[I” = [Poll” + [l — Pl < [Pyl

zur Anwendung diese Projektionssatzes auf die Zerlegung des Hilbertraumes

bzw. weitere Konstuktionen mit Hilbertradumen

Aus dem Projektionssatz folgt H = £ & £, das heift, H ergibt sich als orthogonale direkte Summe von
L und £’. Was heifst das?

Seien Hi,Ho € H zwei beliebige abgeschlossene Unterrdume mit H; N He = {0}. Dann ist die Menge
K:={p1+p2:9; € Hi}

wieder ein Unterraum von H. K heift direkte Summe von H; und Hs, man schreibt K := H; + Ho.
Wegen H; N He = {0} lasst sich jedes ¢ € K eindeutig als ¥ = i1 + 2 mit ¢; € H; darstellen. Eine
orthogonale direkte Summe liegt dann vor, wenn H; L Hs ist (die Bedingung H; NHe = {0} ist dann
automatisch erfiillt). Man schreibt dann K := H; & Ha.

Seien nun (Hi, (-,-);), (Ha, (-, )5) zwei a priori unabhéngige Hilbertrdume. Dann bilden wir einen neuen
Hilbertraum (H, (-, -)) wie folgt:

H=H1 ®Hs={(p1,92) : i € H;} und (@, ¢) = (p1,9¥1); + (p2,%2),
Man kann die ‘H; wie folgt in H einbetten:

o1 €H1 — (¢1,0) e H
(,0267’[2 — (O,LPQ)GH

Man identifiziert also Hy mit {(¢1,0) : ¢1 € H;} und Hsy analog. H; und Hs sind zueinander orthogonal,
genauer ist Ho = Hi und umgekehrt. Auf offensichtliche Weise definiert man die direkte Summe H;®. ..®
H,, endlich vieler Hilbertriume. Eine interessante Ubungsaufgabe ist die Charakterisierung der direkten
Summe unendlich vieler Hilbertraume.

Unser Ziel ist es nun, Orthonormalbasen in Hilbertraumen zu finden.

Definition und Satz 21.13

Fiir ein Orthonormalsystem (i, ) eines Hilbertaumes H sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. lin {py : n € N} ist dicht in H.

2. Fiir alle ¢ € H gilt

() N
o= Z:l<90n7§0>'§0n zz\}iinooz:l«omcp)-san
n= n—=

3. Fiir alle ¢ € H gilt die Parsevalsche Identitit: ||o]* = 32°° [(¢n, )]
Die (pn, @) heifen Fourierkoeffizienten von ¢ beziiglich (¢y,).

Besitzt das Orthonormalsystem (¢,,) diese Eigenschaften, so heift es Orthonormalbasis.
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1. Die Menge lin {¢,, : n € N} umfasst alle endlichen Linearkombinationen der ¢,,.

2. Im Endlichdimensionalen ist Satz 21.13 uninteressant, da lin {¢, } = H fiir dim H = n.

Beweis
Man denke an Satz 21.3. Dort hatten wir folgende Konstellation:

2 N 2 N
el = ek )™+ |10 — 22 (ers ) - Pk (*)
k=1 k=1
N N
o= > (er®) ert(@— ) (r0) - or)
k=1 k=1
=9 =X

Dann wurde gezeigt, dass ¥ L x ist. Das heifit, dass ¥ gerade die Projektion von ¢ auf den von ¢1, ..., oN
aufgespannten Unterraum Hp ist. Also ist ©» = Pyy. Dann gilt laut dem Projektionssatz:

¢ — Pnell = dist(e, Hy)

Aus 1. folgt 3.: Die lineare Hiille lin {¢,, : n € N} liegt dicht in H, das heift: Zu jedem ¢ € H und
e > 0 existiert eine Linearkombination ¢ := Y 1%, ¢ - ¢ mit
no

Y- Z Ck Pk
k=1

Dann gilt offensichtlich fur alle n > ng: ¢ € Hy, C Hy. Nun folgt mit (x):

lo —w[1* =

<e€

n
0 < [lell” = > e, 0)* = o = Pagll* = dist® (0, Hn) < o = 9| <&
k=1

Diese Abschétzung gilt auch noch fiir n — oo und da € > 0 beliebig klein sein darf, folgt die
Parsevalsche Identitét.

Aus 3. folgt 2.: Wegen (x) folgt:

N 2

N
2 2
0= {er) x| =llel* =D ler o)l
k=1 k=1

Dieser Term geht fiir N — oo wegen der Voraussetzung gegen Null, also:

o0
0= {or ) ox
k=1

Aus 2. folgt 1.: ist einfach zu zeigen, denn die Voraussetzung beinhaltet:
N
> (o 0) ok — @
k=1
Das heift, fiir € > 0 existiert ein ng, fiir dass gilt:

0

0= {Pr ) ex

k=1

<e€

Das ist gerade die Anforderung fiir Dichtheit.

Satz 21.14
Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
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Beweis

In beliebigen Hilbertraumen wird dieser Satz mithilfe des ,Lemmas von Zorn“ bewiesen. (Grob ge-
sprochen ersetzt das Lemma im nicht-abzéhlbaren Fall das Induktionsaxiom.) Einfacher geht es in
separablen Hilbertrdumen, das heifit, es existiert eine abzdhlbare, dichte Menge {¢/ : n € N} in H.
Diese Menge wollen wir als Folge (¢!,) schreiben.

Nun bilden wir eine neue Folge (1),,), indem wir nacheinander aus (¢/],) alle Elemente ausschliefen, die
Linearkombinationen der vorhergehenden sind (0.E.d.A. sei ¥} = 11 # 0). Diese neue Folge (¢,,) hat
folgende zwei Eigenschaften:

e Endlich viele dieser i sind stets linear unabhéngig.

e Esist lin{¢y, : n € N} =lin{¢], : n € N}, diese Menge ist dicht in H.
Auf (¢,,) wird das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren aus der Linearen Algebra ange-
wendet:

1. Das erste Element ist ¢ := 11/ ||¢1]], also die Normierung von ;.

2. Das zweite Element ¢ ist die Normierung von ¢, := ¢y — (¢1,12) - ¥1, dem Anteil von )9, der
senkrecht auf 17 steht.

3. Allgemein ist ¢, fiir n > 1 die Normierung von ¢}, := 1, — ZZ;% (ks Un) - Ok

Damit erhélt man ein Orthonormalsystem () mit lin{¢; : 1 <7 <n} =lin{p; : 1 <i < n} fiir alle
n, insbesondere ist lin {t); : i € N} =lin{¢; : ¢ € N} und diese Menge ist dicht in H. Also ist (¢y,) eine
Orthonormalbasis geméaft Satz 21.13.

|

1. H ist genau dann separabel, wenn H eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt. (Gezeigt ist bis jetzt
nur die eine Richtung in Form des Beweises zum Satz 21.13, die andere Richtung kann man sich
leicht selbst iiberlegen.)

2. In einem separablem Hilbertraum ist jede Orthonormalbasis abzdhlbar; generell sind in jedem Hil-
bertraum alle Orthonormalbasen gleichméchtig. Die Méchtigkeit einer Orthonormalbasis (also aller
Orthonormalbasen) nennt man die Hilbertraumdimension von H.

Eine Orthonormalbasis im unendlichdimensionalen Hilbertraum ist keine Basis im Sinne der linearen
Algebra, also keine algebraische Basis. Ist (¢,,) also eine Orthonormalbasis, dann kann man nicht
alle ¢ € 'H als endliche Linearkombination von ¢,, darstellen.

3. Eine Orthonormalbasis ist stets ein maximales Orthonormalsystem. Das heifst: Ist (p,,) eine Ortho-
normalbasis, so folgt aus (¢, ¢,,) = 0¥n stets ¢ = 0.

Beachte: Ist D C H dicht mit (p,v) = 0 fiir alle ¢ € D, dann folgt ¢ = 0, denn dass D dicht in
H ist, heift, dass eine Folge (1,,) aus D existiert, die gegen ¢ konvergiert. Dann ist (¢, ¢,,) = 0 fiir
alle n, also verschwindet auch der Grenzwert:

0= lim (p,,) = <¢,nlirr;0wn> =(p,p) = =0

n—oo

Der einzige problematische Punkt ist die zweite Umformung, bei der der Grenzwert in das Skalar-
produkt gezogen wird. Das geht aber wegen:

(e, ) — (0, 0) = (@, — @) < |lell - |t — ]l — 0

Diese Eigenschaft entspricht gerade der Stetigkeit des Skalarprodukts in der zweiten Komponente.

4. Wie in der linearen Algebra gilt: Ist (1,,) ein Orthonormalsystem in H, dann kann man (¢,,) immer
zu einer Orthonormalbasis ergénzen.
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Betrachte den von den (1),,) aufgespannten Unterraum H; von H. Dann ist H = H; @ Hi. Nach
unserem Satz besitzt auch der Hilbertraum Hi- eine Orthonormalbasis (¢//,). Irgendeine Abzihlung
(pn) der Menge {¢, } U {4}, } ist dann wieder eine Orthonormalbasis in H.

Das folgende Resultat ist fundamental: Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H’ der Raum der linearen
stetigen Funktionale auf H. Die Funktion f € H’ bildet von H nach C ab und hat die folgenden
Eigenschaften:

1. fist linear, d.h. f(c-p+d-9)=c- f(g)+d- f(¥) fir alle ¢,d € C und ¢,9 € H.

2. f ist stetig, das heifst, wenn ¢,, in ‘H gegen ¢ konvergiert, dann geht f(p,) in C gegen f(p).
Wir werden spéter bei linearen Abbildungen von H nach K allgemein zeigen, dass die obige
Stetigkeit dquivalent ist zu der Abschitzung:

1f(e) <C-|lell YVoeH und C >0 fest

Ist diese Abschétzung erfiillt, so ist f stetig, denn wenn ¢,, gegen ¢ konvergiert, dann auch f(p,)
gegen f(yp) wegen:
[flen) = F(@) = 1f(en =) <C - lon =l = 0

Beispiel 21.2 fiir lineare stetige Funktionale auf H

Sei ¢ € H fest. Setze fy(p) := (¢, ). Dann ist fy linear, und wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
auch stetig:

[fu (@) = 1(, ) < 19l - NIl

Im folgenden Theorem werden wir sehen, dass es keine weiteren linearen stetigen Funktionale auf H
gibt. In H’ definieren wir vorher eine Norm:

VfeH

IFII":= sup [f(e)
<

llell <1

Theorem 21.15 Satz von Riesz
Jedes f € H' hat die Form
f=Fy=,")
mit einem eindeutig bestimmten ¢ € H. Die Abbildung J : H — H' mit ¢ — f, ist eine bijektive,
konjugiert-lineare und isometrische Abbildung, das heifst:

Il = 191" = I1£If

Dass J konjugiert linear ist, heifit:

Jp+v)=Jp+JyY und J(ep)=c-Jp VYeeCund p,v € H

Beweis
Die Injektivitét ist klar, denn Jo = f = 0 heifst, dass f(p) = (¢, @) = 0 fiir alle ¢ ist, woraus ¢ = 0
folgt. Es ist nur zu zeigen, dass J surjektiv ist, was der eigentliche Inhalt des Theorems ist.

Sei 0.E.d.A. f # 0 (fiir f = 0 kann man ¢ = 0 wéhlen). Dann ist Kern f = {¢ € H: f(¢) = 0} ein
abgeschlossener Unterraum von H. (Ein Unterraum ist es, weil f linear ist; die Abgeschlossenheit folgt
aus der Stetigkeit von f, denn Kern f = f~({0}) und {0} ist abgeschlossen.)



21.2 Hilbertrdume Seite 260

Da f # 0 ist, ist (Kern f)* # {0}. AuRerdem hat (Kern f)* die Dimension 1. Sei nun ¢y € (Kern f)*
mit [[1p|| = 1. Dann sei ein Element y,, mit ¢ € H gegeben durch:

Xe = f(@o) ¢~ flp)-
= fxe) = f(¥o) flp)— f() f(o) =0
= 0 = (Y,xp) = W0, [(0) - — (@) -vo) = f(2o) - (Yo, ) — f() - (Y0, %0)
——

S ) = S0 (o) N
@) = (F@o)-vo¢

Also gilt fiir alle p € H mit ¢ := f(vo) - ¥o:
flo)=(U,0) VopeH

Damit ist die Existenz eines 1) gezeigt (und implizit eine Konstruktionsvorschrift fiir ¢ aus f erstellt
worden). Es muss noch die Eindeutigkeit gezeigt werden: Sei f wie oben darstellbar mit ¢,¢’ € H,
also f(p = (¥, p) = (¢, ¢). Dann ist (1 — ', o) = 0 fiir alle @, also ist 1) — 1)’ = 0.

Jetzt werden die Eigenschaften von J untersucht. Seien 1,12 € ‘H beliebig und ¢ € C beliebig:

J(W1+v2)(¢) = (Y1 +2,0) = (Y1, 0) + (Y2, 0) = Jh1(p) + Jh2(p)
J(e-1)(p) = (c-P1,p) =¢- (Y1,0) =C- JY1(p)

Da die Aquivalenz von Funktionen punktweise definiert ist, folgt hieraus J (11 +19) = Jipy + Jibs und
J(c- 1) =¢- Ji1. Zur Isometrie:

170" = I1fsll" = sup |fu(@)l = sup (v, )| = [|¥]

llell<1 el <t

Der letzte Schritt ist richtig, weil:
o [l el < Il - llell < [lll, also ist {{4, ) : [ll| < 1} durch [|5b][ beschrénkt.
o Fiir p:= 1/ ||¢] ist (¥, ¢) = |||, also muss dies mit obiger Beschréanktheit das Supremum sein.
]
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22 Beschrankte lineare Operatoren

22.1 Aligemeine Eigenschaften. Beispiele

Etliche Definitionen und Betrachtungen kénnten auch in normierten bzw. Banachrdumen durchgefiihrt
werden. Als Vereinfachung betrachten wir aber stets nur lineare Operatoren im gleichen Hilbertraum
(also in der Regel nicht zwischen verschiedenen Hilbertraumen).

Definition 22.1

Ein linearer Operator A im Hilbertraum H ist eine auf einem linearen Teilraum D(A) definierte
lineare Abbildung A : D(A) — H. Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

e D(A) heift Definitionsbereich von A.

o imA = {Ap: ¢ € D(A)} heist Wertebereich von A.

e Kern A = {p € D(A) : Ap = 0} heikt Kern bzw. Nullraum von A.
e G(A)={(p,Ap): p € D(A)} C H X H heifst Graph von A.

o A heift dicht definiert, wenn D(A) in H dicht liegt.

1. Der Begriff der Linearitdt ist wie {iblich definiert, also A(c- ¢ +d-¢) = ¢ Ap + d - Ay fur alle
c,d € Cund ¢, € D(A).

2. Da wir nur lineare Operatoren betrachten, sprechen wir einfach von Operatoren.
3. A und D(A) gehoren immer zusammen!
4. G(A) ist ein linearer Unterraum von H x H.
5. Wir betrachten nur dicht definierte Operatoren; in den folgenden Sétzen wird im Allgemeinen
D(A) = H sein.
Beispiele

1. Sei der Operator @ gegeben durch (Qf)(x) := x - f(z). Das ist nur eine Vorschrift, wie der
Operator formal wirken soll. () wirkt auch linear. Um aus @ einen linearen Operator mit zu
bestimmenden Eigenschaften zu machen, braucht man einen Raum, in dem er wirkt, und einen
geeigneten Definitionsbereich. A priori ist diese Wahl nicht klar; sie hdngt von der Aufgabenstel-
lung ab.

Sei zum Beispiel H = L?[a,b] und D(Q) = H. Zu priifen ist, ob @ von H nach H abbildet: Sei
f € L?[a,b]. Liegt auch Qf € L?[a,b]?
b

b b
a/rczf<x>|2 dw—a/\fc-f(w)\2 dm—/r:rﬁ-\ (@) d"““ii?fb]'x’ /!f 2 4 < oo

a

<oo
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Fiir H = L?[a,b] ist durch @ und D(Q) = H also ein linearer Operator definiert. Aus obiger
Herleitung kann man schon erahnen, dass das fiir H = D(Q) = L?*(R) nicht der Fall ist (der
Beweis ist noch etwas schwieriger). Im L?(R) gibt es fiir D(Q) aber viele Varianten, zum Beispiel
D(Q) = CX(R) oder D(Q) := S(R). Der maximale Definitionsbereich ist offensichtlicherweise

D@ =S P®): [l f@) do <o

Q ist der typische Ortsoperator der Quantenmechanik.

2. Sei P := 1/i-d/dz, also Pf = f’/i. (Das 1/i ist spiter von fundamentaler Bedeutung fiir
die Eigenschaften des Operators.) Dieser Operator kann zum Beispiel im H = L?[a, b] benutzt
werden, aber nie fiir D(P) = ‘H, da nicht alle Elemente von H differenzierbar sind. Mdoglich sind
D(P) = Cl[a, b], der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b], oder auch

D(P)={f¢€ L*[a,b] : f' existiert und f’ € L*[a, b}
Fiir H = L*(R) sind méglich: D(P) = C°(R) oder D(P) = S(R) oder
D(P) = {f € L*(R) : f' existiert und f' € L*(R)}

P ist der typische Impulsoperator der Quantenphysik (bis auf einen Faktor ).
3. Sei H =12 und (ay,) eine beliebige Folge aus C. Der Definitionsbereich fiir den Operator A sei

D(A) = {(z,) € I*: (an - x,) € I*} = {(xn) cl?: Z |ay, -z, < oo}

n=1

Der Operator A ist gegeben durch A(z,) := (ay, - z,) fir alle x = (z,,) € D(A). Diese Opera-
tion entspricht gerade der Multiplikation des Spaltenvektors mit den Folgenelementen mit einer
Diagonalmatrix:

aj 0 T aj - T

0 an T Ay * Tp,

Deswegen heift A Diagonaloperator. D(A) liegt dicht in [?, denn die abbrechenden Folgen
liegen alle in D(A).

4. Die Verschiebungsoperatoren oder Shift-Operatoren sind fir H = D(R) = D(L) = [?
gegeben durch:
Rx = R(zy,) = (0,21,22,...)
Lx = L(zy,) = (z2,23,...)

Im endlichdimensionalen Fall ist es sinnvoll, von der Menge aller linearen Operatoren auf einem Vek-
torraum zu sprechen und Eigenschaften dieser Menge zu untersuchen. Im unendlichdimensionalen Fall
gibt es fiir beliebige lineare Operatoren keine verniinftigen Sitze, wegen zu vieler pathologischer Fille.
Deswegen arbeitet man mit ,yerniinftigen“ Klassen linearer Operatoren.

Zur Wiederholung: Eine Teilmenge M C H heift beschrénkt, wenn es ein D > 0 gibt mit ||¢|| < D fiir
alle ¢ € M. Geometrisch gesprochen bedeutet das, dass M in einer hinreichend groften Kugel um den
Mittelpunkt 0 mit dem endlichen Radius D liegt.
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Definition 22.2
Sei A : D(A) — H ein linearer Operator. A heifit:

e beschrinkt, wenn A beschrankte Mengen aus M C D(A) in beschriankte Mengen AM abbildet.

e stetig, wenn fiir eine beliebige Folge (p,) aus D(A) gilt: Aus ¢, — ¢ folgt Ay, — Ap. (Das
ist eigentlich nur die Stetigkeit in ¢; diese Relation soll fiir alle ¢ € D(A) gelten.)

Satz 22.3

Sei A : D(A) — H ein linearer Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. A ist beschréankt.
2. Es existiert ein C' > 0 mit ||Ag|| < C - ||¢|| fir alle ¢ € D(A).
3. A ist stetig (d.h. in jedem ¢ € D(A) stetig).
4. Aist in 0 € D(A) stetig.
Beweis
Aus 3. folgt 4.: Das ist mehr als nur trivial.

Aus 2. folgt 3.: Sei p € D(A) und (¢y,) eine Folge aus D(A) mit ¢, — ¢.

[Aen — Apl| = [[A(en =) < C - llpn — ¢l = 0

Daraus folgt Ap, — Ap.
Aus 2. folgt 1.: Sei M C D(A) beschrankt, also ist ||| < D fiir alle ¢ € M. Dann ist:

[Apl| < C-llol <C-D Vpe M

Deswegen ist auch AM beschrinkt.

Aus 1. folgt 2.: Wir zeigen gleichzeitig, dass aus Aussage 4 die Aussage 2 folgt, indem gezeigt wird,
dass, wenn Aussage 2 nicht gilt, die Aussagen 1 und 4 nicht gelten koénnen. Wenn 2. nicht gilt,
dann existiert zu jedem C > 0 ein ¢ € D(A) mit ||Ag|| > C - ||¢||. Dies spezialisieren wir auf
natiirliche Zahlen (C' = 1,2,...): Fiir alle n € N existiert ein ¢, € D(A) mit ||Ap,| > C - |len]|-
Betrachte nun die Folge (¢,,) mit

n 1
L eDA) >l == —0

"~ enl-vn
Also geht ¢, — 0 und {¢,,} ist beschrénkt, aber:

| Apn| n - |lonll
| Athy || = > =vn

Also geht Ap,, # 0, somit ist { A, } nicht beschriankt, was ein Widerspruch zu 1. und 4. ist.

Somit kénnen in Zukunft Beschréanktheit und Stetigkeit synonym verwendet werden.

Wenn A auf einem dichten Definitionsbereich D(A) stetig ist, dann 14sst sich A zu einem stetigen Operator
auf ganz H fortsetzen.
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In Zukunft seien beschrinkte Operatoren stets auf ganz H definiert, falls nicht ausdriicklich etwas
anderes gesagt wird. Mit B(H) sei die Menge aller beschrankten /stetigen linearen Operatoren von H
in H bezeichnet. In B(H) > T ist eine Norm gegeben durch:

1T :=nf{C>0: [Tel| <C-lloll Vo e H}  (22.1)

Laut der Infimumsdefinition gilt fiir alle e > 0 und alle ¢ € H: || To|| < (|T]| +¢) - |¢]]. Fiir € — 0 erhélt
man die sehr wichtige Abschétzung:

1Tl < I - Il (22.2)
Lemma 22.4
Fir T' € B(H) gilt:
T = sup{[|Tel:¢€H, el <1}
ITI = sup{l|Tel : ¢ €H,|ell=1}
1Tl = sup{[|Tel :¢€H, el <1}
IT| = sup{|[(s),Tp)|:p,¥ €H, ol <Ly <1}

Beweis
Die 4 Suprema werden (von oben nach unten) mit N; bis Ny bezeichnet. Zu zeigen ist Ny = ... =
Ny = ||T||. Es gilt folgende (leicht selber beweisbare) Gleichung:

sup [(o,x)| = |lol
lIx|I<1

Damit sieht man unmittelbar Ny = Nj. Aus (22.2) folgt:

lell <1
[Toll < IT) Ve : < llell =1
loll <1
Also ist Ny, N, N3 < ||T||. Trivial ist zudem N; > Na, N3 (da die Mengen in Ny und N3 Teilmengen

der Menge in Nj sind). Wir zeigen nun N3 < Na: Fiir ¢ = 0 ist ||Tp|| =0 < Ny. Fiir 0 < ||| < 1
betrachte v := ¢/ ||¢||, also ||¥] = 1.

1
|l

Insgesamt gilt also N3 < Np < Ny < ||T||. Jetzt zeigen wir: ||T'|] < N3, dann ist der Beweis erbracht.
Es sei 0.E.d.A. T # 0, also ||T'|| > 0. Wegen (22.1) existiert zu jedem ¢ € (0,1) ein ¢ # 0 mit:

1Tl > (1 —2) - IT1] - lel
—_————

1Tl = NTell < Tl = N2> N3

<|IT|
. . e 1 . .
Dann gilt fiir ¢ := gy - © mit || < 1
1 (1=¢) -l 1-¢
1Tl = Tl > AT = Nz = |[[Ty| > 1Tl
(1+e) -l (1+e)- el Lte

Fiir ¢ — 0 folgt N3 > ||T|.
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Satz 22.5
(B(H), ||]|) ist ein Banachraum, in dem zusatzlich gilt:

|A- Bl < [A]l - [IB]

Beweis
Mithilfe der Abschitzung (22.2) folgt die positive Definitheit sofort. Die Homogenitidt und die Drei-
ecksungleichung sind ebenfalls einfach. Zur Multiplikativitét:

[A- Bl = sup [|A(By)|| <(22.2) <[ A]- sup [[Bell = [A] - Bl
llll<1 llpll<1

B(H) ist natiirlich ein Vektorraum, denn Linearkombinationen stetiger linearer Abbildungen sind wie-
der stetig und linear. Zu zeigen ist noch, dass (B(H), ||-||) vollstéandig ist. Sei (7},) eine |-||-Cauchyfolge
aus B(H). Wir zeigen, dass es ein T € B(H) gibt mit T, — T" (beziiglich ||-]|).

(T,,) ist eine Cauchyfolge, also gilt: ||T,, — T;,|| — 0 fir m,n — co. Damit ist fiir alle ¢ € H die Folge
(Th) eine Cauchyfolge in ‘H, denn:

1 Tnp = Tl < (22.2) < [T = Tl - llll = 0 fiir - m,n — o0

Da 'H vollstandig ist, existiert ein ¥ € H mit T, — . Definiere nun 71" durch Ty := 1. An T stellen
wir folgende Forderungen:

e 7T muss linear sein.

T(a-p1+b-p2) = lim Ty(a- 1 +b-p2) = lim [a-Topr +b-Trpo] = a-Tp1 +b- T

e T muss stetig sein. Da (7},) eine Cauchyfolge ist, ist auch (||7},||) eine Cauchyfolge, denn:
Tl = I Tonlll < IT0 = Tl = 0 fiir - m,n — oo

Auferdem ist (||7,]|) beschrénkt, d.h. es existiert ein K > 0 mit (||7,|) < K fiir alle n. Benutze
die Stetigkeit der Norm:

1Tl = | Jim Tag|| = Tim [1Tagll < Jim [Tl - lpll < K - o]

Da Stetigkeit und Beschrianktheit bei linearen Operatoren zusammenfallen, ist 1" also stetig.

e T, muss beziiglich ||-|| gegen T konvergieren, also |7, —T|| — 0. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann
existiert ein ng, sodass fiir alle m,n > ng gilt:

ITo ~Tull <c = (@~ T)ell = lim (T~ T)oll < - el

Nach der Charakterisierung der Operatornorm ist ||7,, — T'|| < €, also konvergiert T,, — T.

Bemerkung

Betrachtet man lineare Operatoren, die von H in einen anderen Raum /C abbilden, so muss K vollstandig
sein. Die Vollstandigkeit von H braucht man fiir diesen Satz nicht.
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Beispiel 22.1 Integraloperatoren
Sei H = L?[a,b] und k € C([a,b] x [a,b]). Fiir ¢ € L?[a, b] setze

b
Ko (Kp)(x) = / k(. y) - oly) dy

a

F € B(H) heift endlichdimensional oder von endlichem Rang, wenn im F' endlichdimensional
ist. Die Menge aller endlichdimensionalen Operatoren sei F(H).

Beispiel 22.2 Endlichdimensionale Operatoren

Seien @1,...,@n, U1, ...,1¥, € H beliebig fest. Setze:
n
F = Z<<)Ola> 'wi
i=1

F ist hochstens n-dimensional (die Dimension wird kleiner als n, wenn die %1, ..., 1, linear abhéngig sind).
Prézise formuliert ist dim F' = dimlin {¢1, ..., ¢, }.

Bemerkung zum inversen Operator

Wenn ein Operator A : D(A) — im A injektiv ist, d.h. (da A linear ist) Kern A = {0}, dann existiert ein
inverser Operator A=! : im A — D(A), der wiederum linear ist. Aber: A~! braucht weder dicht definiert
noch auf im A stetig zu sein.

Ist A beschriinkt und bijektiv (das heifft im A = H), dann ist A~! automatisch beschrinkt.

22.2 Der adjungierte Operator

Der Begriff des adjungierten Operators verallgemeinert die hermitesch konjugierte Matrix.

Definition und Satz 22.6
Zu jedem T € B(H) existiert genau ein T € B(H) mit

(0, TY) = (T, ) Vo, €H
T* ist der zu T adjungierte Operator. Es gilt | 77| = ||T||.

Beweis
Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren S1,S2 € B(H) mit (o, Tv) = (Sip, ) = (Sap, ).
Dann ist (fiir alle vp € H) ((S1 — S2)p,9) = 0, also ist (fiir alle ¢ € H) (S1 — S2)p = 0, also ist
S1 = 85,.

Zur Existenz: Fiir jedes feste ¢ € H und ein beliebiges ¢ € H gilt:

(o, T <l - 1Tl < llpll - ITI] - Ml

Also ist ¥ — (p,T1) ein stetiges lineares Funktional. Nach dem Satz von Riesz existiert genau ein
Y* € H mit (o, TY) = (*, ). Definiere T* durch T*¢ = ¢*. T* ist linear wegen

(1,2, TY) = (Vi 2, 0) = (T @12, )

Aus der Eindeutigkeit von ¢* folgt nun einerseits:

(1 + 2, T) = (T"(p1 + 2), %)
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Andererseits gilt auch:

(o1, TY) = (T"p1,9) = {p1+ 2, TY) = (T"p1 + T p2,9)

Die Beschréanktheit folgern wir aus dem Vergleich der Normen.

177 =~ sup  [{p,T")| = sup [(To, )| = [T
el el <1 el lel <1

Wie bestimmt man 7?7 Héufig versucht man, 7™ aus der Definition von T zu erraten. Dabei hilft die
Eindeutigkeit von T'.

Beispiel 22.3

Gesucht ist R*, wobei R der Rechtsshift im [? ist:

Rz = R(z,) = (0,21, x2,...)

Gelte nun (x, Ry) = (R*z,y). Setze R*z =: 2.

118

(z,Ry) =
<R*I, y> =

T, (Ry)i =T1-0+T2-y1 +T3 - Y2+ ...
1
1°Y1+22-y2+...

N
Qg

Man liest z; = x2, 22 = x3 ab. Offensichtlicherweise ist R* = L

Definition und Satz 22.7
B(H) ist beziiglich der Operatornorm und beziiglich der Abbildung 7' — T™* eine C*-Algebra mit
Einselement. Das heift:

1. B(H) ist eine Algebra, also ein Vektorraum mit Multiplikation in sich und Distributivgesetz.

2. B(H) ist eine *-Algebra, denn 7' +— T™ ist eine Involution:

(ctA+B)*=¢-A*"+B* und (A-B)"=B"-A" und A" =A

3. B(H) ist eine normierte Algebra, d.h. B(H) ist ein normierter Raum mit

IA- Bl <Al -[IB]

4. Die Norm erfiillt die C*-Eigenschaft ||A* - A|| = ||A]>.

5. Der Einheitsoperator [ ist das Einselement der Algebra: I - A=A -1 = A.

B(H) ist ein Banachraum und deswegen sogar eine Banachalgebra.

Beweis
Der Beweis der ersten Aussage ist einfach, denn A - B ist beschrénkt, wenn A und B beschriankt sind.

Die dritte Aussage haben wir schon gezeigt, die fiinfte ist offensichtlich.

2. beruht wesentlich auf der eindeutigen Bestimmtheit des adjungierten Operators. Exemplarisch
wird die zweite Relation betrachtet. Einerseits gilt:

(0, (A B)) = ((A- B)"¢,9)
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Man kann auch anders umformen:

(0, A(BY)) = (A%, B) = (B*(A"p), ) = ((B* - A")p, 1)

Beide Relationen gelten fiir alle moéglichen ¢ und v, daraus folgt die Behauptung.

4. wird mithilfe der dritten Aussage bewiesen.
[T - T < |75 - T = (7] - [T
Zu zeigen ist die umgekehrte Abschétzung:

IT*-T| = sup |T*Te| = sup [T*Tp,9)|> sup (T*Tep,p)| = sup (T, Te)|=|T|
lell<t el i1 <1 lell<t lell<1

Lemma 22.8
Sei T € B(H) invertierbar in B(H), d.h. T~! € B(H). Dann ist auch T* in B(H) invertierbar mit:

(T*)fl — (Tfl)*
Beweis
Betrachte die Adjunktion des Einheitsoperators:
[=T-T' =TT = =@ Y T"=T" (T =]

Hieraus folgt, dass (T~1)* gerade das Inverse von T* sein muss (was aber gerade die Behauptung ist),
denn wenn man beide in beliebiger Reihenfolge multipliziert, kommt man auf das Einselement.
|

Héufig benutzt werden die beiden folgenden Sétze.

Satz 22.9
Sei H ein komplexer Hilbertraum und 7" € B(H) mit (T'p, p) = 0 fiir alle ¢ € H, dann ist 7' = 0.

Im reellen Hilbertraum gilt dieser Satz nicht. Das klassische Gegenbeispiel ist die Drehung um 90° im R2.

Beweis

Wir zeigen, dass aus der Forderung folgt, dass (T'y, ) = 0 fiir alle ¢, € H ist, dann ist offensicht-
licherweise T' = 0, denn Ty steht auf allen Vektoren des Raumes senkrecht, muss also der Nullvektor
sein.

Seien ¢, 1 € H beliebig. Laut Voraussetzung gilt (T'(¢p 4+ 1), (¢ + 1)) = 0. Aufgeldst verbleibt:

(T, ) +(Th,p) =0 ()

Nun ersetze ¢ durch ¢ - ¥:
(To, ) = (Tih, ) = 0

I
o
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Diese Gleichung kann man zu (%) addieren, man erhélt (T'p, ) = 0.

Folgerung 22.10
Sei H komplex und A, B € B(H) mit (Ap, p) = (Byp, ) fiir alle ¢ € H, dann ist A = B.

Satz 22.11
Sei A € B(H). Dann gilt:

(imA)t =KernA* und (imA*)t =Kern A

Es ist wichtig, wo das orthogonale Komplement steht. Zum Beispiel gilt in Analogie zur ersten Aussa-
ge nicht immer im A = (Kern A*)*, sondern im A = (im A)*+ = (Kern A*)*, denn im A muss nicht
abgeschlossen sein.

Beweis
Die zweite Beziehung folgt aus der ersten mit der Ersetzung A — A*.

(imA)+ = {YeH: @, x)=0VycimA}
{th e H: (¥, Ap) = 0Vyp € H}
{¥ e H: (A", p) =0Vp € H}
= {YeH: A% =0} =Kern A*

Definition 22.12 Klassifikation beschrankter Operatoren
Ein Operator A € B(H) heifst:

e selbstadjungiert, wenn A = A* ist.

e positiv, wenn (Ag, ) > 0 fiir alle ¢ € H ist. (Das impliziert, dass (Ag, ¢) immer reell ist!)
e unitir, wenn A* = A~ ist.

e normal, wenn A*- A=A A* ist.

e Projektion, wenn A% = A ist.

e Orthogonalprojektion, wenn A2 = A und A = A* ist. (Orthogonalprojektionen sind selbst-
adjungierte Projektionen.)

e isometrisch oder Isometrie, wenn || Ap| = [|¢|| fiir alle ¢ € H ist..

e partiell isometrisch, wenn es eine Zerlegung H = H; ® Ho gibt mit: Kern A = Hs und
A : Hy — H ist isometrisch. (Das heift, der Operator verschwindet auf Hs und bildet den H;
isometrisch ab.)

Dann heifft H; Anfangsbereich von A und im A heifst Endbereich von A.

1. Selbstadjungierte und unitdre Operatoren sind selbstversténdlich normal.
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2. Diagonaloperatoren sind stets normal. Sie sind sogar selbstadjungiert, wenn die a; reell sind.

3. Der Rechtsshiftoperator ist isometrisch. Der Linksshiftoperator ist partiell isometrisch.

Bemerkungen zur Terminologie der Physiker

Die Quantenphysik kennt Zustdnde, Observable und Zeitentwicklungen eines physikalischen Systems:

e Im einfachsten Falle sind Zustinde Einheitsvektoren in einem Hilbertraum. Zum Beispiel be-
trachtet man im H = L?(R) Wellenfunktionen ¢ € H mit ||¢|| = 1.

e Observable entsprechen stets selbstadjungierten Operatoren im entsprechenden Hilbertraum.

Das Problem liegt darin, dass nahezu alle Operatoren in der Quantenmechanik unbeschréankt sind.
Fiir diese Operatoren ist der Begriff des adjungierten Operators etwas komplizierter und es gibt Un-
terschiede zwischen den Begriffen des symmetrischen und des selbstadjungierten Operators, die es bei
beschrankten Operatoren nicht gibt.

Definition und Satz 22.13
Sei T ein auf D(T') dicht definierter Operator (d.h. D(T') liegt in H dicht). Sei weiterhin:

D*={ypeH:pr— (P, Ty) ist stetig auf D(T")}

Dann existiert ein eindeutig bestimmter linearer Operator 7 mit D(T™*) = D* und (T*¢, ¢) = (¢, T'p)
fir alle ¢ € D(T') und ¢ € D* = D(T*). Dann heifst T der zu T' adjungierte Operator.

Die in der Definition von D* verwendete Abbildung ¢ — (¢, Tp) ist auf jeden Fall linear.

Beweis
Wire T beschrénkt, so hiatte man |(¢, To)| < ||0] - [|Tell < |||l - [|T|| - [|¢]]. Dann wére obiges lineares
Funktional fiir alle ¢ € H stetig, also wire D* = H.

Wiére T unbeschrinkt, dann bedeutet die Stetigkeit von ¢ — (¢, T'p), dass eine (von ¢ abhéingige)
Konstante C' > 0 gibt mit (1), Tp)| < C - |||

Da D(T) in H dicht liegt, kann das stetig lineare Funktional ¢ +— (¢, T'p) stetig auf ganz H fortgesetzt
werden. Nach Satz von Riesz existiert also genau ein * mit (¢*, ) = (¢, Tp) fiir alle ¢ € D(T) und
W € D*. Setze T*p = *.

Wie im beschrankten Fall zeigt man die Linearitdt und Eindeutigkeit. Bei der Eindeutigkeit wird die
Dichtheit von D(T') benutzt. (Denn die oben verwendete Fortsetzung ist, da D(7T') in H dicht liegt,
auch eindeutig.)

Es gibt einige Probleme:

e Im beschrinkten Falle war natiirlich D(7™) = H. Im unbeschriankten Falle muss D(T*) keineswegs
dicht in H sein. Im schlimmsten Fall ist D(T™*) = {0}.

o Ist D(T™) dicht in H, dann existiert 77* auf D(T™*). Es gilt zwar D(T") C D(T**) (somit ist
D(T**) stets dicht in H), aber es muss nicht D(T") = D(T**) und T' = T™** sein.
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Um die Begriffe im Folgenden genau auseinander zu halten, benétigen wir eine neue Bezeichnung: Ein
linearer Operator T heift Fortsetzung des linearen Operators S (welcher umgekehrt Einschrinkung
von T heift), wenn D(S) C D(T') ist und S¢ = T'p fiir alle ¢ € D(S) ist. Man schreibt S C T'. Weiterhin
nennt man einen Operator T

e hermitesch, wenn (T, o) = (¢, T'p) fiir alle ¢, € D(T') gilt. Hierbei muss D(T') nicht dicht
zu sein. Hermitesche Operatoren bezeichnet man auch also formal selbstadjungiert.

e symmetrisch, wenn D(7T') dicht und 7" hermitesch ist. Es ist also T C T™.

e selbstadjungiert, wenn 7' = T* (und folglich D(T") dicht in H liegt). Der Unterschied zum
symmetrischen Operator besteht darin, dass D(T') = D(T™) ist.

Die Begriff des hermiteschen, symmetrsichen und selbstadjungierten Operators sind also verschieden,
werden aber insbesondere in der Physik meist synonym verwendet, weil Physiker sich im Allgemeinen
nicht um Definitionsbereiche kiimmern.

22.3 Das Spektrum

Es soll der Begriff des Eigenwertes verallgemeinert werden. Dann ist das Spektrum eines Operatoren
im endlichdimensionalen Falle gewissermafsen die Menge der Eigenwerte.

Definition 22.14
Sei T' € B(H).

1. Unter der Resolventenmenge von 7' versteht man:
o) :={XeC:(T-X-1)"" € B(H)}

Das heift, T'— X\ - I bildet den H bijektiv auf sich selbst ab. Der beschréankte Operator Ry(T) :=
(T — X - I)~! heift Resolvente von T im Punkt \.

2. Das Spektrum von T ist die Menge o(T) := C\ o(T).

— Der Begriff des Spektrums wurde 1906 von Hilbert eingefiihrt.
— Beachte: A € o(T) heifit, dass (T'— X - I)~! existiert und ist auf ganz H stetig.

— In manchen Biichern sind die Elemente der Menge mit anderem Vorzeichen definiert: Ry(T) =
A-T—-T)"1
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Satz 22.15

1. Fir A\, € o(T) kommutieren Ry(7") und R,(T) und es gilt:

RA(T) — Ry(T) = (A— ) - Ra(T) - Ru(T)  (22.3)

2. Fir |A| > ||T]| ist A € o(T), und es gilt die Neumannsche Reihenentwicklung:

R\T)=(T—X-I)" ZAM (22.4)

Ferner hat man die Abschéatzung:

IRADI = |[(T = A- D) (22.5)

1
| < w=

3. Fiir ein beliebiges Ao € o(T) gilt: Falls |\ — Ao| < [|Rx,(T)|| " konvergiert die folgende Reihe:

Ry (T <I+Z)\ Xo)* RAO(T)’“> (22.6)

Diese Reihe ist gleich der Resolvente Ry (7). Mithin gehoren diese A zu o(T'). Also ist o(T) offen.

Beweis

1. Vertauscht man in (22.3) das A und das p, so entsteht:
Ru(T) = RA(T) = (5 — ) - R(T) - B\(T)

Zusammen mit (22.3) folgt RA\(T) - R,(T) = R,(T) - R\(T). Das heiftt, die Kommutativitit
folgt sofort aus (22.3). Diese Formel zeigen wir durch identische Umformung: (Betrachte die
Operatoren Ry und R,,, die von einer Teilmenge des B(H) in diesen abbilden.)

Ry—R, = Ry\-(T—p-1)-R,—Ry-(T—X-1)-R,

=1 =1
= R\-T- R — - Ry - RM—R)\'T~RN+)\‘R)\‘RM=(/\—/L)‘R)\‘RM

2. Wir zeigen zu erst, dass die Reihe in (22.4) beziiglich der Operatornorm konvergiert. Betrachte
dazu die Partialsummen —1/X-3"7_, T%/ A¥ welche eine Cauchyfolge bilden. Zum Beweis benutze
die Dreiecksungleichung: (0.E.d.A. sei n > m)

1 Tk 1 Tk
H‘xzxﬁxzw
k=0 k=0

Wegen ||| < |A| steht hinten ein Teil der konvergenten geometrischen Reihe. Dieser Ausdruck
konvergiert fiir grofse m und n gegen Null, also existiert ein Operator

1 Tk 1 - TF
R i —_— = — 1‘ —_— —_—
) kzzo \F oo \ kZ:O N

Es ist noch zu zeigen, dass R = R)(T) ist. Das sehen wir durch R- (T"— \-I) = I.

Z 2\k+1

n

Tk
2.

k=m+1

Lo I § <HTH>’“
< . < . =
~ Al 2 AR A 2 Al

k=m+1 k=m+1

o0

T+1 Tk TO
Z)\k+1+2)\k:_z +Z Y

k=1

(T—X-1I)-R=(T—-X\-I)-
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Analog folgt R-(T"— A - I) = I. Es fehlt noch die Abschéitzung (22.5):

1! (il _ 1 <\TH> 1 1 1
I H_Zwkﬂ o g N TSI T N

RY

Wie kommt man nun auf (22.4)? Wir machen eine rein formale Rechnung, die man eigentlich so
nicht aufschreiben diirfte:

1 11 1 & /T\*F
T-_)\.[Vi= - - - __. -
(T=4-D T—X-1 A I-1f A kZ::()(A)

3. Die Reihenentwicklung (22.6) erhélt man durch dhnliche Manéver:

-1 _ 1 1 _ 1 1
(T —=A-1) = ToXT T T—xoTthol-XT — T—xol 12—
T—xg T
ll-l<1
X a=x \F X a=x \F
_ . —Ao _ . —Xo
= Ry, kzjo (Tf)\o-l) =Ry, - |1+ k¥1 (Tf)\o-l>

Analog zu den Betrachtungen in 2. folgt auch hier, dass die Reihe in (22.6) konvergiert, denn
IA— Xo| < ||Rx,|I”" bedeutet, dass [|(A — Ag) - Ry,|| < 1 ist, also kann die geometrische Reihe
angewendet werden. Wir haben also einen konvergenten Operator:

= y k. pk
I+;((A Ao) RA())

Wiederum wird (T'— A\ - I) - S = I gezeigt. (Analog folgt S-(T'—X-1)=1.)

S:=Ry, -

(T=A-1)-S = (T=X-1)- S—()\—)\O)-S
= I+ ()\ Ao)” 'Rﬁo_(/\_/\o)'RAo—Z()\—)\o)kH-R];:l:I
k=1 =

Die Behauptung, dass (o(T) offen ist, folgt nach der Definition der offenen Menge.

Die Gleichung (22.6) besagt, dass die Abbildung A — R (T) eine analytische Abbildung von o(7T") C C in
B(H) ist. Das heift, die Resolvente ldsst sich um jeden Punkt Ag in eine Potenzreihe mit Potenzen von
A — Ao mit Koeffizienten aus B(H) entwickeln.

Satz 22.16
Sei T' € B(H). Dann ist o(T") eine nichtleere kompakte Teilmenge des C mit:

o) C{A:A<ITIY (%)

Beweis

Da o(T) offen ist, ist o(T) abgeschlossen. Da alle A mit |[\| > ||T'|| zu o(T) gehoren, folgt (x), also ist
o(T) auch beschrankt und somit kompakt. Der eigentlich schwierige Teil des Beweises ist o(T) # .
Den Beweis dafiir werden wir in der Funktionentheorie kennenlernen.



22.3 Das Spektrum Seite 274

Beispiel 22.4 Es konnen durchaus Punkte aus {\ : [A\| < ||T||} zu o(T') gehoren.
Sei T =TI mit |T|| =1. Esist (T—X-I)"*= (I —X-I)"1 =1/(1—\). Dieser Operator existiert fiir alle
A # 1, also ist o(T) = {1}.

Bevor wir weitere Beispiele fiir Spektren behandeln, wird o(7") noch in disjunkte Teilmengen zerlegt.
Hier muss man mit den uneinheitlichen Bezeichnungen in der Literatur vorsichtig sein.

Definition 22.17
Fiir T € B(H) wird o(T) in drei disjunkte Teilmengen zerlegt:

e Das Punktspektrum (die Menge der Eigenwerte) ist gegeben durch:
op(T)={NeC:FpeH,p#£0:Tpop=X-¢o} ={A € C: (T — \-I) ist nicht injektiv}
e Das stetige Spektrum o.(7") umfasst alle A € C, fiir die (T'— A - I)H in H dicht liegt und
(T — X-I)~% auf (T — \- I)H existiert, aber unbeschrinkt ist.

e Das Residualspektrum o,(7") enthélt alle A € C, fir die A ¢ 0,(T') ist (also ist T'— X\ - I
injektiv) und (7" — A - I)’H nicht in H dicht liegt.

Fiir A € 0,(T) sind zwei Félle moglich: (T — A - I)H liegt dicht oder nicht dicht in H.
Der folgende Satz erleichtert oft die Bestimmung des Spektrums von Operatoren.

Satz 22.18
Fir T € B(H) gilt:
1. o(T*) = o(T), damit ist o(T*) = o(T).
2. (RA(T))" = R(T")
3. Fiir A € 0,(T) ist X € 0,(T*) U o, (T*).
Fiir X € 0,.(T) ist A € 0,(T*).
Fiir A € 0.(T) ist X € a.(T*).
Beweis
Fiir die ersten beiden Aussagen benutze (A*)~! = (A~1)*, wobei A gerade die Resolvente ist:

1

R\(T)=[(T-XN-D7'"=[(T-Xx-DT " =[T"-X-I] =Rs(T)

Aus dieser Beziehung folgt 2. und daraus 1. Die Behauptungen in 3. folgen alle nach dem gleichen
Schema; wir zeigen die erste.

A€ oy(T) = im(T* = X- 1)t = Kern(T — \- 1) # {0}

Folglich kann (7% — X - I)H nicht dicht sein, also ist A € o,(T*) U 0,.(T*).
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Spektrum von Diagonaloperatoren

Fiir eine beschriinkte Folge (a,) ist der Diagonaloperator A auf H = [? gegeben durch:
Az = (an - zp)

{an, : n € N} ist der Wertebereich der Folge n +— a,. Stets gilt, dass A normal ist. A ist zudem
selbstadjungiert, wenn der Wertebereich der Folge (ay) reell ist. Das Spektrum von A ist genau
o(A) ={an:n € N}

Spektrum von Shiftoperatoren

Der Rechtsshift U und der Linksshift U* sind auf H = I? gegeben durch:

Ux = (0,:61,%2,...)
Utz = (xo,x3,...)

Wir benutzen den Satz 22.18. Sei K :={A € C: |\| < 1}. Wegen ||U|| = || U*|| = list o(U),c(U*) C K.

Betrachte zuerst die Eigenwerte beider Operatoren:
Uer=X-z = (0,z1,29,...)=(A-21,A-22,...)

A = 0 ist kein Eigenwert, denn es wird ein von Null verschiedener Eigenvektor gefordert. Sei also A # 0.
Wir vergleichen die Folgenelemente nacheinander:

0 = Az1 = 21 = 0
x1=>\-l’2:>582=0

Durch vollstédndige Induktion folgt, dass das Eigenwertproblem nur durch z = 0 erfiillt wird. Es gibt
also keine Eigenwerte:

op(U) =2 (22.7)
Jetzt untersuchen wir U*. Das Eigenwertproblem lautet hier:
U'z=X-z = (r2,23,...)=A-21,\ 22,...)
Wiederum vergleichen wir die Folgen elementweise:
To=ATy = mz3=ANT9=MN'2y == z,=N"l.zy = m:xl-(l,)\,)\Q,...)

Hierbei ist 21 beliebig. Damit = € [? liegt, muss Y oo, IA"|? < oo sein. Es folgt, dass || < 1 sein muss!
Das Punktspektrum o,(U*) ist also:

o (U") ={AeC: |\ <1}  (22.8)

Da das Spektrum im Einheitskreis liegen muss (wegen der oben erwihnten Beschriankung durch die
Norm von U*) und ein Spektrum immer eine abgeschlossene Menge ist, ist das Spektrum von U* (und
wegen Satz 22.18.1 auch das von U) die gesamte abgeschlossene Einheitssphére:

oU)=K = oU)=K (229)
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Jetzt wenden wir die erste Implikation aus Satz 22.18.3 auf U* an.

(VA <1} Cop(U) U (U™) = 0p(U) U (U) = {A: A <1} C 0,(U)

Es ist also:
or(U)={X: |\ <1} (22.10)
(22.7), (22.9) und (22.10) zeigen:
o.(U)=0K ={\: |\ =1} (22.11)
Mit Satz 22.18.3 folgt:
o.(U*) = 0K (22.12)
Und daraus ergibt sich noch:

U =0  (2213)

Struktur des Spektrums im C

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium ist die Kompaktheit des Spektrums (sogar fiir das Spek-
trum des Diagonaloperators im [2).

Satz 22.19
Sei T' € B(H) selbstadjungiert, A € C.

LAeoT) & 3C>0:(T-2-Dpl|=C-lloll VoeH  (22.14)
2. Weyl'sches Kriterium: A € o(T) < I(en),llonll =1: || (T =X Denl| — 0
3. o(T) C R und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen zueinander orthogonal.
4. 0,(T) =@
Beweis

4. M ist ein Eigenwert, also reell. Angenommen, es wire A € o,.(T). Mit 22.17.3 ist A € 0,(T* =1T).
Wegen A\ = X\ ist das ein Widerspruch, weil dann A sowohl im Residualspektrum als auch im
Punktspektrum liegen wiirde.

1. Sei A € o(T), d.h. (T — \-I)~! beschriinkt:
(T =AD" <D0l WeHr
Setze 1) := (T — X\ - I)p mit beliebigem ¢ € H. Dann ist:
lell < D- [T = A- D

Also gilt (22.14) mit C' = 1/D. Jetzt zeigen wir die Riickrichtung: Es gelte also (22.14). Folglich
ist (T—\-I) injektiv, also existiert (T'—\-I)~!. Somit ist A ¢ o,(T) (nach Definition). Zudem ist
A ¢ 0,(T), denn das Residualspektrum ist leer. Es ist also entweder A € o.(T") oder A € o(T). In
beiden Féllen muss (7'— \-I)H dicht in H sein. Wir zeigen jetzt, dass im(T'—A-1) = (T'—A-I)H
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abgeschlossen ist (und damit gerade H ist). (Denn dann wére das Inverse auf ganz H definiert.
Setze dann in (22.14) ¢ = (T — X - I)~ ) mit beliebigem 1 € H. Daraus folgt, dass (T —X-I)~!
beschrankt ist. Also wire A € o(T).)

Wir zeigen also nun, dass im(7 — \-I) abgeschlossen ist. Sei ¢, = (T'—A-I)p, € im(T'—A-I) und
tn, — ¢ € H. (vy,) konvergiert, ist also eine Cauchyfolge. Es ist also limy, n—oo || — ¥m|| = 0.

[n = Omll = [T = A- D(pn = om)l| = (22.14) = C - [lon — ¢ml

Daraus sehen wir, dass (g, ) auch eine Cauchyfolge und (wegen der Vollstandigkeit von H auch
konvergent ist). Der Grenzwert heifte lim,,_,o ¢n, = . Da (T'—\-I) stetig ist, folgt (T'—A-I)p, —
(T — X-I)p oder ¢, — ¢ = (T — X\ - I)p. Damit liegt das ¢ € im(T' — X - I).

2. Als erstes zeigen wir die Riickrichtung. Die Bedingung des Weylschen Kriteriums impliziert, dass
T — X\ - I kein stetiges Inverses haben kann: Wenn (T — X - I)~! stetig wiire, dann wiirde gelten:

(T—=XDpp—0 = (T_)"I)il[(T_)"I)(Pn]:SOn_)O

Das ist wegen ||¢,|| = 1 nicht moglich. Jetzt die Hinrichtung: Da o(T") = 0,(T) Uo(T) (beachte
22.19.4), kann man beide Teile getrennt betrachten:
e Sei A € 0,(T), also existiert ein ¢ # 0 (0.E.d.A. ||| = 1) mit Ty = A, also (T—A-I)p = 0.
Dann erfiillt (¢,) mit ¢, = ¢ ¥n die Bedingung des Satzes.

e Sei A\ € o.(T), folglich ist (T'— X - I)~! unbeschriinkt. Es muss also eine Folge (¢,,) mit
Yn € D((T—X-I)7!) existieren, damit ist ¢, =: (T'— X-I)¢}, € im(T — X - I) und

|tn]| = 1. Aufkerdem sei ‘(T —X-I) 7t ap,|| — o0, also ||¢, || — oo.
Setze ¢, = .,/ |¢L|l, damit [|p,| = 1 wird. Zudem gilt:
T—X-1)g! 1
lenl lenll llenl

3. Der zweite Teil der Aussage wird in der linearen Algebra gezeigt. Sei A = o+ ¢8 mit g # 0. Wir
zeigen A\ € o(T') mittels der ersten Aussage.

(T —X-Dgl> = |[(Te—ap) —ify|?
= ((Te —ap) —ife, (T — ap) —ifp)
(T —a-De|*+ 582 [lol> > 82 |lel®

Hierbei fallen die gemischten Glieder weg, weil T’ selbstadjungiert ist. Wegen der letzten Ab-
schitzung liegt A € o(T'). Also ist o(T") C R.

Satz 22.20
Sei T' € B(H) selbstadjungiert. Dann gehort ||| oder — ||T'|| zu o(T).

Beweis
Sei 7 = || T = sup|,<1 [ T¢||- Daraus erkennt man, dass eine Folge (¢5,) existiert mit:

lenll =1 und  [[Toi]| < [Tl <--- und  [[Ten| —r
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Betrachte nun eine neue Folge: (beachte, dass T' selbstadjungiert ist)

2 2
2 =2 Dull” = (T2 =8 Do (10 =1 D) = [ BBl = 2% (s T + 7%l
= | T(Ten)ll” =27 - | Tonl” + r* <" [ Tpn||” = 2r% - [ Tpn | + 1
=TI 7Y = 207 T + = 0

Nach Weyl ist 72 € ¢(T?), d.h. |T||* € o(T?). Deswegen hat T2 — 72 - [ = (T —r - I)(T +r - I) kein
beschranktes Inverses, also entweder T'+7-I oder T'—r-1. Somit ist entweder r € o(T') oder —r € o(T).
]
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23 Kompakte Operatoren

23.1 Definition. Erste Eigenschaften

Zur Wiederholung: Eine Teilmenge M C H heifit kompakt, wenn jede Folge (¢,,) C M eine Teilfolge
(¢, ) besitzt, die gegen ein Element aus M konvergiert. M heifit relativ kompakt, wenn M kompakt
ist. Das heifit: Jede Folge (¢,,) C M enthélt eine Teilfolge (¢, ), die in H konvergiert.

Definition 23.1 Kompakter Operator

Ein linearer Operator T : H — H heifst kompakt, wenn er beschrankte Mengen in relativ kompakte
Mengen abbildet. Aquivalent ist folgendes Kriterium: Jede beschriankte Folge (1/,,) C H enthilt eine
Teilfolge (), ), fir die (T, ) konvergiert. (Sprich: (T',,) enthélt eine konvergente Teilfolge.)

Mit IC(H) sei die Menge der kompakten Operatoren auf H bezeichnet.

In C™* bzw R™ sind kompakte Mengen dasselbe wie beschrinkte und abgeschlossene Mengen. Im un-
endlichdimensionalen Hilbertraum gilt nur, dass kompakte Mengen immer beschrankt und abgeschlossen
sind. Die andere Richtung der Implikation gilt nicht. (Ein sehr wichtiges Beispiel ist die Einheitskugel.)

Lemma 23.2
Kompakte Operatoren sind immer beschrénkt: C(H) C B(H).

Beweis

Relativ kompakte Mengen sind stets beschrinkt, denn: Wenn N relativ kompakt, dann folgt, dass A/

kompakt und damit beschrinkt ist. Deswegen ist A/ C N auch beschriinkt. Sei nun also M C H be-

schrankt. Daraus folgt, dass T'M relativ kompakt und damit beschrankt ist. Es ist also 1" beschrankt.
|

Lemma 23.3 Vereinfachter Beweis der Kompaktheit
Ein Operator T ist genau dann kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel relativ kompakt ist.

Beweis
Die Bedingung ist notwendig, da da die Einheitskugel beschréankt ist. Ist die Bedingung auch hinrei-
chend? Sei M eine beliebige beschriankte Menge. Dann existiert ein C' > 0 mit M C C - K. Folglich ist
TM C T(C-K)=C-TK. Diese Menge ist relativ kompakt. Da Teilmengen relativ kompakter Mengen
relativ kompakt sind, ist auch T'M relativ kompakt.

|
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Definition und Satz 23.4
Die kompakten Operatoren K(H) bilden ein abgeschlossenes zweiseitiges *-Ideal in B(H). Das heift:

1.

2.

KC(H) ist ein Vektorraum.

Abgeschlossenheit: Eine (geméfs der Operatornorm in B(H)) konvergente Folge (7)) C K(H)
konvergiert gegen ein T' € K(H).

. Idealeigenschaft: Fir T € C(H) und S € B(H) sind T'S, ST € K(H).
. Sterneigenschaft: Fiir T € IC(H) ist T* € K(H).

. Zusétzlich gilt: Die Menge F(H) der endlichdimensionalen Operatoren (sprich: Operatoren mit

endlichdimensionalem Bild) ist eine Teilmenge von K(H), und liegt beziiglich der Operatornorm

in KC(H) dicht: F(H)| = KC(H).

Aus 23.4.1 und 23.4.2 folgt, dass K(H) (als abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes) ein Banach-
raum ist. Wegen 23.4.3 ist (H) zudem eine Algebra.

Beweis
Nur die zweite Aussage ist etwas umfangreich.

1.

Seien S und T aus K(H), ¢ € C und (¢,) C H eine beliebige beschrankte Folge. Zu zeigen ist,
dass es eine Teilfolge (vy,,, ) gibt, fiir die (¢-S+T)(¢p, ) konvergiert. Weil S kompakt ist, existiert
zunéchst eine Teilfolge (¢n,) =: (¢1), fiir die (¢ - S¢;) konvergiert. Da (¢;) auch beschrinkt und
T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (¢;;) (welche auch eine Teilfolge von (i) ist!), fiir die
(T'pi;) konvergiert. Als Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert auch (cS¢;;) und damit
(- S+T)(p1;) Somit ist ¢ - S+ T kompakt.

Typisches Diagonalargument: Sei (¢,,) eine beschrankte Folge mit (0.E.d.A.) ||| < 1. Da
T, kompakt ist, existiert eine Teilfolge (wél)) von (1), fir die (lepﬁf)) konvergiert. Da (1/17(11))
beschrankt und 75 kompakt ist, existiert eine Teilfolge (1/)5?)) von (w,ﬁl)), deren Bild beziiglich T5
konvergiert. Dieses Verfahren wird fortgesetzt. Man erhélt ein Schema von Folgen(elementen):

vl )
p? ol g
3 3 :
v wg)

Dieses Schema hat folgende Eigenschaft: Alle Folgen (in diesem Schema Zeilen) sind Teilfolgen
von () und fiir k > [ ist (¢£Lk)) eine Teilfolge von (ng)) Betrachte nun die Diagonalfolge
(pn) == 1@(1”) mit den Eigenschaften:

(a) (pn) ist eine Teilfolge von (¢y,).
(b) Fiir alle [ ist (¢,,) ab dem Index [ eine Teilfolge von (w,(f )).
(c) Fir alle r konvergiert die Folge (T,¢y,).

Zu zeigen ist, dass (Tpy) konvergiert. Es gilt T, A, T'. Sei also € > 0 gegeben und m so grof,

dass ||T'— T, || < €/3. Wahle nun kg so grof, dass ||Trner — Tl < €/3 fiir alle k,1 > ko (das
ist gerade das Cauchykriterium).
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Beachtet man nun ||¢,| <1 (denn es war |[¢,| < 1 fir alle n), dann gilt fiir alle k,1 > ko:

(T = T) ek + (Tmpr, — Tmpr) + (T — T) 1|
(T = T)prll + |1 Tmox — Tet|l + (T — Tt
IT = Tl + | Tk — Trnsprl| + || T — T
s+tst+5=c¢

ITer — Tl

ININAIA

Damit ist (T'p,,) eine Cauchyfolge, also (weil H vollstandig ist) konvergent. Somit ist 7" kompakt.

3. Sei S € B(H), T € K(H) und M € H beschrankt. Dann ist TM relativ kompakt und, weil S
stetig ist, ist S(T'M) auch relativ kompakt (in Analogie zum bereits bekannten Satz, dass stetige
Bilder kompakter Mengen wieder kompakt sind). 7S ist kompakt, weil aus der Beschranktheit
von M folgt, dass SM beschrénkt und damit 7'(SM) relativ kompakt ist.

4. Sei T € K(H) und folglich T € B(H), dann ist T7™ kompakt. Sei (¢,,) eine beliebige beschrank-
te Folge, etwa [|1,|| < C. Dann existiert eine konvergente Teilfolge (1, ). Diese Teilfolge ist
insbesondere eine Cauchyfolge. Nun zeigen wir, dass (7%, ) auch eine Cauchyfolge ist. Benutze
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

”T*wnk - T*wnz H2

<T*wnk - T*win*wnk - T*wm>

<'¢nk - ¢in*T(¢nk - wnl»

Hd)nk - 7/’”1” ’ HT*T(%k - 7vZ)m)H

ni [l 4 1o, ) - ITT (e = )

2C - ”T*T(wnk - wnl)” —0 (kal - OO)

INIAIA

5. Sei F' C F(H) und M C 'H beschrankt. Damit ist F'M eine beschriankte Teilmenge eines endlich-
dimensionalen Raumes, namlich des Wertebereiches von F', also relativ kompakt. Die Dichtheit
wird aus Zeitgriinden nicht bewiesen.

Beispiele kompakter Operatoren

1. endlichdimensionale Operatoren T' € F(H) (sieche Satz 22.4)
2. Ein Diagonaloperator A = diag(a,) (etwa im [?) ist genau dann kompakt, wenn a,, — 0 geht.

3. Integraloperatoren: Auf H = L?[a,b] ist der Operator K gegeben durch

b

(K f)(x) = / K(z,y) - f(y) dy

a

mit einer Funktion k, fiir die ff f; |k(z,y)|* dzdy < oo gilt. Diese Funktion wird Kern genannt.
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23.2 Spektraltheorie kompakter, selbstadjungierter Operatoren

Satz 23.5
Sei T'=T* € K(H). Dann gilt:

1. 0eo(T)
2. Fir A € o(T) mit A # 0 ist A ein Eigenwert endlicher Vielfachheit.
3. Ist T nicht endlichdimensional, dann bilden die Eigenwerte eine Nullfolge.

Beweis

1. Wiire 0 ¢ o(T), dann wiire T—! € B(H). Also wiire I = T-T~! € K(H). Das ist ein Widerspruch,
denn der Einheitsoperator im unendlichdimensionalen Hilbertraum ist nicht kompakt, weil die
(beschriankte) Einheitskugel auf die (nicht relativ kompakte) Einheitskugel abgebildet wird.

2. Sei 0 # X\ € o(T). Nach dem Weyl-Kriterium existiert eine Folge (¢,,) mit [|¢,|| = 1 und
(T — X 1I)p, — 0. Weil T kompakt ist, enthélt (Tp,,) eine konvergente Teilfolge. Wir nehmen
o.E.d.A. an, dass (Tp,) selbst konvergiert. Folglich konvergiert auch ((T'— X - I)p,). In der

Darstellung
1
(Pn:X' [TSDn_(T_)"I)(Pn]

sieht man, dass auch (¢,) konvergiert. Wegen (T'— X\ - Iy, — 0 ist:

. . 1 . 1

lim ¢, = ¢ = lim (/\ -T(pn> und  lim [|@y, || = ||¢]| = lim H)\ T,
Da T stetig ist, folgt T, — T = Ay, das heifit A € 0,(T). Zu zeigen ist noch, dass A eine
endliche Vielfachheit hat. Angenommen, \ hétte eine unendliche Vielfachheit, d.h. Kern(T'—\-1)
ist unendlichdimensional. Auf Kern(7 — A - I') eingeschrankt ist 7' = X\ - I. T ist kompakt, aber
A - I ist (im Unendlichdimensionalen) nicht kompakt. Das ist ein Widerspruch.

3. T habe die Eigenwerte Aq,..., A\p. Dann gilt:
T=M-Pi+...4+ - Pn

Hierbei ist P; die Projektion auf den Eigenraum zu ;. Zum Beweis: Sei H; = lin{P/'H, ..., P,yH} =
PH®...® P,H und Hs := Hf, also H = H1 ® Ha. Wegen T = T™ gilt nicht nur TH; € H1,
sondern auch T'Hy € Ha. (Denn: Sei ¢ € Hy und ¢ € He, dann ist (@, TY) = (T'p, 1) = 0 wegen
Ty € Hy.) Dann ist S := T, auch ein selbstadjungierter kompakter Operator. S kann als
Eigenwert nur 0 haben, also ist ||S|| = 0 (nach Satz 22.20). Somit ist S = T[;,, = 0. Damit ist
die Darstellung T'= A1 - Py +. ..+ Ay - Py, bewiesen, denn auf H; gilt diese Darstellung natiirlich,
und auf Hs verschwinden beide Seiten.

Sei nun dimim7T = oo. Zu zeigen ist, dass 0 der einzige Haufungspunkt des Spektrums ist.
Angenommen, A\ € o(T) mit A # 0 ware ein Haufungspunkt von o(T'). Das heifst, es existiert
eine Folge (\,) C o(T) mit A\, — A. Es existiert also wiederum ein Orthonormalsystem (¢,,) mit
Tpn = An - ¢n. Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (¢p, ), fiir die (T'¢y,, ) konvergiert. Nun
gilt aber auch A,, — X # 0, somit ist auch T'¢,, /A, konvergent.

T@ﬂk _ Ank ‘P

S W

Das ist ein Widerspruch, denn (¢, ) ist natiirlich nicht konvergent. Somit hat 7" nur den H&u-
fungspunkt 0 € o(7") und die Folge der Eigenwerte ist abzahlbar (eine iiberabzidhlbare Menge
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kann nicht nur einen Haufungspunkt haben!). Also konvergiert die Folge der Eigenwerte gegen
Null.

Im Beweis wurde nirgends benutzt, dass H separabel ist. Aus dem Beweis sieht man: Wenn T = T™* ist,
dann hat T abzahlbar viele Eigenwerte mit endlicher Vielfachheit. Somit wird im 7" auch nur von einem
abzéhlbaren Orthonormalsystem aufgespannt, ist also separabel.

Theorem 23.6 Spektraltheorem fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren

Sei T' € K(H) selbstadjungiert, mit den von Null verschiedenen Eigenwerten {1, Ag,...} (0.E.d.A.
ist [A\1| > [A2] > ...). Ferner sei P; die Orthoprojektion auf den Eigenraum zu \;. Dann gilt:

T=> X-P  (231)
j=1

Falls im 7" unendlichdimensional ist, konvergiert (23.1) beziiglich der Operatornorm.

Beweis

Der Beweis des ersten Teil verlduft analog zum Beweis zu Satz 23.5.3: Sei also H; :=lin {P;/H : i € N}
und Hy := 'Hf. P ist eine Orthoprojektion von H auf Ho. Dann gilt:

H=Hi1®Hy und TH;CHi

Fiir die rechte Aussage zeigt man zuerst einfach, dass T'lin {P;H} C lin{P;H} gilt. Auch einfach
beweisbar ist THo C Hs und T|H2 = 0. Dann gilt:

I=P+) P
7

Die P; sind dabei paarweise orthogonal. Wichtig ist, dass die Summe nicht im Sinne der Operatornorm
konvergiert, sondern nur punktweise, d.h. fiir alle ¢ € H gilt:

p=Pp+> Pp = Tp=TPp+Y TPp=TPp+» X\-Pyp
7 €Ho 7 7
eHy

Wegen T'|;,, = 0 verschwindet der erste Term. Damit gilt (23.1) punktweise fiir jedes ¢ € H. Es muss
noch gezeigt werden, dass die Operatorreihe gleichméfig konvergiert. Sei nun ¢ € H mit ||p| < 1
beliebig. Dann gilt, weil die \; - P;¢ paarweise orthogonal sind:

H (T IR Pi) ol =1 Y. NPl = D NPl
i=1 i=m+1 i=m+1
Man beachte |A;| > |A;] fiir alle @ > j:
m 2 oo
H (T— S A P> ol <Pmsal S 1B < Pt 0l < P
i=1 i=m+1

Also konvergiert |(T'— Y%, i - P) ol — 0 fiir m — oo. Da ¢ mit |j¢|| < 1 beliebig war, konvergiert
somit |7 — > 21 A - Pl — 0 fiir m — oo.
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Folgerung 23.7 Hilbert-Schmidtscher Entwicklungssatz

Sei T' € K(H) selbstadjungiert. Dann existiert eine reelle Folge (1) (endlich oder Nullfolge) und ein
Orthonormalsystem (¢;) C H mit:

To=> pi-{pno)-pi YpeH (232

In Bra-Ket-Schreibweise lautet die Formel: T' =", 11; - |¢4) (¢il-

Beweis
Keine neue Idee, nur geschicktes Aufschreiben: Sei dim(P;H) =: k; und ( {, e ,wij) eine Orthonor-
malbasis in P;H. Setze u{ =...= uij := Aj. Dann gilt also:
k;
To =3 N-Pio=Y %> (Vi Pre) - v
J J k=1
Beachte <1/1,i, Pz-g0> = 0 fir alle 7 # j. Damit verbleibt:
kj
Ts@=2&~2< i,so>- iZZui-< i,w>-wi
j k=1 ik

Jetzt werden die ,ui und gleichzeitig die wi durchnummeriert. Es entstehen die Folgen (y;) und (¢;).
Damit enthélt die Formel nur noch eine Summe, die dann genau die Struktur von (23.2) annimmt.

23.3 Der allgemeine Zustandsbegriff

Um ein physikalisches System zu beschreiben benétigt man mathematische Objekte/Begriffe zu Be-
schreibung von

e Zustdinde, in denen sich das System befinden kann
o Observablen, das heifst die beobachtbaren Grofien des Systems
o Zeitenwicklung des Systems

o Symmetrien des Systems — Hier spielen Symmetriegruppen ein grofse Rolle.

In der Quantenmechanik hat sich das folgende mathematische Modell bewahrt. Observable entsprechen
selbsadjungierten (meist unbeschrénkten) Operatoren in einem geeigneten (das heifst: dem System
moglichst gut angepassten) Hilbertraum. In der Regel ist dies ein L?(R™), wobei das n etwas mit der
Teilchenanzahl des Systems zu tun hat. Die Quantenmechanik betrachtet immer Systeme mit endlich
vielen Freiheitsgraden. In der Physik hat man: Der Observablen A wird der Operator A zugeordnet. (Oft
verwendet man auch A, aber das ist bei uns schon das Symbol fiir den Abschluss.) In der Mathematik
hat man nur ein Symbol A.
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Die einfachsten Zusténde sind die sogenannten Vektorzustinde; diese werden reprisentiert durch einen
Einheitsvektor ¢ € H (||¢]] = 1). Der Zusammenhang zwischen Zustdnden und Observablen ist gegeben
durch den Erwartungswert der Observablen A = A* im Zustand ¢, der gegeben ist durch (p, Ayp).

Seien ¢ und Y zwei Zustdnde. Dann kann man ein ,,Gemisch“ aus diesen Zustédnden betrachten. Dann
befindet sich das System mit der Wahrscheinlichkeit p im Zustand ¢ und mit der Wahrscheinlichkeit
1 —p im Zustand v. Dann ist der Erwartungswert von A in diesem gemischten Zustand gegeben durch
p- (o, Ap) + (1 —p) - (¢, Ap). Das Problem hierbei ist, dass es im Allgemeinen kein y € H mit ||x|| =1
(also keinen Vektorzustand) gibt, fiir den A diesen Erwartungswert annimmt.

Wie sollen also gemischte Zustande mathematisch beschrieben werden? Dazu bendétigt man sogenannte
Dichtematrizen (besser: Dichteoperatoren).

Definition 23.8

Ein positiver selbstadjungierter kompakter Operator T heifft nuklear oder Spurklasse-Operator,
wenn fiir eine Orthonormalbasis (p,,) von H gilt:

(0.9]
> {#r: Tpr) < 00
s

T heifst Dichteoperator im Falle Y 7 | (¢r, Tpr) = 1.

1. Den Begriff des Spurklasse-Operators kann man auch allgemeiner definieren, ohne einen positiven
selbstadjungierten Operator zu fordern.

2. Im néchsten Satz werden wir sehen, dass der Begriff Dichteoperator korrekt definiert ist, also unab-
héngig von der Orthonormalbasis.

Satz 23.9

1. Sei T' > 0 ein Spurklasseoperator. Dann gilt: > (vx, T¢y) hat fiir jede Orthonormalbasis ()
k

den gleichen Wert. Nimmt man als Orthonormalbasis die Basis (¢,,) der Eigenvektoren von T'
(T'on, = A\, - pn), dann gilt also:
Z Ak < 00
k

Man nennt diesen Ausdruck die Spur von 7" und schreibt Tr7T := )", .

2. Sei T > 0 ein Spurklasseoperator und A € B(H). Dann ist AT und T'A auch ein Spurklasseope-
rator, aber im Allgemeinen nicht grofer Null. Aufierdem hat

Tr AT = Z (1, AT9y,) = Tr T A
k
fiir jede Orthonormalbasis () den gleichen Wert. Insbesondere gilt:

Tr AT = > A {0k, Agr)
p
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1. Die Dichteoperatoren sind also Operatoren 7' mit den Eigenwerten Ay > 0 und Tr7T = )", Ay = 1.
Damit hat T die folgende Darstellung (in normaler und in Bra-Ket-Schreibweise):

T= Zkk (k) o = Z)\k “|or) (]
k k

2. Vektorzustinde, das heifst: Zustéinde, die durch ein ¢ € H mit [|¢|| = 1 beschrieben werden koénnen,
ordnen sich hier folgendermafen ein: Betrachte die Orthoprojektion T := P, = (¢, ) ¢ = |¢) (¢|.
Dabei erhdlt man Tr7' = 1 und der Erwartungswert einer Observablen A im Zustand ¢ ist

(p, Ap) = TrTA=Tr AT

Ein gemischter Zustand mit dem Erwartungswert p- (o, Ap) + ¢ - (1, A) wird durch den folgenden
Dichteoperator beschrieben:

T=p-Ag,)e+q- (¥, )b =p-1p) (el +q-¥) (V]

Zusammenfassung: In der Quantenphysik werden Zustédnde durch Dichtematrizen, sprich: Dichte-
operatoren (T mit T > 0 und Tr T = 1) beschrieben. Dabei ist Tr AT der Erwartungswert von A im
Zustand, der durch T beschrieben wird. Fiir Vektorzusténde (reine Zusténde) ist T' = (¢, -) ¢ und
flir gemischte Zusténde hat das T eine &hnliche Struktur wie im obigen Beispiel:

T=> Mlpn ) ex
k

Man sieht, dass gemischte Zustéinde Uberlagerungen von Vektorzustinden sind.

3. Ist T' ein Dichteoperator und A € B(H), dann sind TA und AT nuklear und Tr AT = TrTA ist
wohldefiniert. Wenn aber — wie in der Quantenmechanik fast immer — A ein unbeschrénkter Operator
ist, dann kénnen nicht beliebige Dichteoperatoren T" mogliche Zustédnde représentieren. Man kann
dann hochstens solche T' nehmen, bei denen AT und T'A wieder nuklear sind.

4. In der Quantenstatistik ist der wichtigste Zustand der sogenannte Gibbs-Zustand. Sei H = H* der
Hamiltonoperator des betrachteten Systems. Dann wird der Gibbs-Zustand wie folgt beschrieben:
— e_B‘H
T TreBH

In 3 gehen die inverse Temperatur und die Boltzmann-Konstante ein. Das Problem: Was ist exp (—( - H)
fiir das unbeschrankte H?
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24 Bemerkungen zum Spektraltheorem

Das Spektraltheorem ist das zentrale Theorem {iber selbstadjungierte und normale Operatoren im
Hilbertraum. Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen sind zwei Fragenstellungen:

1. Wie kann man die Diagonalisierung selbstadjungierter Operatoren im endlichdimensionalen Raum
bezichungsweise kompakter Operatoren im Hilbertraum auf beliebige selbstadjungierte /kompakte
Operatoren verallgemeinern?

2. Wie kann man fiir moglichst viele Funktionen f einen Kalkiil entwickeln, der f(7') fiir selbstad-
jungierte T' = T™ liefert?

Beispiel 24.1 Idee zu endlichdimensionalen Féllen

Sei T =T*und T = Z?:l Aj - Pj. A sind die paarweise verschiedenen Eigenwerte mit den paarweise or-
thogonalen Projektionen P;. Was ist f(T)? Fir welche f lésst sich dieser Ausdruck bestimmen? Die einzige

verniinftige Definition ist:

FT) =" f(\) - P
Das geht fiir alle Funktionen f, die auf o(T") definiert sind. f kann also etwa ein beliebiges Polynom sein, zum
Beispiel p(z) =ap+ a1 -2+ ... +ap,-2" Dann ist p(T) = ag+a; - T + ...+ a, - T" fiir jeden Operator T
wohldefiniert. Das heifét, fiir selbstadjungierte Operatoren T kann man p(T) bilden, ohne die Spektralzerlegung

zu kennen.

Beim Ubergang zum unendlichdimensionalen Fall treten mehrere Probleme auf. Problematisch bei
selbstadjungierten Operatoren ist immer das stetige Spektrum (denn das sind keine Eigenwerte im
engeren Sinne). Will man die Darstellung 7' = NP (fiir kompakte T') verallgemeinern, so muss
man die Summe durch ein Integral ersetzen.

Zur Motivation: Seien (P;) paarweise verschiedene Orthoprojektionen mit I = -, P;. (Diese Reihe
konvergiert nicht im Sinne der Operatornorm, sondern punktweise: ¢ = Zj Pjp.) Aus solchen P;
werden Operatoren gebaut: Bilde mit der beschrinkten Folge (u;) die Summe »_; pi; - Pj. Das liefert
auf alle Félle einen beschréankten Operator A im Sinne von:

Ap=> i Pip  (x)
J

Die p1; sind dann Eigenwerte von A.

Definition 24.1

Sei H ein Hilbertraum. Eine Familie (E())) er von Orthoprojektoren heifst Spektralschar (manch-
mal auch: Zerlegung der Eins), wenn gilt:

1. E(-) ist monoton wachsend: F(\) < E(u) fiir A < g im Sinne von E(A)H C E(u)H.

2. Es existieren m, M € R mit m < M, sodass E(A) =0 fir A < m und E(\) = I fir A > M ist.
Man sagt, die Spektralschar ist auf [m, M| konzentriert.

3. Die Zuordnung A — E()) ist rechtsseitig stetig, das heifit: E(\) = E(A +0) = lim,,_,x10 E(u).
Auch diese Konvergenz ist nur punktweise, d.h. es ist E(X)p = lim, x40 E(u) e fiir alle p € H.)
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1. Will man diese Theorie auch fiir unbeschrinkte Operatoren entwickeln, so ersetzt man die zweite
Bedingung durch:

lim EA)e=0 und lim EN)p=¢ VpeH
A——o00 A—00

2. In der dritten Bedingung ist die Rechtsstetigkeit lediglich eine Vereinbarung. Man kann stattdessen
auch linksseitige Stetigkeit fordern; dann &ndert sich aber in Formeln mit der Spektralschar hiufig
etwas.

3. Beim Riemann-Stieltjes-Integral haben wir [ f dg fiir monoton wachsende Funktionen g betrachtet.
Bei der Bildung der Riemann-Stieltjes-Zwischensumme haben wir Intervallen nicht die normale
Lénge, sondern eine ,Masse“ zugeordnet. Das geht hier analog: Einem Intervall wird ein Projektor
zugeordnet. Genauer geht das mit der rechtsseitigen Stetigkeit so:

A=(ui — B(A) = B(x) - B
A=(\up) — EA):=Eu-0)—EQ\)
A=[\p) — EA):=E-0)—EAN-0)
A=[\p] — E(A):=Ep)—EAN-0)

(Damit diese Definitionen sinnvoll sind, muss man teilweise noch zeigen, dass Ausdriicke der Form
E(p — 0) wieder Orthoprojektionen sind.) Insbesondere hat man also E({u}) = E(u) — E(n—0) =
E(p+0) — E(p — 0). Sprungstellen in der Spektralschar sind typisch fiir Eigenwerte.

Beispiel 24.2 Endlichdimensionaler Fall

A 0 0 0 O
0 X 0 0 O
T=]10 0 X 0 O
0 0 0 X3 O
0 0 0 0 As

sei ein Operator in Matrixdarstellung. Die Projektoren auf die zugehorigen Eigenrdume sind gegeben durch:

Py und P = und P; =

Il
O O O O
O O O O O
O O O OO
O OO OO
O O O OO
O OO OO
O O O = O
OO = OO
O O O OO
O O O OO
O O O OO
OO O OO
O O O O O
o= O O O
— O O O O

Nun ist offensichtlicherweise T' = A1 - P; + A2 - P> + A3 - P3. Aus den P; konstruiert man nun wie folgt das zu
T gehorende Spektrum: (Es wird spéter klar, warum dieses Spektrum zu T' gehort.)

E(\):= Y P
e

Man erhélt eine Art Treppenfunktion, zum Beispiel fiir Ay < Ay < A3:

0 A<\
E(/\)* P A <A< A
| A+R Aa <A< s

P+P+Py=1 A>)3

Das weitere Vorgehen orientiert sich an folgenden Kernfragen:

1. Wie integriert man beziiglich E()), d.h. was sind [ A dE(X) und [ f(\) dE(X)?
2. Wie findet man zu einem 7' = T* eine Spektralschar E()), fiir die gerade [ A dE(X) = T ist?
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Wir betrachten nun einen beliebigen kompakten Operator T' = T* mit (\x) als Folge der Eigenwerte.
Mit Py ist wieder die Projektion auf den Eigenraum zu A\ bezeichnet. Das Spektrum hat dann folgende
Gestalt:

Z Py A<0
B()) = { A=A

I— S P, A>0
kA >

Diese Schreibweise umgeht bis auf A = 0 unendliche Summen.

Theorem 24.2 Integration beziiglich einer Spektralschar

Jede Spektralschar (E(\))xer, konzentriert auf [m, M], entspricht genau einem selbstadjungierten
Operator T' € B(H):

M
T= [ AdE()  (24.1)
J,

Auferdem gilt fiir jede auf [m, M] gegebene Funktion f:

M
F(T) = / FOVAEQ)  (242)
m—0

Die Integrale (24.1) und (24.2) sind als Grenzwerte der entsprechenden Zwischensummen im Sinne
der Operatornorm zu verstehen.

Beweis
Die Beweisidee ist, die {iblichen (Riemann-Stieltjes-)Zwischensummen zu verwenden: Sei m; < m.

Z:{mlz)\0</\1<...<)\n:M}

ist eine Zerlegung von [mq, M] mit der Feinheit d(Z), das ist: das Minimum der Léngen der Intervalle
Ag = (Mg, Agg1] (mit £ =0,1,...,n—1), welche beliebig wihlbare Zwischenpunkte A, € Ay enthalten.
Nun ist die Zwischensumme:

n—1 n—1
Sz =3 M- [EQwsr) — EOw)] = S M- B(A)
k=0 k=0

Die Zwischensumme ist ein beschrankter selbstadjungierter Operator. Jetzt kann man zeigen, dass diese
Zwischensumme fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,) (d.h. d(Z,) — 0) beziiglich der Operatornorm eine
Cauchyfolge in B(H) bildet. Da B(H) beziiglich der Operatornorm vollstandig ist, existiert ein Operator
lim,,_,o, Sz, =: T. Das schreibt man natiirlich in der Kurzform (24.1). Man muss m; < m wiahlen,
weil fiir das Intervall (g, A1] im Falle m; = m der Punkt m, das heift der Orthoprojektor E({m})
nicht beriicksichtigt wiirde. (24.2) erhélt man analog durch die Betrachtung der Zwischensummen:

n—1
Sz =Y F(N) - E(Ay)
k=0
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1. Die in der Definition der Spektralschar auftretenden m und M kénnen ,optimal“ definiert werden:
m=sup{m: E(m)=0} und M:inf{M:E(M):I}

2. In der Formulierung des Theorems gibt es eine Feinheit. Die Formel (24.2) kann in zweifacher Weise
gelesen werden.

Zum einen kann man T durch (24.1) als Grenzwert der Zwischensummen erhalten. Da die Zwischen-
summen zu (24.2) wieder konvergieren, bezeichnet man den Limes sinnvollerweise mit f(7').

Zum anderen kann man 7" aufgrund von (24.1) als bekannt voraussetzen. Dann ist fiir jedes Polynom
p klar, was p(T) ist. Wenn p nur reelle Koeffizienten hat, dann ist p(T) selbstadjungiert. Nun
kommt der weierstralische Approximationssatz ins Spiel: Jede auf einem kompakten Intervall
I C R stetige Funktion f ist der Grenzwert einer Folge von Polynomen (bzgl. der gleichméRigen
Konvergenz).

Es kann bewiesen werden, dass, wenn (p,,) auf [— ||T'||, [|T']|] D o(T") gleichméfig gegen f konvergiert,
die Folge (p,(T)) bzgl. der Operatornorm eine Cauchyfolge in B(H) ist. Das heifst, es existiert ein
S € B(H) mit p,(T) — S =: f(T).

DPn gl_m> f
! (1)
pu(m) L g7

Dieser gesamte Kalkiil ist insofern in sich stimmig, dass dieses obige S = f(T') mit dem f(7T') aus
(24.2) iibereinstimmt.

3. Die Integrale in (24.1) und (24.2) haben auch eine Interpretation, die nahe am gewdhnlichen RS-
Integral liegt. Die Monotonie der Spektralschar F(\) bedeutet:

EQ) <E(p) = (o, ENp) < (0. E(n)yp)
Allgemeiner gilt fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B:
A<B & B-A>0 & (p,Ap)<{p,Byp) VYpeH

Es gilt also ||[E(N)¢| < |[E(w)¢| fir alle ¢ € H und A < p. Daraus folgt wiederum, dass die
Funktion A — ||E(A\)¢||® eine reellwertige, monoton wachsende Funktion ist. Damit ist aber das
folgende Integral als Riemann-Stieltjes-Integrale wohldefiniert:

M M
/ A E gl = / Nd{p, EQNg) Vg eH

m—0 m—0

Das analoge Integral fiir (24.2) ist auch wohldefiniert. Mittels der Polarisationsidentitét (21.5) folgt,
dass auch das Integral

M
/ Ad{p, EO)Y) Vo, €M
m—0

wohldefiniert ist. Jetzt zeigt man, dass die Abbildung H x H > (¢,9) — fW]IV[—O A d{p, E(A\)y) eine

stetige Sesquilinearform ist (d.h. die Abbildung ist in der ersten Komponente konjugiert linear und

in der zweiten Komponente linear). Damit existiert nach dem Satz von Riesz (in einer bisher nicht
. . L . M

behandelten Variante) ein selbstadjungierter Operator T mit (o, T¢) = [~ A d (¢, E(A)¢). Das

ist genau der Operator, den wir im Theorem dieser Spektralschar zugeordnet haben.

Jetzt haben wir zu jeder Spektralschar einen selbstadjungierten Operator. Man kann auch andersherum
einem selbstadjungierten Operator eine Spektralschar zuordnen. Zur Formulierung des entsprechenden
Theorems bendtigen wir einen starken Konvergenzbegriff.



24 Bemerkungen zum Spektraltheorem Seite 291

Definition 24.3 Starke Operatorkonvergenz

Man sagt, eine Folge (7},) € B(H) konvergiert stark gegen T' € B(H), wenn T, — T fir alle
¢ € H (beziiglich der Norm in H) ist.

Theorem 24.4 Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren

1. Zu jedem selbstadjungierten Operator T € B(H) existiert genau eine Spektralschar (E(\)), kon-
zentriert auf [— || T||, ||T||], sodass im Sinne von Theorem 24.3 und den folgenden Bemerkungen
die Gleichungen (24.1) und (24.2) gelten.

2. Die E()) sind Grenzwerte von Folgen von Polynomen im Sinne der starken Opertorkonvergenz.

3. Der Operator kommutiert mit der Spektralschar, und wenn ein Operator B mit 7' kommutiert,
dann auch mit der Spektralschar:®

[E(\),T]=0 und [B,T]=0 = [E()\),B]=0 VAeR

“Man sagt, E()) ist ein Bikommutant von T, und schreibt E(\) € {T}".

Beweis

1. Erneut soll nur die Beweisidee aufgezeigt werden: Alle im Folgenden auftretenden Funktionen
seien mindestens auf einem Intervall definiert, dass o (7T") enthélt, etwa auf [— ||T'|| , || T'||]. Oben war
schon beschrieben, das p(7T'), f(T') und f stetig sind. Wenn g nur stiickweise stetig ist und g(7")
definiert werden soll, dann muss man die gleichméfige Konvergenz (d.h. auch die Konvergenz
beziiglich der Operatornorm) verlassen.

Es gilt: Sei g > 0 stiickweise stetig, sodass eine monoton fallende Folge stetiger Funktionen
(fn) existiert, die punktweise gegen g konvergiert. Dann ist (f,, (7)) eine monoton fallende Folge
selbstadjungierter Operatoren, und es existiert ein selbstadjungierter Operator ¢g(7'), gegen den
fn(T') im Sinne der starken Operatorkonvergenz konvergiert. Ein Spezialfall fiir solche g ist:

(t) L= it A € R beliebi
e = mi eliebdl
A 0 t>A\ 8

Leicht findet man eine Folge (f,,) stetiger, monoton fallender Funktionen, die punktweise gegen
ex konvergiert (indem man die Stufe bei t = A abschrégt und fiir wachsende n immer steiler
werden ldsst). Wenn man ey nun so bildet, so erhélt man ein E(\) mit allen Eigenschaften einer
Spektralschar.

2. Da jedes f, ein Grenzwert einer Polynomfolge ist (im Sinne glm. Konvergenz) und ey der Grenz-
wert der f,, (im Sinne punktweiser Konvergenz) ist, ist ex(7') = E(\) der Grenzwert (im Sinne
starker Operatorkonvergenz) von Polynomen in T7).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Spektralschar und Spektrum? Wie kann die Spektralschar
in der Quantenmechanik angewendet werden? Was passiert bei unbeschrénkten Operatoren?
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Satz 24.5
Sei T =1+ = [M AdE()). Dann gilt:

1. p liegt genau dann in o(7"), wenn p in keinem Konstanzintervall der Spektralschar liegt.

Ve>0:E(up+e)—E(u—e)#0

2. pist genau dann ein Eigenwert, wenn E(u+0)—E(u—0) # 0 ist. Der Projektor E({u}) projiziert
dann genau auf den Eigenraum zu p. Die Eigenwerte entsprechen also den Sprungstellen der
Spektralschar.

1. Die Charakterisierung von p € o(T) bedeutet also: Wenn A € o(T'), dann existiert um A ein In-
tervall (A — 3, A +6) C o(T), in welchem die Spektralschar konstant ist. (Man beachte, dass die
Resolventenmenge offen ist!)

2. Fir p € 0,(T) ist E({pu}) #0.
Zum Spektraltheorem sind noch einige Ergdnzungen moglich:

1. Die Spektralzerlegung ldsst sich allgemein fiir normale Operatoren beweisen: Wenn 7' normal ist,
dann ist T7* = T*T'. Also ist die folgende Darstellung moglich:

Ty = (T +T%)/2

T=T,+i-Tp mi
14412 mit {Tg::(T—T*)/%

Hierbei sind 77 und 7% selbstadjungiert sind und kommutieren miteinander. Nun konstruiert man
aus F(-) und Es(-) eine sogenannte Spektralschare in der Ebene. Man erhélt:

T=T+iT, z/aa: dEl(ﬂf)‘/adEz(y)Jri/adEl(w)-/ay dEs(y) :/“/“Z dE — 1(z) dEs(y)

Diesen Ausdruck bekommt man als Zwischensummen folgender Art:

Doz E(Aw) =z Ei(ly) - Ea( )

k.l Kl

Hierbei ist zy; = xg; + ity € Ag ein Zwischenpunkt und Ay = I X J; ein Rechteck aus einer
Zerlegung von [—a,a] X [—a,a]. a soll so gewihlt sein, dass zum Beispiel —a < —||T||, also
a > ||T||. Mit anderen Worten: o(T) C (—a,a) X (—a,a). Das oben genannte Spektralmaft E\(-)
wird also so definiert, dass fiir ein Rechteck A = I x Jmita <z < g (=) und vy <y <4
(= J) gesetzt wird:

E(A=E((I)- Ex(J) = (E1(B) — Er(a)) - (E2(8) — Ea(7))
Hierbei ist schon beriicksichtigt, dass F1 und Es rechtsseitig stetig sind, also bei links halboffenen

Intervallen die obige Definition von Ej(I) und Es(J) gerade korrekt ist.

2. Man kann auch fiir unbeschrinkte selbstadjungierte (und in Analogie zu oben auch normale
Operatoren) eine Spektralzerlegung erhalten: Auf D(T') ist T = T™* definiert und unbeschrénkt.
Dann existiert eine Spektralschar R 3 A — E(\) mit

T = /)\dE()\) im Sinne von  (p, Tp) = /)\d||E()\)<p||2 Vo € D(T)

—00 —00



24 Bemerkungen zum Spektraltheorem Seite 293

3. Wahrscheinlichkeitstheoretischer Aspekt in der Quantenmechanik

Sei A C R ein beliebiges Intervall (oder eine andere geeignete Teilmenge) und ¢ € H mit ||| = 1.
Dann ist ||E(A)g||? die Wahrscheinlichkeit, bei Messung der Observablen T im Zustand ¢ eine
Messwert aus A zu erhalten. Im Falle A N o (7T) = @ verschwindet die Wahrscheinlichkeit.

4. Nicht behandelt werden hier insbesondere die Zeitentwicklung quantenmechanischer Systeme
(zum Beispiel e/"** fiir den Hamiltonoperator H = H*) und der Zusammenhang zwischen Schrédinger-
Bild und Heisenberg-Bild in der Quantenmechanik.



25.2 Differenzierbarkeit und Holomorphie Seite 294

25 Der Begritt der Holomorphie

25.1 Wiederholung: Komplexe Zahlen. Komplexe Funktionen

Es sei C der Korper der komplexen Zahlen. Wir ordnen C immer die Gaufsche Zahlenebene R? zu.
z=z+iy < (z,Y)

Die Funktionaltheorie ist die Theorie der Funktionen f : C — C. Die exponentielle Darstellung der
komplexen Zahlen sah wie folgt aus:

T=r-cose r:]z\:\/xz—i-yQ} mit —r<g<n

z=r-e¥ =1r.(cosp+ising) mit { )
y=r-singp p=argz

Damit konnen wir die Potenzen von z einfithren:
2" =" @™ =" (cos(ny) + isin(ne))

Die Gleichung w™ = z hat n verschiedene Losungen:

wy = {”/;-ez'(%Jr%) mit k=0,1,...,n—1
Eine Folge (zy,) C C mit z,, = x, + iy, konvergiert genau dann gegen z = x + iy, wenn x,, — x und
yn — y konvergiert. Unendliche Reihen und Potenzreihen ergeben sich wie bereits bekannt.

Ein Gebiet G ist eine Teilmenge der komplexen Ebene, die offen und zusammenhéngend ist. Offen
bedeutet, das fiir alle z € G ein Kreis K um z existiert, mit K C G. Zusammenhéingend heifst, dass
fiir beliebige z1, z2 € G stets eine stetige Kurve C € G existiert, die die Punkte z; und zy verbindet.

Komplexe Funktionen f bilden von G = D(f) C C nach C ab. Jedes solche f kann stets wieder als
f = u+ v geschrieben werden:

f(z) = f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y)

u und v sind reelle Funktionen zweier reeller Variablen.

Beispiel 25.1 Exponentialfunktion

Die Funktion f(z) = e* kann wegen e = e*T% = e% . (cosy+isiny) = e - cos y +ie” - sin y beschrieben werden

durch u(z,y) = e* cosy und v(z,y) = e®siny.

25.2 Differenzierbarkeit und Holomorphie

Sei im Folgenden stets G ein Gebiet in C.
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Definition 25.1
f : G — C heifst im Punkt @ € G komplex (oder: im komplexen Sinne) differenzierbar mit der
Ableitung f’(a), wenn der folgende Grenzwert existiert:

i £+ D) = £(0)
h—0 h

=: f'(a)

Das ist wieder dquivalent zu f(a + h) = f(a) + f'(a)h + o(h).
Es gelten die iiblichen Rechenregeln und Eigenschaften:

1. Summe, Produkt und Quotienten differenzierbarer Funktione sind wieder differenzierbar und es
gelten die {iblichen Regeln.

2. Die Kettenregel fir g : G — G; CC, f: Gy — Cund fog: G — C besagt, dass, wenn g in a
und f in g(a) differenzierbar ist, dann ist auch f o g in a differenzierbar und es gilt:

(fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a)

Eine Variante ist, dass durch z : R — C ein Intervall (a, b) auf eine Kurve C' abgebildet wird. (z ist
also eine Parameterdarstellung der Kurve.) Die Kurve liege im Definitionsbereich von f : G — C.
Ist z nach ¢ in (a,b) und f in G differenzierbar, so gilt:

d !/ /
/@) = f=(2) - 2(1)

3. Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit.

4. Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzkreises beliebig oft komplex (d.h. gliedweise) dif-
ferenzierbar.

Beispiel 25.2
1. f(z)=z2
2. f(z) = Rez
3. f(z)=Imz

Alle diese Funkionen sind nicht komplex differenzierbar. Nummer 2 betrachten wir genauer:

f(Z+h)*f(Z)_ h:h1+lh2 _(l"i’hl)*l‘ h1
h T\ z=x4iy )

hi+ihs  hy +ihs

Der Grenzwert fiir h — 0 existiert nicht. Zum Beispiel ergibt sich bei Ann&herung auf der imaginédren Achse

(h1 = 0 und hg — 0) der Grenzwert 0, wiahrend auf der reellen Achse der Grenzwert 1 entsteht.

Definition 25.2

Die Funktion f : G C C — C heift in a € G holomorph, wenn es eine Umgebung U(a) C G gibt,
in der f komplex differenzierbar ist. f heifst im Gebiet G' holomorph, wenn f in jedem Punkt a € G
holomorph ist, das heifst f ist in jedem Punkt b € G differenzierbar.

Der folgende Satz ist das erste fundamentale Resultat in der Funktionentheorie und zeigt einen ersten
gravierenden Unterschied zum Reellen.
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Satz 25.3

f=u+iv:G — Cist im Punkt a = a + i genau dann komplex differenzierbar, wenn gilt:
1. w und v sind als Funktionen zweier reller Variablen im Punkt (o, 3) differenzierbar.

2. Im Punkt («, ) sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt:
Vi = Uy DG @y = =0y (CR)

Dann gilt: f'(a) = u, (@, B) + iva(a, B) = vy, B) — ity (@, B).

Beweis

Neben f = u +4v : C — C betrachten wir noch F = (u,v)? : R?> — R2, mit den Punkten a = a + i3
und & = (a, 3)T. Entsprechend ist h = hy + iho und h = (hy, ho)”. Dann ist 25.3.1 dquivalent dazu,
dass F' in a differenzierbar ist, das heift:

F(a+h) = F(a)+ Ah+ o(||h)

Ao (U Uy
Vg Uy

Jetzt wird die Definition der Differenzierbarkeit in der Weierstrafischen Variante benutzt. f ist komplex

Das A ist gerade die Jacobi-Matrix:

differenzierbar in a@ mit der Ableitung f’(a) = b+ ic genau dann, wenn gilt:
fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+o(||h])
Unter Benutzung der Darstellung von f durch v und v ist also:
w(@+ h) + iv(a+ h) = u(a) + iv(a) + (b +ic) - (b1 + ihs) + o(||h|])

Trennt man Real- und Imaginéarteil, so kann man das schreiben als:

(o) = () + ) () ot
Durch Vergleich mit der ersten Gleichung in diesem Beweis sehen wir:

Gl =€)
Uz Uy )|, c b

Jetzt konnen wir das Ergebnis einfach ablesen:

b = ux(a,ﬂ)zvy(a,,@)
c = —Uy(a,ﬂ):%c(ayﬁ)

Damit ist (C'R) gezeigt.
]

Dieser Satz zeigt: Fiir komplexe Differenzierbarkeit reicht es nicht, dass Realteil und Imaginarteil
(beliebig gut) differenzierbar sind: Die (CR) zeigen, dass ein innerer Zusammenhang zwischen Real-
und Imaginérteil besteht. Wir miissen eine kleine Nuance beachten: Zunéchst folgt aus der komplexen
Differenzierbarkeit und der Existenz von w,,uy, v, und v, nicht die Stetigkeit der Ableitung. Spater
sehen wir jedoch, dass die Holomorphie von f auch die Differenzierbarkeit von u und v von beliebiger
Ordnung impliziert. Damit ist auch f selbst beliebig oft differenzierbar.



25.2 Differenzierbarkeit und Holomorphie Seite 297

Zusammenhang mit ebenen Stromungen/Vektorfeldern

Sei f in einem Gebiet G holomorph. Dann sind die Vektorfelder (u, —v)T und (v,u)” divergenzfrei und
erfiillen die Integrabilitdtsbedingung. Das entspricht genau der Aussage von (CR).

Die Umkehrung lautet: Sei @ = (v1,v2)? ein C''-Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen (also diver-
genzfreien) und wirbelfreien (also rotationsfreien) Stromung. Dann sind die Funktionen f := v; — ivo
und g := ve +iv; im Gebiet der obigen Strémung holomorph. Hierbei ist die Rotation wie folgt erklart:

Betrachte 7 als Stromung in R3, also # := (vy,v9,0)7.

rot ¥ = (0,0, (v2)z — (v1)y)

rot ¥ = div ¢’ = 0 entspricht genau den Gleichungen (C'R).
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26 Integration holomorpher
Funktionen

26.1 Komplexe Kurvenintegrale

Kurvenintegrale im Komplexen werden analog zu Kurvenintegralen in R? behandelt.

Wiederholung

Ein Weg ist eine stetige, injektive Abbildung v : [a,b0] — C. Es ist v(t) = 2(t) = =(t) + iy(¢) die
Parameterdarstellung der zugehorigen Kurve C = y([a, b]). Fast immer setzt man zusétzlich voraus, dass
~ (stiickweise) stetig differenzierbar ist. Die Begriffe der Integration iiber v und iiber C benutzen wir
synonym.

Gewdhnliche R-Integrale komplexwertiger Funktionen F' einer reellen Variablen sehen wie folgt aus:

b b b
F(t) = G(#t) +iH(t) mit tcfab = / Ft) dt = / Gt) dt +i - / H(t) dt

Definition 26.1
Sei f = u + iv eine stetige Funktion im Gebiet G C C. v € C*([a,b]) bilde [a,b] — G ab, d.h.
C :=7([a,b]) liegt in G. Unter dem Integral von f lings C bzw. ldngs v versteht man:

[ e= [ 1) az:- /b FO0) 30 dt = [ £ate) - 200 at
¥ C a a

Benutzt man f = u + iv und 2(t) = x(t) + iy(t), so ergibt sich:

b

/f(Z) dzz/[U(w(t),y(t))+iv($(t),y(t))] () +ag(t)] de
C a

Lésst man nun die Variablen der Funktionen weg, so erhélt man:

b b

/f(z) dz-/(u:t'—vy) dt+i-/(w‘c+uy) d (26.1)
C

a a

Mit dz = dz + idy ist f(z) dz = (u + iv) - (dz 4 idy) und man kann schreiben:

/f(z)dz:/(udx—vdy)+i/(udy+vdx) (26.2)
C

© c

Es gelten die iiblichen Eigenschaften:
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1. Linearitéat des Integrals beziiglich des Integranden f

2. Verkettung von Kurven: Fiir C = C; ¢ Cs ist fC fdz= fCl f dz—i—fc2 f dz. Damit ist das Integral
auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege erklért.

3. Das Integral fc f dz ist von der Orientierung von C bzw. v abhéngig. In unserer Definition ist ~y
also stets als orientiert zu betrachten:

/f(z) dz = —/f(z) dz
c Cc—
4. Standardabschétzung: Wenn |f(z)| < M auf C, dann gilt:
b b
/f(z) dz| < M-L(C) mit L(C)=L(y) =/|z(t) dt:/\/m'(t)2+y(t)2 dt
c a a

Diese Abschitzung hatten wir nur im Reellen. Im Komplexen sind Modifikationen nétig.

Beispiel 26.1 Fundamentalbeispiel

Wir betrachten die Kurve C = S,.(a), also den Kreis um a mit dem Radius r. Gesucht ist das Integral:

/(z—a)"dz mit nez
C

Eine Parameterdarstellung z(t) von C ist:
z(t):=a+r-e mit 0<t<2r

Fiir f(z) = (z — a)™ ist also f(z(t)) = r™ - exp(itn). AuBerdem ist Z(¢) = ir - exp(it). Jetzt konnen wir das
Integral aufschreiben. Fiir n # —1 ist:

2 2
) n+1 ) 27
/(z —a)"dz = /f(z(t) 2(t) dz = /ir"+1 it g = T it
n+1 0
c 0 0
Der Fall n = —1 muss gesondert betrachtet werden:
q 27 . i+
/ : :/%dt:%-z’
zZ—a r-et
c 0

Wie im Reellen kann das Kurvenintegral wegabhéngig sein. Es resultieren zwei Probleme (f holo-
morph):

1. Sei G C C offen. Man beschreibe alle geschlossenen Wege C in G mit fc f(z)dz=0.
2. Wie muss G C C beschaffen sein, damit [, f(z) dz = 0 fiir alle Kurven C ist?

Wir werden auf beide Fragen Teilantworten geben. Im Vordergrund steht allerdings die zweite Frage.

26.2 Cauchyscher Integralsatz. Cauchysche Integralformel

Beide Aussagen sind die wichtigsten Grundlagen der Funktionentheorie.
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Theorem 26.2 Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhéngende Gebiete
Sei G C C ein beschranktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet. f sei in G holomorph. Dann gilt
fiir jede in G liegende geschlossene Kurve C:

/f(z) dz=0
C

Insbesondere ist [, f(z) dz wegunabhéngig.

Beweis Beweiskonzept
Wenn man zusétzlich fordert, dass f’ in G stetig ist (das beinhaltet die stetige Differenzierbarkeit u
und v in G), dann ist der Beweis einfach. Betrachte dazu (26.2):

/f(z) dz:/(udx—vdy)+i/(udy+vdaz)
C

¢ c

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt fiir die beiden reellen Integrale die Wegu-
nabhéingigkeit, weil G einfach zusammenhéngend ist. Ohne diese Forderung der stetigen Differenzier-
barkeit erfolgt der Beweis i.A. in mehreren Schritten. Die gréfite Schwierigkeit ist der erste Schritt, da
der Beweis hierzu aufwandig ist.

1. Satz von Goursat: Fiir beliebige Dreiecke A C G ist [, f(2) dz = 0.

2. Nun verallgemeinert man auf fp f(z) dz =0, wobei P ein ganz in G verlaufender, geschlossener
Polygonzug ist. Zum Beweis zerlegt man das Polygon so in Dreiecke Aq,...,A,, dass P =
;" A; ist. (Hierbei muss man unbedingt die Orientierung beachten, damit sich Teilgeraden
innerhalb des Polygons wegheben.)

3. Zuletzt wird eine beliebige Kurve C durch Polygonziige approximiert: Zu beliebigen € > 0 appro-
ximiere C durch ein P(¢), dass:

/f(z)dz—/f(z) dz| < e
c P

Im folgenden fithren wir Varianten und Verallgemeinerungen dieses Satzes ein.

Theorem 26.2a
Sei G ein beschrinktes Gebiet und C C G eine geschlossene Kurve. f sei auf C stetig und im Inneren
von C holomorph. Dann gilt:

/ f(z)dz=0

@

Spezialfall

Der Rand eines einfach zusammenhéngenden Gebietes besteht aus unendlich vielen stetig differenzierbaren
Kurvenstiicken ohne gemeinsame innere Punkte. f sei in G holomorph mit auf dem Rand 0G stetig. Dann

gilt [ f(z) dz=0.
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Beweis
Die Idee ist wieder, die Kurve C durch Polygonziige zu approximieren, die innerhalb von C verlaufen
und ggf. Eckpunkte auf C haben. Dabei gibt es eine Feinheit: In den Eckpunkten liegt nur Stetigkeit
vor. Dazu kann man eine Variante des Satzes von Goursat benutzen, die zulasst, dass f in einem Drei-
eckeckpunkt nur stetig ist.

[ |

Theorem 26.2b Cauchyscher Integralsatz fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete

Sei G ein beschrianktes Gebiet, das von endlich vielen punktfremden, geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Kurven Cy, . ..,C, berandet wird. Die Kurven seien so orientiert, dass G zur Linken
liegt. Die Funktion f sei in G holomorph und auf den C; stetig. Dann gilt:

/f(z)dz:zn:/f(z)dz:0
oG

=0 C;

Man beachte, dass nun fiir G kein einfacher, sondern nur ein wegweiser Zusammenhang gefordert wird.
Anschaulich kann die Menge also auch ,Locher enthalten, die durch zusétzliche Randkurven mit entspre-
chender Orientierung definiert sind.

Beweis Beweisidee fiir einen Spezialfall

In der Menge liege nur ein ,,Loch“ vor, es handle sich anschaulich also um einen ,Ring*. Wir stellen uns
einen Schnitt von der dufleren Kurve Cy bis zur inneren Kurve C; vor. Zur Berandung des Gebietes
gehen wir zuerst Cy ab, dann den Schnitt Cs zu Cy, dann C; selbst, und dann entlang des Schnittes Cg
zuriick zu Cy. Es entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, denn: Fiir einfachen Zusammenhang
wird gefordert, dass jede geschlossene Kurve auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne G
zu verlassen. Das ist jetzt moglich, da wir den ,Ring* an einer Stelle zerschnitten haben.

Auf das Gebiet G' = G \ Cs mit der neuen Randkurve Cy & Cs @ C; @ C; kann nun das Theorem
26.2a angewendet werden, welches zu [, ac f(2) dz = 0 fiithrt. Dabei wird der Schnitt Ca zweimal in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen; die Integrale iiber Cs heben sich also weg. Es bleibt:

/f(z)dz:/f(z)dz:o
oG

oG’

Dieses Konzept kann man auf endlich viele ,Locher verallgemeinern, indem man alle Locher mit
Schnitten verbindet.
|
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Folgerung 26.3

1. Sei G ein beschrianktes Gebiet und f in G holomorph. Ferner seien C; und Cy zwei geschlossene,
ganz in G verlaufende, punktfremde, stiickweise stetig differenzierbare Kurven, die sich stetig
ineinander deformieren lassen. (Man sagt, C; und Cy sind homotop.) Dann gilt, wenn beide
Kurven im selben Sinn durchlaufen werden:

2. Seien G und f wie oben, a € G und C eine geschlossene Kurve in G, die im Inneren den
Kreis K, (a) enthilt. 0K,(a) = Sy(a) und C seien homotop und werden in gleicher Richtung

durchlaufen. Dann gilt:
f(2) _ f(z) N
C/Mdz—/@_@ndz fi

Sr(a)
Insbesondere ist:
1 1
/ dz = / dz =27 -4
zZ—a zZ—a
C Sr(a)

Beweis

1. Wir haben ein Gebiet mit einigen ,,Lochern®. C; liegt in G und enthilt Cs, aber keine ,Locher”.
Im zweiten Fall liegt dieselbe Situation vor, jedoch enthalten C; und Cs eins der ,Locher. Im
ersten Fall folgt [, f(2) dz = [, f(2) dz sofort. Problematischer ist die zweite Situation, diese
kann man aber mit einem Schnitt Cs zwischen C; und Cs entschérfen. Es entsteht ein einfach
zusammenhdngendes Gebiet, in dem f holomorph ist. Also kann man 26.2b auf den Rand C; &
Cs®C, ®C; anwenden. (Die Orientierung von Cy muss gedndert werden, damit die umschlossene
Menge zur Linken liegt.) Wiederum fallen Integrale iiber Cs weg; wir erhalten:

oG’

/f(z) dz:/f(z) dz—i—/f(z) dz=0 = /f(z) dz=— [ f(») dz:/f(z) dz
& 5 G -

2

2. Nun liege in G eine Kurve C (die keine ,Lécher umschliefte) und darin der Kreis K, (a) mit dem
Rand S,(a). Betrachte G := G \ {a}, dieses Gebiet ist nicht mehr einfach zusammenhéngend. In
G ist die Funktion f(z)/(z —a)" fiir n € Z holomorph. Alle Behauptungen folgen aus dem ersten
Teil; den Wert des letzten Integrals hatten wir bereits im Beispiel 26.1 abgeleitet.

Beim Cauchyschen Integralsatz 26.2 kann man weder den einfachen Zusammenhang noch die Beschrankt-
heit weglassen. Fiir den einfachen Zusammenhang sieche das Fundamentalbeispiel 26.1. Die Erkenntnis,
dass die Beschrankheit vital ist, ist problematischer. Diesen Punkt diskutieren wir bei der Einfiihrung des
Punktes ,,Unendlich*.

Analog zum Reellen kann der Begriff der Stammfunktion eingefithrt werden.



26.2 Cauchyscher Integralsatz. Cauchysche Integralformel Seite 303

Definition 26.4

Sei f eine in einer offenen Menge U C C stetige Funktion. Mann nennt f in U/ integrabel, wenn es
eine in U holomorphe Funktion F gibt mit F’ = f. F heifst Stammfunktion von f (in U).

Satz 26.5 Eigenschaften der Stammfunktion

1. Sei G beschriankt und einfach zusammenhéngend, und f in G holomorph. Fiir einen festen
Punkt zp € G ist das folgende F' eine Stammfunktion von f:

Integral ldngs einer beliebigen Kurve
C C G, die zg und z verbindet

F@%z]f@ﬁK (

2. Zwei Stammfunktionen F; und F5 von f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

3. Ist F eine beliebige Stammfunktion von f, und C eine Kurve in G mit dem Anfangspunkt z;
und dem Endpunkt zo, dann gilt:

/&«wsz@g—F@n
C

Beweis
Wir setzen zusétzlich voraus, dass v und v (aus der Darstellung f = u + iv) stetig differenzierbar ist.
(Dass f holomorph ist, impliziert ja nur totale Differenzierbarkeit von u und v sowie (CR).)

1. Mit f(z) = u(x,y) +i-v(x,y) und d¢ = dx + idy erhilt man wieder die Formel (26.2):

F(z):/z(udxudy)+i./z(vdx+udy)

Die beiden Vektorfelder (u, —v)” und (v,u)” erfiillen in G die Integrabilititsbedingungen (siche
Potential zu Vektorfeldern in Kapitel 8.3) wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen. Also haben beide Vektorfelder stetig differenzierbare Potentiale U und V.

U(m,y)—/(udx—vdy) und V(w,y)—/(v dz + u dy)
20 %
Es gilt weiterhin U, =V, = w und Vi = —Uy = v. Das heikt, dass F' = U + iV stetig differen-

zierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt; also ist F' holomorph
mit F/ =U, +iV, =u+iv = f. Also ist F die gesuchte Stammfunktion.

2. Der Beweis geht genau wie im Reellen.

3. Wir nehmen die Punkte zg, 21 und z5. Ein Kurve C verbindet z; und zo. Ein zweite Kurve lauft
von z1 nach zg, dann nach 25 und schliefst mit C~ wieder zu z1. Sei F' 0.E.d.A. die Stammfunktion
aus dem ersten Teil. Nach dem Integralsatz 26.2 gilt:

/f(z) dz—i—]of(z) dz+]2f(z) dz =0 = /f(z) ds = 7f(z) dz— 71’(2) dz = Fz) — F(z1)
c— 21 20 C 20 20
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Die Voraussetzungen im vorigen Satz sind eigentlich zu stark. (Sie werden benutzt, damit man besonders
den Zusammenhang mit Potentialen sieht.) Man kann den Satz auch wie folgt abschwiichen.

Satz 26.5a

Sei G ein Gebiet und f in G stetig. Fiir jede geschlossene Kurve C C G sei fc ) dz = 0. Dann hat
f auf G eine Stammfunktion.

Beweis
a € G fest, z € G beliebig. Sei C, eine Kurve, die ¢ mit z verbindet. Setze:

~ [1©ac- jf(C) a
C, a

Zu zeigen ist, dass F eine Stammfunktion von f ist, das heifst: F'(z9) = f(z0) fiir alle zgp € G. Fiir
ein z, dass hinreichend nah bei zy liegt, liegt die Strecke ZZg ganz in G. Dann gilt fiir die folgende
geschlossene Kurve:

C=C-07zz0dC,y CG = /f(z)dz:()

F:) - Flao) = [ 1@ dz= [5G de= [ 1) a
C. Cz o

Das verbleibende Integral lasst sich einfach berechnen, da durch z(¢) = zo +¢- (z — 20) (auf [0, 1]) eine

Dann gilt:

Parameterdarstellung von zyz vorliegt.

1 1
F(z) /fzo+t (z—20)) - (2 — 20) dt = (2 — 20) /fzo—l—t (z —2p)) dt
0 0

=:A(z)

Hierdurch ist eine Funktion A : C — R definiert, fiir die A(z9) = f(z0) gilt. Wir zeigen, dass A in zp
stetig ist, denn dann folgt:

lim AG) = A > DRI e O30 e = pe) = ) = )
Es gilt:
1 1 1
|A(z) — A(z0)| = /f(zo +t(z — 20)) dt — /f(zo) dt| < Juax |f(z0 +t(z — 20)) / dt
0 0 o

1

Da f stetig ist, wird der rechts stehende Ausdruck klein, wenn z nahe an zj ist, also ist A stetig in zg.

Theorem 26.6 Cauchysche Integralformel

Sei G C C ein beschrianktes Gebiet, f in G holomorph und C C G eine geschlossene Kurve, deren
Inneres ganz in G liegt. Dann gilt fiir alle z im Inneren dieser Kurve:

= / Flac (269)
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Beweis
Sei K,(z) ein Kreis im Inneren von C, mit der Randkurve S,(z). Nach Folgerung 26.3.2 gilt:

/c— C‘/q— C‘/“gf d“/c— *)

%,_/
=27i-f(2)

Das erste Integral konnen wir mithilfe der Kurvenlédnge L(S,(z)) = 2mr abschétzen. Zusétzlich nutzen
wir aus, dass auf S,(z) gilt: |[1/({ — 2z)| = 1/r = const.

MO o < 2 oamr- sup 1700 = 1)1 =20

-z CeSr(2)

Sr(2)

In (*) kénnen wir nun r gegen Null gehen lassen und erhalten:

/c a¢ = 2mi - (2)

Sr(z)

Theorem 26.6a Allgemeine Cauchysche Integralformel

G und f mogen die Voraussetzungen von Theorem 26.2b erfiillen. (Also: G C C ist ein beschrénktes
Gebiet, f ist auf G holomorph und auf dG stetig.) Dann gilt:

1 [Q) 4 )@ 2€C
p aég_zdg {0 L iT (26.4)

Auch hier ist das Konzept, durch Schnitte zwischen Berandungskurven von G ein einfach zusammen-

Beweis

héngendes Gebiet zu erzeugen. z soll auf keinem der Schnitte liegen.

e Fiir z € G kann 26.6 angewendet werden.
e Fiir z € 0G ist keine allgemeine Aussage moglich.

e In dem Falle, das 2 ¢ G ist, ist der Integrand auf OG stetig und in G holomorph. Auch hier kann
man die passende Variante des Cauchyschen Integralsatzes anwenden.

zur Interpretation von (26.3) und (26.4)

Die Funktionswerte einer holomorphen Funktion sind durch die Werte auf dem Rand eindeutig bestimmt.
Spéter werden wir sogar sehen, dass filir zwei beliebige holomorphe Funktionen ein kleines Intervall oder
sogar eine konvergente Punktfolge geniigt, auf dem beide Funktionen gleich sind, damit die Funktionen
insgesamt gleich sind.
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Beispiel 26.2 Anwendung zur Cauchyschen Integralformel
eZ
—d
z-(1—2)3 :
|2]=1/2

ist zu berechnen. Hierbei ist e* = > /2™ /n! wieder die Exponentialfunktion, definiert als analytische Funk-
tion mit unendlich grofem Konvergenzradius. Analog definiert man sin z und cos z durch Potenzreihen. Diese
Funktionen sind alle auf dem ganzen C holomorph. Wir benutzen nun die Cauchysche Integralformel:

f(a>=;ri-/<f(fldc
C

Zur Anwendung in unserem Beispiel setzen wir a = 0 sowie f(z) = e*/(1 — z)® und integrieren {iber die Kurve
C = 51/2(0). f(2) ist im Kreis S;/5(0) natiirlich holomorph.

10 =5 [ g

S1/2(0)

Rechts steht bis auf den Divisor 27i genau das Integral, was wir suchen. Dessen Wert ist deswegen 2.

Eine holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar. In Kapitel 28 wird auf anderem Wege gezeigt,
dass f sogar analytisch ist. Der folgende Satz zeigt, analog zur reellen Variante, dass man Integration
und Differentiation miteinander vertauschen kann.

Satz 26.7

Sei f eine Funktion von zwei komplexen Variablen w € C und z € G, wobei C eine kompakte
Kurve in G ist. f sei in z und w stetig und fiir alle z € G nach z stetig differenzierbar. Dann ist
F(z) := [, f(w, z) dw fiir alle z € G komplex differenzierbar und es gilt:

g s QIR 0f(w,z)
F(z)—dz—/az dw
C

Zum Beweis muss man den Differenzenquotienten direkt abschétzen.

Theorem 26.8 Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen einer holomorphen Fkt.
Jede in G holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Fiir z € G und K, (z) C G gilt dann:
|
)y (O ;
'™ (2) 5 = ¢ fir neN (26.5)
Sr(2)
Beweis fiir n = 1, Verallgemeinerung iterativ

Betrachte die Cauchysche Integralformel in der Form:
1 f(w)
- — .| 172 g
1(z) 211 / w— 2z v
Sr(z)

Das obige Integral erfiillt alle Voraussetzungen des Integranden in Satz 26.8. Der Integrand ist sogar
beliebig oft nach z differenzierbar. Die Ableitung sieht wie folgt aus:

ST(Z) S’V‘(Z)
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Es existiert eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes.

Satz 26.9 Satz von Morera

Sei G C C ein Gebiet und f in G stetig so, dass [ f(z) dz lokal wegunabhingig ist, das heifit: Zu
jedem Punkt zg € G gibt es einen Kreis K C G um zp, in dem [ f(z) dz wegunabhéngig ist. Dann
ist f in G holomorph.

Beweis
Aus dem Satz 26.5 (allgemeine Variante) folgt, dass f in K eine Stammfunktion F' besitzt, das heift,

dass F'(z) = f(z) fir alle z € K ist. Das heifit F' ist in zp (sogar in K) holomorph, also ist auch f in

zo holomorph. Da zg € G beliebig ist, ist f in ganz G holomorph.
|
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27 Einige elementare Funktionen

Unproblematisch sind Polynome in z und rationale Funktionen. Die wichtigsten Beispiele holomorpher

Funktionen sind die Potenzfunktionen.

27.1 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Betrachte die bekannte Potenzreihe:

o0 n

E(z) =Y % (27.1)

n=0

Diese Potenzreihe konvergiert in ganz C und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Wir schreiben

dann auch E(z) =: ¢*. Wir wollen einige einfache Eigenschaften der Exponentialfunktion aufschrei-
ben:
1. E'(z) = E(z) (durch gliedweise Differentiation von (27.1))
2. E(0) =1 (trivial)
3. E(z) # 0 fir alle z € C (nicht trivial)
Betrachte zum Beweis die Funktion f(z) := E(—z)- E(w + z) mit einem beliebigen festen w € C.
Mit der Produktregel und der Eigenschaft 1 erhalt man:
f'(2) =—E(-2)-B(w+z2)+ E(—z2) - E(w+2) =0
f ist konstant, der Wert dieser Konstante ergibt sich aus:
E(—z)-E(w+z) = f(0) = E(w) (27.2)
Fiir w = 0 ist im Speziellen:
E(—2)-E(z) =1 (27.3)
Dies gilt fiir alle z € C, somit muss F(z) # 0 sein.
4. Es gilt das bekannte Exponentialgesetz:
E(z4+w) = E(z) - E(w) (27.4)
Im Kapitel 3 wurde dies durch Reihenmultiplikation gezeigt. Mit (27.2) und (27.3) ist es einfacher:
E(=2) EGz+w) =21 Bw) Y B(—2) - BEG) - B(w)
5. Aus (27.3) folgt unmittelbar F(—z) = E(z)~!.
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Bevor wir weitere Eigenschaften untersuchen, werden die sin- und cos-Funktionen eingefiihrt.

. . S (_1)n 2n+1
sin z = ZO m A (275)

- (1"
N — 2n
cos z 1= Z o) z (27.6)
n=0
Beide Funktionen sind auf dem gesamten C konvergent und holomorph. Es gilt:
1. sin(—z) = —sinz und cos(—z) = cos z
2. (sinz)’ = cosz und (cosz) = —sinz

Aus den Formeln (27.5) und (27.6) erhalt man:
cos z + isinz = e (27.7)

Jetzt kann die Exponentialfunktion durch Sinus und Kosinus ausgedriickt werden. Umgekehrt gilt:

eiz + e—iz eiz o e—iz
=— d ing=—— 27.8
cos z 5 un sin z 5 (27.8)
Satz 27.1 Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion

1. Die einzigen Perioden der Exponentialfunktion F sind die Zahlen 2kmi mit k € Z.

2. Der Wertebereich von E ist W(E) = C\ {0}. Genauer gibt es zu jedem w € C\ {0} genau ein
z aus dem Fundamentalstreifen S := {z € C: —7 < Imz < 7w} der Exponentialfunktion mit
E(z) =w.

3. Durch die Abbildung z +— e* wird das Innere von S eineindeutig (und konform) auf die langs
der negativen reellen Achse aufgeschnittene komplexe Ebene C \ {z € R : 2 < 0} abgebildet.

Beweis

1. Seien 21,29 € C mit E(z1) = E(22), also E(z1 — z9) = 1. Wir setzen w := 21 — 290 = x + iy. Es
ist zu zeigen, dass w = 2kmi ist.

E(w)=¢e"=¢€"-(cosy+isiny) =1 = e“-cosy=1 und €* -siny=0

Somit muss siny = 0 sein, das heift y = I7 mit [ € Z. Zudem muss cosy > 0 sein (da sowohl
e” als auch das Produkt aus beiden positiv ist). Um dies zu erfiillen, muss [ = 2k sein. Dann ist
cosy = 1, also €* = 1 und somit x = 0.

2. Aus 1. folgt, dass jeder Wert von E bereits in S angenommen wird. Um den Wertebereich zu
finden, geniigt es also, den Bereich S zu betrachten. Auf S ist £ zudem injektiv, denn: Wenn
es 21,29 € S gibe mit E(z1) = E(z2), dann miisste z; — zo = 2kmi sein. Damit beide Punkte
in S liegen, muss k = 0 sein, somit ist wieder z; = za. Zu zeigen: E bildet auf C\ {0} ab. Sei
w € C\ {0}. Dann existiert genau ein y € [—m, 7] C S mit y = argw. Setze = := In|w| € R.
Dann gilt fir z = = + iy:

E(z)=¢" = ety — olnjuwl (cosy + isiny) = |w| e —
Jetzt miissen wir noch zeigen, dass die Null nicht zum Wertebereich gehort:

VzeC: [e*]=1e"|=e¢">0 = 0¢W(E)
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3. Konformitit (Winkeltreue der Abbildung) liegt vor, da die Ableitung nirgends verschwindet
(Beweis fiir diesen Satz hier nicht):

VzeC: (&) =e"#0

Zum Beweis verbleiben die Aussagen iiber die Abbildung des Inneren von S. Jede zur x-Achse
parallele Gerade {z + iy : x € R} wird eineindeutig abgebildet auf einen vom Nullpunkt ausge-
henden Strahl {¢ cosyg + itsinyg : t = €* > 0}. Dabei werden die beiden Geraden fiir y = +m auf
{z: Rez <0, Imz = 0} abgebildet.

27.2 Die Logarithmusfunktion

Bei der Betrachtung der Umkehrfunktion treten typische Probleme auf, die zu ganz eigenstédndigen
Teilgebieten der Funktionentheorie fithren (siehe zum Beispiel: Riemannsche Flachen). Fiir einen Punkt
w € C\ {0} definieren wir folgende Menge:

Logw := E~Y(w) = {2 € C: E(2) = w}

Das heift, fiir zg € Logw ist Logw = {20 + 2k7i: k € Z}. Wenn w = r - ¥, —1 < ¢ < 7, dann ist
Logw = {lnr + ip + 2k - imw, k € Z}. Zum Beispiel ist Log 1 = {2kni : k € Z}.

Allgemein wiirde man eine Funktion f als Umkehrfunktion von E bezeichnen, wenn E(f(z)) = z fiir
alle z # 0 ist. Folglich muss f(z) € Log z sein. Das Problem ist, dass es auf einem Gebiet G C C\ 0
unendlich viele Funktionen gibt, die obige Gleichung erfiillen. Die meisten dieser Funktionen sind
unstetig. Die Umkehrfunktion aber soll mindestens stetig sein.

Definition 27.2

Unter einem Zweig der Logarithmusfunkion in einem Gebiet G C C\ {0} versteht man eine in
G stetige Funktion f, fiir welche f(z) € Logz fir alle z € G gilt. Die in C \ R_ definierte Funktion

Inz=Inr4+ip mit —-7<ep<m und z=r- ¥

heiftt Hauptzweig der Logarithmusfunktion.

Man definiert héufig Ln auch fiir z € R_ durch Lnz =Inr + ¢ = Inr + i7.

Worin besteht der Witz dieser Definition? Um eindeutig eine in G stetige Funktion f mit f(z) € Log z
zu definieren, muss man in der Lage sein, fiir z € G das Argument arg z so festzulegen, dass z +— arg z
stetig wird. Betrachten wir den Hauptzweig, d.h. wir suchen die Werte in S. Angenommen, wir hétten
z € R_ und betrachten die Umgebung U(z) und deren Bild. Dieses Bild ist in zwei Teile zerteilt, eines
an der ,,Oberkante” von S und eines an der ,,Unterkante* von S.

Wir haben es in Zukunft immer mit dem Hauptzweig zu tun. Jeder Zweig f der Logarithmusfunktion
ist in seinem Definitionsbereich holomorph mit f’(z) = 1/z. Die iiblichen Logarithmusgesetze gelten im
Komplexen nicht mehr. Wie im Reellen nutzt man die Logarithmusfunktion, um allgemeine Potenzen
zu definieren: Fiir a € C\ {0} setze

a’ = B(b- f(a)) = "/
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Als Zahlenmengen hétte man {ab} = ePloge Wihlt man den Hauptzweig f der Logarithmusfunktion,
dann ist:

ab — eb-lnoL
Beispiel 27.1 Zwei triviale Beispiele

o Fir z=1dist r =1, Inr =0 und args = n/2. Damit ist Lni =Inr +ip =i - 7/2.

° 31 — ei-LnS — ei-ln3
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28 Einige Anwendungen der
Cauchyschen Integralformel

Lemma 28.1
Sei h : Sy(a) — C stetig. Dann besitzt die Funktion:

H(z) = / ?(_Cldg
Sr(a)

die beiden folgenden Reihenentwicklungen:

1. Im Innengebiet {z : |z —a| < r} ist

I
—
I

|
S
SN—
N
+
=
(o}
Iy
—

[\)

ge

—_

N—

H(z)= Zak (z—a)® mit a
k=0

Diese Reihe konvergiert gleichmdflig in jedem Kreis {z : |z —a| < r; < r}.

2. Im Aufengebiet {z : |z — a| > r} gilt:

mit by = — / h(C)-(C—a)f™td¢ (282

k=1 5.(a)
Diese Reihe konvergiert gleichmdffig in jeder Menge der Form {z : |z — a| > r9 > 1}.

Beweis durch Standardtrick mit der geometrischen Reihe
Sei z im Inneren, das heift |z — a| < |¢ — a| = r. Dann gilt:

1 1 R S S B N e A R = Gt
(-2 (-a)—(2—a) (-a 1-22 (-a Z<C—a) _Z(C—a)’“+1

¢—a k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert gleichméfig, wie in 1. beschrieben. Damit kann man Integral und Summe
vertauschen. Dann ist:

h = h
R R
Sr(a)

Sr(a) k=0

> h
ac=>" /(C_((f))kﬂdg (z—a)k

k=0 15, (a)

Im Aufengebiet gilt |z — a|] > | — a] = r und damit in Analogie zu innen:

I 1 1 1 — ((—a)*
(—=z2 (g—a)—(z—a)__z—a.l_g:g__kzzo(z_a)kﬂ
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Satz 28.2

Jede in G holomorphe Funktion f besitzt innerhalb jedes Kreises K,(a) C G eine Potenzreihenent-
wicklung;:

f) =) ar-(z—a)f  (283)
k=0

Die Potenzreihe konvergiert im groften Kreis (dem Konvergenzkreis), der noch ganz in G liegt. Die
Entwicklung (28.3) ist die Taylorentwicklung von f an a und es gilt:

_ f®(a)

=

(28.4)

Insbesondere ist also jede holomorphe Funktion analytisch.

Beweis
Man wende das Lemma 28.1 auf die Funktion H = f/27i an. Dann erhélt man geméaf der Cauchyschen
Integralformel:

2772'-H(z):f(z)=21m'/g(_02d§
Sr(a)

Man erhélt sofort die Gleichung (28.3). Die Koeffizienten aj, ergeben sich entweder aus der Formel fiir
ay in (28.1) und der Cauchyschen Integralformel fiir die Ableitungen, oder aus der Tatsache, dass man
die Potenzreihe im Inneren gliedweise beliebig oft differenzieren kann.

1. Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt mindestens ein Punkt, in dem die Funktion nicht holo-
morph ist. Wenn nicht, kdnnte man einen noch gréfteren Kreis wéhlen, der immer noch ganz in G
liegt.

2. Wenn f in eine Potenzreihe entwickelt ist, welche den Konvergenzkreis K r(zg) besitzt, dann ist f
auch an einem beliebigen z; € Kgr(zp) entwickelbar. Die neue Potenzreihe hat den Konvergenzradius
r, welchen man wie folgt abschitzen kann:

T‘ER—|21—Z()|

Beispiel 28.1 zum zweiten Bemerkungspunkt

Die reelle Funktion f mit f(z) = 1/(1 + 22) lésst sich an z = 0 entwickeln zu:

o}

fl@) = (-1 -a®
n=0
Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist 1, was im Reellen unverstédndlich ist, schlieklich ist f auf ganz
R definiert, also sollte f in jedem Punkt zg € R entwickelbar sein. Im Komplexen hingegen wird die Grofe
des Konvergenzradius sofort deutlich, da die Funktion bei z = —i und z = ¢ Singularitdten hat. Wenn wir die
Funktion nun in einem anderen Punkt 2’ # 0 entwickeln, kann der Konvergenzradius so grof gewéahlt werden,
dass z = —i und z = ¢ gerade vom Konvergenzkreis ausgeschlossen sind. Damit kann man schrittweise jeden

Punkt des C (auker z =i und z = —i) mit Potenzreihenentwicklungen von f versehen.
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Satz 28.3 Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen (erste Fassung)

Sei f in G holomorph. Dann sind folgende Bedingungen &quivalent:
1. f=0inG
2. Es existiert ein a € G mit f*)(a) = 0 fiir alle k =0,1,2,.. ..
3. Es gibt eine Menge N C G mit mindestens einem Haufungspunkt in G, fiir die f = 0 auf N ist.

Satz 28.3’ Identitéatssatz fiir holomorphe Funktionen (zweite Fassung)

f und g seien in G holomorph. Dann sind folgende Formulierungen dquivalent:
1. f=9g€G
2. Es existiert ein a € G mit f*)(a) = ¢ (a) mit £ =0,1,2,.. ..
3. Es gibt eine Menge N C G wie in Satz 28.3.3, sodass f(z) = g(z) fiir alle z € N ist.

Die zweite Fassung folgt aus der Betrachtung von f — g.

Beweis zur ersten Fassung
Trivialerweise folgen aus 1. die anderen Behauptungen.

Aus 2. folgt 3.: Aus 3. folgt, bei Entwicklung um a:
f(2)=) an(z—a)"

z ist aus dem Konvergenzkreis. Nun ist aber nach 2. a, = 0 fiir alle n. Damit ist f = 0 im
Konvergenzkreis und es folgt 3.

Aus 3. folgt 2.: Nach der Voraussetzung existiert eine Folge (z,) mit 2z, € N, z, — a € G, z, # a
und f(z,) = 0. Man kann f in a entwickeln:

oo
f) = a-(z-a)f (%)
k=1
Wir zeigen induktiv, dass alle a,, gleich Null sind, dann ist 2. erfiillt. Da f stetig ist, gilt:
ag = f(a) = lim f(z,)=0
n—oo
Seien nun ag, aq,...,ar_1 = 0. Dann ist

f(z) = ap-(z—a)f+aps1-(z—a) 4. ..
= (z—a)f (ap+app1-(z—a)+...)

Dann gilt fiir alle z, mit n > ng (so, dass z, im Konvergenzkreis liegt):
0=f(zn) = (zn— )" - (ah + agy1- (20 —a) +...)
Die erste Klammer ist ungleich Null, da die Folge (z,) nur gegen a konvergiert, und damit ist:
0=ar+ags1-(zn—a)+...

Fiir n — oo folgt ar = 0. Beachte, dass der obige rechte Term wieder eine holomorphe Funktion
darstellt. Damit ist 2. gezeigt.
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Aus 2. folgt 1.: G ist ein Gebiet, also eine offene und zusammenhéngende Menge (das heifit: es gibt
keine Darstellung G = G U G, wobei G und G2 beide nichtleer, offen und disjunkt sind).

Die folgende Schlussweise wird haufig benutzt: Betrachte eine Figenschaft F, die Punkte z € G
haben konnen oder nicht. Sei M = {z € G : z hat Eigenschaft F}. Wenn man von M zeigen
kann, dass M nichtleer und gleichzeitig offen und in G relativ abgeschlossen ist (letzteres heifst:
alle Haufungspunkte von M, die in G liegen, gehoren auch zu M), dann ist M = G.

Denn: Wiare M # G, dann wiren M # & und G \ M = G; beide nichtleer. Dann setzen wir
G9 := M. Dann gilt G = G; UGy und G; N Gy = &, wobei G4 offen und G; (relativ) offen ist.
Somit wire G nicht zusammenhéngend.

Dieses Schlussprinzip wenden wir nun wie folgt an:
M= {zeG:f(k)(z) :OVk:O,l,...}

Diese Menge M ist nichtleer, denn a € M. M ist relativ abgeschlossen, denn: Sei v € G ein
Hiufungspunkt in M, d.h. es gibt eine Folge (u,) aus M mit u, — wu. Somit ist f*)(u,) =0
fiir alle k& und alle n. Da alle Ableitungen stetig sind, gilt fir n — oo: f®)(u,) — f®)(u) = 0,
also liegt u € M. Es fehlt nur noch, dass M offen ist. Sei b € M. Um b entwickeln wir f in eine
Potenzreihe:

A

fz)=> be-(z=b)F mit b= =0 Vk
k

k!

Alsoist f = 0 im ganzen (offenen) Konvergenzkreis um b. In diesem Kreis ist also f¥)(z) = 0, also
gehort der Konvergenzkreis zu M. Somit ist M (relativ) offen in G. Insgesamt ist also M = G,
somit ist f =0 in G.

Der Identititssatz besagt also: Eine auf dem Gebiet G holomorphe Funktion f ist bereits eindeutig
bestimmt, wenn man f auf einer (beliebig kleinen) Menge mit der Eigenschaft von N aus 28.3.3
kennt.

Folgerung 28.4 Eindeutige Fortsetzung aus dem Reellen
Es gibt hochstens eine holomorphe Funktion F' in einem Gebiet G, die mit einer vorgegebenen reellen

Funktion f auf einem Intervall (a,b) C G tibereinstimmt. Wenn dieses f auf (a, b) reell-analytisch ist,
dann existiert genau eine Fortsetzung.

Beweis
Der erste Teil ist einfach: Seien F; und F5 zwei Fortsetzungen von f, dann wére F1|(a,b) = F2|(a,b) = f.
Dann folgt Fy; = F5 aus 28.3' (mit (a,b) = N).

Zum zweiten Teil: Da holomorphe Funktionen analytisch sind, muss f notwendigerweise (reell-)analytisch
sein. Nun sei f (reell-)analytisch: Zu jedem zo € (a,b) existiert im Konvergenzkreis K, (,,)(r0) C R
(welcher eigentlich ein Konvergenzintervall ist!) eine Potenzreihenentwicklung:

(") (4
Fla) =30 T gy

Definiere auf K, (5,)(w0) C C die Funktion:
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Diese Potenzreihe konvergiert in dem Kreis K, (;,)(z0). Seien nun 1,72 € (a,b) mit K, (v1) N
K, (2,(72) # @. In diesem Schnitt liegt ein Teilintervall I von (a,b). Dann gilt fiir alle x € I

Fyy () = Fop (2) = f(2)

Nach dem Identitétssatz ist folglich Fy, (z) = F,(2) auf dem Durchschnitt der jeweiligen Konvergenz-
kreise (im C). Nun setzen wir:

G := U K, (z) D (a,b) und F(z):=F,(z) fir zeK, (z)
z€(a,b)

Die Funktion F ist holomorph in G und F|, ;) = f.

Damit sind etwa Funktionen wie e?,sin z, ... die komplexen Fortsetzungen von e”,sinz, .. ..

Wie steht es beziiglich der Fortsetzung mit dem Logarithmus? Was erhalten wir, wenn Inz geméfs Fol-
gerung 28.5 fortgesetzt wird? Wir erhalten den Hauptwert/-zweig der komplexen Logarithmusfunktion,
denn auf (0,00) ist In 2 der Hauptwert und nach der Eindeutigkeit der Fortsetzung (Identitédtssatz) muss
also insgesamt der Hauptwert erhalten werden.

Definition 28.5

1. Eine Funktion f heifst ganz, wenn f in ganz C holomorph ist. Das heifst: Die Potenzreihenent-
wicklung von f um ein beliebiges zp € C hat den Konvergenzradius r(zp) = 0.

2. f heifit ganze rationale Funktion, wenn f ein Polynom ist. Das heifst: Die Potenzreihenent-
wicklung von f um ein beliebiges zp € C hat nur endlich viele nicht verschwindende Glieder.

3. f heifst ganze transzendente Funktion, wenn f ganz, aber nicht ganz rational ist, das heifst
f ist kein Polynom.

Satz 28.6 Satz von Liouville
Jede ganze beschrankte Funktion ist konstant.

Beweis
Sei | f(z)| < M fiir alle z € C und a € C beliebig. Wir betrachten wieder den Kreisring:

Se(a)={z:]z—a|=r}={z=a+r-e":0<t<2r}
Mit der Cauchy’schen Integralformel erhélt man die erste Ableitung:

fl(a) = ﬁ f (Zf,(z))z dz
Sr(a)

= 1f@ = 5% ff;?;’;ft i - et dt

a re”

%-M-l-zw
71'7“_)007”
T

IN

IN

Damit ist f/(a) = 0 fiir alle a € C, also ist f/ = 0 und somit f = const..
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e

Dies ist ein drastischer Unterschied zum Reellen! Zum Beispiel ist f(z) = sinx im ganzen R analytisch,
beschrénkt, jedoch nicht konstant. Dies ist aber kein Widerspruch, denn f(z) = sin z ist ganz, aber in C
unbeschriankt (zur Veranschaulichung schreibe sinz = 1/2 - (exp(iz) — exp(—iz)).

Zur Veranschaulichung der Anwendungsfille des Satzes von Liouville dient der folgende Satz.

Satz 28.7 Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nichtkonstante Polynom p, gegeben durch

p(z)=ap+a1-z+...+a,-2" mit a; €C,a,#0,n>0,

hat in C mindestend eine Nullstelle.

Beweis

Angenommen, p hat keine Nullstelle, also p(z) # 0 fur alle z € C. Dann ist f = 1/p eine ganze
Funktion. Zu zeigen ist, dass f in C beschrankt ist. Dann folgt nach Liouville, dass f und damit auch
p konstant ist. Das ware ein Widerspruch zur Voraussetzung.

e rm e

z 2"

f(z) = 0

Das heifit zum Beispiel: |f(z)| < 1 fiir ein |z| > R mit einem beliebigen R > 0. Da f stetig ist, ist f
auf der kompakten Menge {z : |z] < R} beschrinkt, das heift f ist in C beschréankt.
]

Eine zweite Anwendung des Satzes von Liouville der Beweis der Aussage, dass das Spektrum o(T) fiir
alle T € B(H) nicht leer ist.
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29 Singularitat holomorpher
Funktionen

29.1 Der Punkt oo

C ist natiirlich nicht kompakt. Fiir manche Betrachtungen ist das nachteilig. Der Ausweg ist die Kom-
paktifizierung. Um ein Bild fiir diese Kompaktifizierung zu bekommen, betrachten wir ein Modell
fiir C. Betrachte dazu im R?® die Einheitssphire E = $1(0) = {z = (21,22, 23) : 2 + 23 + 23 = 1}.
Identifiziere C mit der x1-x9-Ebene.

Man fiihrt jetzt vom Nordpol N = (0,0, 1) aus die steroegraphische Projektion 7 aus. Das bedeutet:
Sei P € FE, betrachte die Gerade durch N und P und nenne den Schnittpunkt mit der x1-zo-Ebene
7(P). Umgekehrt: z = (z1, z2) in der z1-zo-Ebene. Die Gerade durch z, N durchstofst E dann in einem
eindeutig bestimmen Punkt 7—!(z) = P.

In einer Formel ausgedriickt: Sei z = x + iy und P = (x1, 22, x3). Dann kann man nachrechnen:

2z q 2y q 2 +y? -1
X1 = ————F "5 un Xr9 = ————F——>5 un r3 = ————F——>5
1 1+$2+y2 2 1+x2+y2 3 1+x2+y2
T €2
= d =
YT MY YT

7 ist eine eineindeutige Abbildung von E \ {N} auf C. E ist natiirlich kompakt. Man nehme zu C
einen Punkt hinzu, nenne ihn oo und ordne m(N) = oo zu. Man nennt Cy := C U {oo} die abge-
schlossene Zahlenebene. Im Kontext der Abbildung 7 : E — Cp nennt man E die Riemannsche
Zahlenkugel.

Jetzt wollen wir Cy zu einem kompakten Raum machen. Die Kompaktheitsdefinition erfordert die
Definition von offenen Mengen in Cy. Dann kénne wir definieren: Cq ist kompakt, weil jede Uberdeckung
durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Offene Mengen kennt man, wenn man fiir jeden Punkt weifs, was Umgebungen sind, denn O ist offen,
wenn zu jedem u € O eine Umgebung V' von u existiert mit V' C O. Umgebungen von Punkten in C
sind wie iiblich definiert. Typische Umgebungen von oo sind:

Ur(o0) ={z€C:|z| >r}U{oco}

Allgemein ist U C Cqy eine Umgebung von oo, wenn ein r > 0 existiert mit U, (c0) C U. Man zeigt nun
leicht: O C Cp mit co € O ist genau dann offen, wenn Cy \ O in C kompakt ist. Dann zeigt man Cy ist
kompakt.

Das Modell fiir diese Einpunktkompaktifizierung fiir R wére ein Kreis.

Wir stellen folgende Rechenregeln auf:
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a . a .
° 6.—ooundoo.—0

e 0+00=00+a=00

e g-00=00-a=00fliraz#0

e Nicht erklért sind 0 - oo, 0o - 00, 52 und oo — oo.
Um Funktionen f an oo zu untersuchen, betrachtet man eine Hilfsfunktion f* mit f*(z) := f(1/z),

welche man dann an z = 0 untersucht.

Beispiel 29.1
Sei f(z) =sinl/z. Um die Stetigkeit zu zeigen setzt man: f*(z) = sin z. Diese Funktion ist stetig an z = 0,

das heifit f ist stetig an oo.

Zur Differenzierbarkeit: Ist f* an z = 0 differnzierbar, dann nennt man f an oo differenzierbar. Der
Wert f’(c0) ist nicht definiert. (Manche Autoren setzen in solchen Fillen f’(co) := 0, wir nicht.)

29.2 lIsolierte Singularitdten und Laurent-Entwicklung

Wichtig ist die Untersuchung des Verhaltens von Funktionen in der Umgebung von Punkten, in denen
die Funktionen nicht holomorph sind.

Beispiel 29.2 Typische Beispiele

Betrachte die Funktionen fi(z) = (22 —1)/(z + 1), f2(z) = 1/z und f3(z) = exp(1/z). Diese sind kritisch an
den Punkten z = —1 (fiir f1) und 2z = 0 (fiir f> und f3), jedoch das Verhalten der Funktion an der kritischen
Stelle ist signifikant unterschiedlich.

Theorem 29.1
Betrachte den Kreisring K (a,r7,R) ={z € C:0<r < |z —a| < R < oo}. (Die Extremfille » = 0 und
R = oo sollen mit eingeschlossen sein.) Die Funktion f sei in K (a,r, R) holomorph. Fiir r < o < R

seien definiert:
1 f(©)
= ——=—d
w5 | e ©
So(a)

Dann gilt:

1. Die aj, sind von p unabhangig.

2. Fiir alle z € K(a,r, R) gilt die Laurent-Entwicklung von f im Ringgebiet K (a,r, R):

a_g
(z —a)¥

WE

f) = ap-(z—a)f + (29.2)
k=0

b
I|

1

Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

3. Beide Reihen in (29.2) konvergieren fiir alle z € K (a,r, R) absolut. Sie konvergieren gleichméfig
in jeder kompakten Teilmenge von K(a,r, R).
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Es ist nicht notwendig, dass f in a holomorph ist. Es ist auch keine Aussage dariiber gemacht, wie sich
f auf dem Rand 0K (a,r, R) verhélt. Hiufig schreibt man (29.2) als eine einzelne Reihe:

oo

f)= Y ar-(z-a)f
k=—o0
Beweis Der Beweis der dritten Aussage steht in diversen Lehrbiichern.

1. Sei also 7 < r; < p < Ry < R. Wir betrachten jetzt das Gebiet K(a,r;, R;). Die Funktion
f(2)/(z — a)*+Y ist in K (a,71, Ry) holomorph.

70
/ a0

0K (a,r1,R1)

Die Rander der Menge K(a,r1, R1) miissen (wie immer) so orientiert sein, dass die Menge zur
Linken liegt. Daraus folgt:

Srl (a) SRl ((l)

2. Sei z € K(a,r,R) so, dass r1 < |z —a| < R;. Daraus folgt, dass f im abgeschlossenen Gebiet
K(a,r1, Ry) holomorph ist und mit der Cauchyschen Integralformel folgt:

1 f(Q) _ 1 f(Q) 1 f(©)
1@ =05 / - %79 / -2 Lo / -z %
0K (a,r1,R1) SR1 (a) Sry (@)

Jetzt wenden wir Lemma 28.1 wie folgt an: Im ersten Integral setzen wir h(¢) := f(¢)/2mi, z
liegt im Innengebiet. Wir erhalten die erste Reihe in (29.2). Das zweite Integral entspricht der
Hilfsfunktion h(¢) := —f(¢)/2mi, z liegt im Aufengebiet; damit folgt die zweite Reihe aus (29.2).

Die Laurent-Entwicklung ist besonders interessant, wenn an der Stelle a eine sogenannte isolierte
Singularitét vorliegt.

Definition 29.2

Sei a € Cy und f eine Funktion, fiir die es eine Umgebung U(a) gibt, sodass f in der punktierten
Umgebung U(a) \ {a} von a holomorph ist. Dann heift a isolierte Singularitit von f.

Bei den kritischen Punkten in den drei Ausgangsbeispielen liegen zum Beispiel isolierte Singularitéten
vor. Wir wollen natiirlich auch a = oo in die Betrachtungen einbeziehen.

Entwicklungen im Punkt oo

1. Potenzreihenentwicklung: Ist f in co holomorph, so ist g(w) := f(1/w) in w = 0 holomorph, hat
also eine Potenzreihenentwicklung, die im Inneren des Konvergenzkreises konvergiert. Wenn w im
Inneren der Kreises ist, dann ist 1/w im Auferen des Kreises. Das heift, f hat eine Entwicklung in
der Form:

) =a+ 24+ 24
z oz
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Dabei ist z im Auferen eines geniigend grofien Kreises (also einer Umgebung von oo). Beispiel-

haft betrachten wir die Funktion f(z) = sin(1/22). Gesucht ist die Entwicklung an 2z = oco. Der

umsténdliche Weg wire: z = 1/w und damit die Reihe:
2~ (=D

g(w) = sinw :kzom-w4k+2 = f(z):;

(D)1
(2k + 1)1 z4k+2

Der einfachere Weg ist, sinu aufzuschreiben und u = 1/22 einzusetzen.
Ein Beispiel fiir nichtisolierte Singularitidten ist f(z) = 1/(sinl/z) mit den kritischen Punkten
zn = 1/(2mn).

2. Laurent-Entwicklung: Sei a = oo eine isolierte Singularitét von f. Das heifst, f ist in einer punktierten
Umgebung von oo holomorph. Sei also G ein Gebiet, das oo enthélt. Sei K,-(0) der kleinste Kreis,
sodass C\ K,(0) C G ist. Dann kann man auf dieser Menge C \ K, (0) das Theorem 29.1 (hier mit
dem Extremfall R = oco) anwenden. In diesem Gebiet hat f dann die Entwicklung:

f(z):Z;:-Fbek'Zk: Z Z%
k=0 k=1 k——oo
Fiir die Koeffizienten gilt:
1 k—1
b = — - f(z) 28" dzVkeZ,o>r
2mi
5,(0)

Zu diesen Termen gelangt man in der Praxis durch eine Hilfsfunktion g(z) = f(1/z), die an 0 in
eine Laurent-Reihe entwickelt und dann zuriicksubstituiert wird.

Definition 29.3

1. Sei a € C eine isolierte Singularitdt von f mit der in K(a,r, R) giiltigen Laurententwicklung:

f& =S o Goaf+3 e
k=0 k=1

Dann heiftt die erste Reihe Nebenteil der Laurententwicklung von f an a, die zweite Reihe ist
der Hauptteil.

2. Ist a = oo die isolierte Singularitit von f mit der Laurent-Entwicklung
o b o0
k k
=N"2F Ny,
f(Z) kzo Sk kzl k2

Dann ist die erste Reihe der Nebenteil und die zweite Reihe ist der Hauptteil.

Beispiel 29.3

Sei f(z) =1/(1 — 2). Singulér sind z = 1 und z = co. Die Laurent-Entwicklung von z = 1 ist:

An der Stelle z = oo ergibt sich die Laurententwicklung aus der Hilfsfunktion: g(w) = f(1/w) =1/(1-1/w) =
w/(w — 1). Diese Funktion ist an w = 0 holomorph, und die Laurententwicklung an z = oo ist:

oo oo

gw) =~ = w Swh =S = ==Y

k=0 =0 k=0

Das steht im Einklang mit der Tatsache, dass g an w = 0 holomorph ist.
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Ist a € C eine isolierte Singularitéit, so kann man stets die Laurent-Entwicklung in dem Kreisring
{#:0 < |z — a|] < R} (fiir ein geeignetes R) betrachten, das heifst: Es kann stets der Fall = 0 betrachtet
werden.

Definition 29.4 Klassifikation isolierter Singularitédten

Sei a € Cy eine isolierte Singularitdt von f. Dann nennt man a:

1. hebbare Singularitat, wenn alle Koeffizienten des Hauptteils verschwinden:

a_p = 0 bzw. b,k =0 Vk > 1

2. Polstelle der Ordnung k, wenn fiir die Koeffizienten des Hauptteiles gilt:

a_#0 und a ;=0 VI>k (a € C)
by #0 und b_; =0 VIi>k (@ = o00)

Polstellen heiffen auch auferwesentliche Singularitét.

3. wesentliche Singularitit, wenn der Hauptteil unendlich viele von 0 verschiedene Gleider hat.

Beispiele fiir isolierte Singularitidten

1. z = —1 ist eine isolierte Singularitdt der Funktion:

Z2—-1 (z2—-1)-(2+1)

f(z):z—i—l_ z+1

—z-1=-2+4(z—(-1)

Das ist die Laurent-Entwicklung an der Stelle z = —1. Wir haben keinen Hauptteil, also liegt
eine hebbare Singularitit vor.

2. Betrachte f(z) = sinz/z? mit der isolierten Singularitit z = 0. Zur Bestimmung der Laurent-
Entwicklung an der Stelle z = 0 nutzen wir die bekannte Reihenentwicklung des Sinus:

Der Hauptteil ist 1/z, und damit liegt ein Pol erster Ordnung an der Stelle z = 0 vor. Zum
Vergleich: Die Funktion g(z) = sin z/z hat an der Stelle z = 0 eine hebbare Singularitét.

3. Fiir Funktionen wie f(z) = e!/# oder f(z) = sin(1/22) liegen wesentliche Singularitiiten an z = 0
vor. Die Laurent-Entwicklungen siehen wie folgt aus:

1 11 [1)?
ez = 14+—4+—=-(-] +...
z 2! z
Hauptteil
111
Sln? = ?_52:76
Hauptteil

4. Die Funktion f(z) = 1/27 —1/z+4+ 2 hat bei z = 0 eine Polstelle siebter Ordnung. (Es ist nicht
relevant, dass die Terme O(1/25) bis O(1/2?) verschwinden; wichtig ist nur, dass nach O(1/z7)
keine weiteren Beitrdge kommen.)
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Die Art einer isolierten Singularitét lasst sich durch das Verhalten der Funktion in einer Umgebung
beschreiben.

Satz 29.5 Satz von Riemann

Der Punkt a € Cy ist genau dann eine hebbare Singularitidt von f, wenn es eine Umgebung U (a) gibt,
sodass f in U(a) \ {a} holomorph und beschrénkt ist (das ist genau dann der Fall, wenn lim,_., f(2)
existiert und endlich ist). Durch

f*(a)z{‘“) GFX  nd faa)= )

by a= o0

wird eine in a holomorphe Funktion definiert, die in a fortgesetzte Funktion. Hierbei ist ag bzw.
by der erste Koeffizient des Nebenteils der Laurent-Entwicklung von f an der Stelle z = a.

Beweis fiir den Fall a € C (a = oo l4uft analog)

Die Hin-Richtung ist einfach: Es liegt nur eine Potenzreihe (sprich: der Nebenteil der Laurent-Entwicklung)
vor. Diese Potenzreihe konvergiert in einem Kreis K, (a) und stellt dort eine holomorphe (also insbe-
sondere stetige) Funktion dar. Diese Funktion ist somit in jeder Umgebung U(a) mit kompaktem
Abschluss U(a) C K, (a) beschrankt. Diese Potenzreihe ist bereits die Funktion f* (auferhalb von
K,(a) kann f* durch f fortgesetzt werden).

Sei nun @ € C und f in der punktierten Umgebung {z: 0 < |z — a| < r} holomorph und beschrinkt,
das heifst: | f(2)| < M fiir alle z € U(a) \ {a}. Die Laurent-Entwicklung von f an der Stelle z = a ist:

o o0
— k a—k
f(z)—Zak-(z—a) +Zm
k=0 k=1
Fiir die Koeffizienten a_j galt:

ap— 1. / £ (C—a) "' d¢ Yoe (0,r)keN

So(a)

Mit der Parametrisierung ¢ = a + o - e mit ¢ € [0, 27] erhiilt man wie iiblich:

21 21
1 ‘ . 1
la_g| = "/f(C)‘@kl-e”'(k1)'i@'e’tdt S‘Mgk'/ dt = M - ¥
211 2T
0 0

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéahlt werden kann, folgt a_; = 0 fiir alle £ € N. Da der Hauptteil also
verschwindet, liegt an z = a eine hebbare Singularitéit vor. (Die Aussagen iiber f* folgen nun sofort.)
[ |

Satz 29.6

Der Punkt a € Cy ist genau dann ein Pol einer holomorphen Funktion f, wenn gilt: lim,_,, | f(z)]| = o0
ist. Das ist dann der Fall, wenn es zu jedem C' > 0 eine Umgebung U(a) gibt, in welcher |f(z)| > C
fir alle z € U(a) gilt.

Beweis Beweisidee
Zur Hin-Richtung: a € C sei ein Pol der Ordnung k& und C' > 0 gegeben. Die Laurent-Entwicklung an
der Stelle z = a lautet:

a—f a—k+1 . a_g a—k+1
= ...+ Nebenteil = ——— - (1 + —— - (2 —
f(2) G a)F + a1 + ...+ Nebentei G a) < + = (z—a)+ )

=h(z)
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Der Faktor h(z) ist in a holomorph und deswegen stetig, zudem gilt h(a) = 1. Somit existiert ein 6 > 0,
fiir dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. |h(z)| > 1/2 fir |z —a| < ¢
2. la_g| /(2C + 1) > 6%, also |a_g| > (20 4 1) - 6¥

Dann gilt fiir alle z mit 0 < |z — a| < §:

|ag|
ok

2(2C+1)-%>c

N | =

()] = 9=t

L

Das heift, dass fiir alle C' > 0 existiert eine Umgebung U(a) = {z : |z — a| < §} mit |f(z)| > C fiir alle
z € U(a) \ {a}.

Zur Umkehrung: Sei nun lim,_., | f(z)| = oo. Das heift insbesondere: Es existiert eine Umgebung V' (a),
sodass f in V'(a)\{a} nicht verschwindet. Auf dieser punktierten Umgebung kann somit die holomorphe
Funktion 1/f betrachtet werden, fiir welche lim,_,, 1/f(2) — 0 geht. Das heift: z = a ist eine hebbare
Singularitét fiir die Funktion 1/ f, die sich deswegen holomorph in a fortsetzen lasst. (Diese fortgesetzte
Funktion sei wieder mit 1/f bezeichnet.) Es gibt also eine Darstellung in der Form:

1
f(2)

Die Funktion g ist in V(a) holomorph und verschwindet nicht in a. Auf alle Félle ist n > 1, denn
lim, ., |f(2)] = co wire sonst nicht erfiillt. Hieraus folgt:

f(z)=(z—a)™" - h(z)

Hierbei ist h = 1/g in einer Umgebung von a holomorph und ohne Nullstellen. Somit hat f an a eine

=(z2-a)"-9(2)

Polstelle n-ter Ordnung.

Es verbleibt der Fall a = oo, diesen behandelt man wieder mit der Betrachtung der Hilfsfunktion
g(z) := f(1/z), welche an z = 0 eine Polstelle hat. Alles kann somit auf den vorigen Fall zurtickgefiihrt
werden.

|

Die folgende Charakterisierung von Polstellen ist oft sehr niitzlich. a ist eine Polstelle der Ordnung k
genau dann, wenn gilt:

Jlim f(2)- (z—a)* #0

z—a

(Die Existenz beinhaltet insbesondere, dass der Grenzwert in C liegt, was co ausschlieft.) Dann beachte:

a_ a_ z—a
(z—a)* f(z) = (z—a)"- ((Z—Z)k + (Z_I;J)r;_l +> =ap+ta_p1-(z—a)+... —— a_g
Satz 29.7 Satz von Casorati und Weierstrafs

Der Punkt a € Cy ist genau dann eine wesentliche Singularitdt der holomorphen Funktion f, wenn

f in jeder beliebigen punktierten Umgebung von a jedem Wert aus Cy beliebig nahe kommt. (Das
heifst, das Bild jeder punktierten Umgebung U(a) \ {a} C D(f) unter f ist dicht in Cy.)

Beweis Betrachte nur C.
Die Zielaussage der Hin-Richtung bedeutet: Fiir alle ¢ € C, ¢ > 0 und die Umgebung U(a) (mit
U(a) \ {a} C D(f)) existiert ein z € U(a) \ {a} mit |f(z) — ¢| < e. (Das ist gerade die Dichtheit.)



29.3 Der Residuensatz Seite 325

Angenommen, dies ist falsch, das heifst: Es existiert ein ¢ € C und ein € > 0, sodass |f(z) —c| > ¢
fir alle z € U(a) \ {a} ist. Somit ist g(z) := 1/(f(z) — ¢) in der punktierten Umgebung U(a) \ {a}
beschrénkt. Also hat ¢ in a eine hebbare Singularitat und es existiert lim,_,, g(z) = b. Die Funktion
f(2) = c+1/g(z) hat an a also entweder eine hebbare Singularitdt (b # 0) oder einen Pol (b = 0). Dies
ist ein Widerspruch.

Etwas schwieriger ist die Riickrichtung: Wenn f(U(a) \ {a}) fir alle U(a) \ {a} in C dicht liegt, kann f
natiirlich auf keinem U (a) \ {a} beschriankt sein. Also ist a nicht hebbar. Aber auch lim,_,, | f(2)| = oo
ist nicht moglich, da in jeder Umgebung von a Punkte z liegen, fiir die |f(z)| beliebig nahe bei Null
liegt. Somit ist a auch kein Pol.

]

Beispiel 29.4

Die isolierte Singularitit z = 0 von f(z) = exp(1/z) ist eine wesentliche Singularitéit, denn in jeder Umgebung

von z = 0 werden alle Funktionswerte, also alle z € C\ {0} unendlich oft angenommen.

Satz 29.8 Satz von Picard

a € Cy ist genau dann eine wesentliche Singularitdt der holomorphen Funktion f, wenn f in jeder
Umgebung von a jeden Wert aus C — mit Ausnahme eventuell eines Punktes — unendlich oft annimmt.

Der Beweis ist sehr aufwéindig. Am Beispiel e
(in diesem Falle a = 0).

/% sieht man, dass es einen Ausnahmepunkt geben kann

29.3 Der Residuensatz

Definition 29.9

Sei a eine isolierte Singularitit der holomorphen Funktion f.

e Fiir a # oo sei f(2) = 3%, ax-(z—a)* die Laurent-Entwicklung an a. Dann ist der Koeffizient
a_1 =: (Res f)(a) das Residuum von f an a.

e Fiir a = oo sei f(z) = 3% by - 27% die entsprechende Laurent-Entwicklung. Dann ist der
Koeffizient —b; =: (Res f)(a) das Residuum von f an oo.

Man beachte, dass im Falle a = co das Residuum ein Koeffizient (bis auf ,,—*) im Nebenteil der Laurent-
Entwicklung ist, ansonsten jedoch ein Koeffizient des Hauptteils.

Ist f holomorph in a € C, so ist (Res f)(a) = 0. Fiir a = oo muss dies nicht der Fall sein, zum Beispiel
ist fiir f(z) = 1/2z das Residuum (Res f)(c0) = —1. Im Allgemeinen muss der Punkt co immer separat
untersucht werden.
Theorem 29.10 Einfachste Variante des Residuensatzes
Sei C eine geschlossene stiickweise glatte Kurve, die ein Gebiet G C Cy berandet. In G und auch C
sei f holomorph bis auf eine isolierte Singularitit a € G. (Falls oo € G, dann sei a = c0.) Wird C so
orientiert, dass G zur Linken liegt, dann gilt:

/f(z) dz = 27i - (Res f)(a) (29.3)
@
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Beweis
Zunichst betrachten wir den Fall a # oo. Wir wéhlen einen kleinen Kreis K C G um a mit der
Randkurve S. Dann kann der Cauchysche Integralsatz angewendet werden:

/f(z) dz:/f(z) dz
C S

Die Laurent-Entwicklung von f an der Stelle a laute f(z) = Y 30 ax - (2 — a)¥; sie konvergiert auf
der kompakten Menge S gleichméfig. Somit ist gliedweise Integration moglich.

[1@ra= [1o6= 3 w [e-ara
c 5 k=—oo b

Diese Integrale verschwinden aufer fiir k = —1. In diesem Fall ist [ = 27 (siehe Fundamentalbeispiel).
Fiir das Integral verbleibt also:

/f(z) dz =27i-a_1 = 27mi - (Res f)(a)
C

Jetzt sel a = co. Man erhéilt wieder:

/f(z) dz:/f(z) dz
C S

S~ ist ein Kreis um Null mit der selben Richtung wie C. Die Laurent-Entwicklung lautet:

f(z) = Z b -2k

k=—o00

Analog zum ersten Fall erhélt man durch gliedweise Integration:

. 1
f(z)dz = b [ 27 %dz=0b; [ = dz=0b-(—2mi) = 2mi - (Res f)(c0)
/ g / YR

S S—
[ |
Diesen Satz benutzt man, um den allgemeinen Residuensatz zu zeigen:
Theorem 29.11 Allgemeiner Residuensatz
Sei G C Cy ein Gebiet, das von endlich vielen geschlossenen, stiickweise glatten Kurven Cy,...,Cy,

ohne gemeinsame Punkte berandet wird. Die C; seien so orientiert, dass G zur Linken liegt. f sei
auf den C; stetig und in G holomorph, bis auf endlich viele isolierte Singularititen ay, ..., ay,. (Fir
o0 € G seil 00 € {ay,...,an}). Dann gilt:

n m
/ flz)dz=>" / f(z)dz=2mi-> (Res f)(ax)  (29.4)
5G i=l¢, k=1
Beweis
Man lege um jede der Singularititen a; (i = 1,...,m) jeweils einen Kreis S;, der einschlieflich seines

Inneren K; ganz in G liegt und so orientiert ist, dass die Singularitét a; zur Linken liegt. (Fiir a; = oo
sei K; das AuRere von S;.)
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Damit ist G' = G\ UZZ1E ein beschranktes Gebiet, das berandet wird von den Ci,...,C, und

S1,...,Sm,. Somit kann man den Cauchyschen Integralsatz auf G’ anwenden.
0=%" / fz)dz+ Y / f2)dz = /f(z) dz = Z/f(z) dz 2 oxi 3 (Res £)(ay)
i=1 Ci jzlsf oG jzlsj Jj=1

Durch die spezielle Behandlung des Punktes z = oo bei der Definition des Residuums konnte der Residu-
ensatz konsistent formuliert werden, auch fiir den Fall co € G.

Um den Residuensatz wirksam zur Berechnung von Integralen anwenden zu koénnen, benotigt man
Hilfsmittel und Erfahrung bei der Berechnung von Residuen.

1. Die Laurent-Entwicklung muss wenigstens so weit erzeugt werden, dass der Koeffizient von 1/z
bekannt ist (Hinweis: Einsatz bekannter Entwicklungen). Dies geht besonders bei Polen einfach.
Beispiel 29.5

Sei f(2) = (42® + z + 1) - sin1/2. Die Aufgabe ist, das Residuum zu bestimmen. 2z = 0 ist eine wesentliche
Singularitét, denn dort lautet die Laurent-Entwicklung:

1 1 1 1

Nach Ausmultiplizieren steht bei 1/z der Koeffizient (Res f)(z =0) = 1.

2. Wir unterscheiden drei Félle: Zunéchst habe f an a € C einen Pol erster Ordnung. Dann sieht
die Laurent-Entwicklung wie folgt aus:
a_1

flz) = Z_a—l—ao—l—al-(z—a)—l—... = (z—a)-f(z)=a_14ap-(z—a)+ar-(z—a)*+...

Somit ist a—1 = lim, (2 — a) - f(2).

Beispiel 29.6

2422 -1

f(z):(z—1)~(z—2)

Es gibt zwei isolierte Singularitéiten bei z; = 1 und 29 = 2, also ist:

(Res f)(1) = lim(z — 1) - f(2) = lim ———— = — = —1

251 z—1 z—2 —1

Sei nun allgemein f = g/h, wobei g und h in a holomorph sind und A in a eine Nullstelle erster
Ordnung hat. Damit hat f bei a einen Pol erster Ordnung.

(Res f)(a) = ll—r% [(z —a)- LZE:’;H (h(tQ:O) ll_rg h(zg)(zh)(a) _ ;L],((Z))

zZ—a

3. Man kann 1. weiter verallgemeinern: f habe an a # oo eine Polstelle m-ter Ordnung. Dann erhélt
man:

(Res ) = ot i (D e 0)

(m—1)! z—a\dz
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Der Pol m-ter Ordnung heift:

f(z) = (za:;)lm*’(;::)ﬁlﬂ+-..+ﬁ+a0+.--
(z—a)™ f(z) = amt+a_myr-(z—a)+...+a_1-(z—a)"T4ay - (z—a)"+...

Das Residuum erhélt man durch (m — 1)-faches Ableiten.

Beispiele zum Residuensatz

1. I= f‘z|:1 E—Z dz

Dieses Integral kann natiirlich mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen bestimmt
werden (n = 3).
C2mi dPet| i
EnrE s
Weiter kann man das Integral auch mit dem Residuensatz berechnen. Dazu benétigt man das
Residuum der Funktion an der isolierten Singularitdt a = 0:

e® 1 1 1 1 1 i

T S I — ="
24 z4+z3+2!-22+3!‘2+ = (Res £)(0) 3! = 3

2 1= g |2tz e =L+ I
Das Teilintegral I; hat eine wesentliche Singularitat in a = 0:

1 1 1 '

22 ell7 = 2 +z+ +7+ = (Resf)(0)== = Ilzﬂ

3! 3! 3
Beim Teilintegral I5 liegen zwei Singularitaten vor, ein dreifacher Pol bei a = 0 und ein zweifacher
Pol bei a = 7. Beide liegen im Kreis |z — 2| < 7, miissen also bei der Integration beriicksichtigt

werden. Wir nehmen die Formel (x) aus dem Spezialfall 3:

cos z _ 1 . d cosz 6—m>
(RGS 23‘(2—71')2) (O) - 21 dz (z m?|,_o 2t
cos z _ i . cos z _ 3
(Res z3~(z—7r)2) (ﬂ-) - 2! d 23 |z:7r - ot
_ _ ;. 12-x2
-[2 - |: 271.4 + ] - ? 3

Berechnung reeller Integrale mit dem Residuensatz

Es ist ein Integral der folgenden Form zu berechnen:

0o Ry
/ f(x) dz = Rhl};{gﬂ_}oo / f(x) dz

Ry

Falls dieser implizite Grenzwert nicht existiert, besteht die Moglichkeit, den Cauchyschen Hauptwert
zu bestimmen, indem der Grenzprozess in beiden Richtungen synchronisiert wird:

R

/f dr = Jim [ f(z) de

—R
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Der Trick besteht darin, die Integration in den C zu iibertragen und dort einen anderen Integrationsweg
zu wahlen. Um dieses Konzept zu verdeutlichen, wollen wir zunéchst ein Beispiel diskutieren.

Beispiel 29.7
Betrachtet wird das bekannte Integral:

7o
I= ——dr=m
/ 1+ 22
—00
Dieses Integral soll nun mithilfe des Residuensatzes bestimmt werden. Wir stellen uns zum einen die Kurve

C; auf der reellen Achsen zwischen —R und R vor (die im Integral des Cauchyschen Hauptwertes vorkommt),
zum anderen einen Halbkreis Cy. Die Parameterdarstellungen lauten wie folgt:

Criz(t) = t mit -R<t<R
Co:z(t) = R-e mit 0<t<nm

Beide Kurven ergeben zusammen eine geschlossene Kurve C. Beide Kurven sind so orientiert, dass die von C
eingeschlossene Fliche, von C aus gesehen, immer zur Linken liegt.
An der Stelle z = i liegt eine Polstelle des Integranden vor. Man berechnet nun das Residuum:

1 1
Res 1) = e =) 132 = 3
Somit ergibt das Integral mit dem Residuensatz:
1 1 i 1 1
271'1'-Z:7T:/mdz: / 122 +/1+22 dz
c -R Ca

Um auf das Integral iiber C; zu kommen, muss das Integral {iber Cy berechnet werden:

/ 1 / iR - e dt
1+ 22 1+ R2.e2it
0

Ca

Wir schétzen das Integral ab:

1
/ dz| < 7m- sup

1+ 22 0<t<m
C2

I L
1+ R2.e2i

1
R - o2it

<7 sup

C r-
< S v R— o0 0
0<t<n R

Damit bleibt nur noch das reelle Integral iibrig, dessen Wert damit zu 7 bestimmt wurde.

Satz 29.12
Sei G C C ein Gebiet, das die obere Halbebene einschliefslich der reellen Achse enthélt. Die Funktion
f sei in G bis auf endlich viele Singularitdten ai,...,a, mit Ima; > 0 holomorph. Weiterhin sei

lim,|_,o0 |2 - f(2)] = 0. Dann gilt:
/ f(x) dw =2mi - > (Res f)(ax)
e k=1

Beweis
C wird wie im obigen Beispiel konstruiert (mit denselben Parametrisierungen). Dabei sei R so grof,
dass die isolierten Singularititen innerhalb von C liegen.

m R 7
27ri-Z(Resf)(ak) :/f(z) dz = /f(:n) dw+/f(R-eit)-iR-eit dt
k=1 C -R 0
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Zu zeigen ist nur noch, dass das rechte Integral fiir R — oo verschwindet. Dies ergibt sich aus dem

geforderten Grenzprozess:

‘f(R‘e"t) -iR-eit| =lz-f(2)] =0

Beispiel 29.8

Fiir eine gebrochenrationale Funktion r(z) = p(x)/q(x) € R suchen wir die Integrale:

I.= /r(m)-cosmdx und I, = /T(x)-sinxdx

Dazu betrachten wir fc r(z) - €* dz und zeigen, dass die Integration iiber Cy nichts liefert, woraus folgt:

/r(z) et dy B2, r(z) - e dz

C —00

Von diesem Integral miissen dann Real- und Imaginérteil betrachtet werden.

z r(z)-coszdr — Re {zm.é (Res(z) - ) (ak)]
;Z r(z)-sinzde = Im [zm-é (Resr(z) - &) (ak)}

Um diese Argumentation zu rechtfertigen, miissen wir (wie oben bereits angedeutet) noch zeigen, dass das
Integral iiber Cy verschwindet. Die Parametrisierung lautete:

s =R. ezt =R. (COSt 4 sint) = et? — ezR‘cost—Rsmt = ‘elZ’ _ e—R‘smt — e Im z
Um diesen Term zu behandeln, unterteilen wir Cs in drei Bereiche.

Co=AUB mit A={2€Cy:Imz>h} und B={z€Cy:Imz<h}

Man beachte, dass B aus zwei disjunkten Teilen besteht. Im Folgenden sei der Grad von ¢ grofler als der von
p, damit kann man |r(z)| < K/ |z| abschétzen. Hieraus folgt:

[r(z)-e*dz| < K%fh-ﬂrzcl-e_h
A
gr(z)-e”dz < Eoup=0y-%
= cfr(z)-eiz dz| < Cieh+Cy- 2
2

Ob () gilt, kommt auf die geeignete Wahl von h an. Giiltig ist zum Beispiel h = V/R.

Weitere Beispiele

1. Wir betrachten das Integral

o0

I / sinx d
T

—00

Die Konvergenz der Losung ist in der Literatur (z.B. Fichtenholz II) aufgezeigt. Es wird die
partielle Integration und die Konvergenz benutzt. Wir wollen das Integral jetzt mit den Mitteln
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der komplexen Funkion ausrechnen. Man konnte zunéchst den folgenden Ansatz probieren:

I—Im/edx
T

Das geht aber nicht, da der Integrand hier einen Pol bei x = 0 hat. Wir nehmen stattdessen den

folgenden Integranden:
oo .
LT
[=TIm / L% e
x
—0o0

Dieser Integrand ist in = 0 holomorph. (Die Eins kann eingefiigt werden, weil das x reell ist,
somit geht die Eins nur in den Realteil des Integranden ein, der aber nicht betrachtet wird.) Wir
berechnen von Hand das dquivalente Integral iiber die bekannte geschlossene Halbkreiskurve:

v R .
0 = Im [“Hde=Im [ S de+Im [ <Lde
C -R Cr
R )
= [ L de = Imfl—;”dz:lm[f dz—fzd]
—R CR CR

Das hintere Integral verschwindet fiir R — oco. Die Kurve Cr kénnen wir wie folgt parametrisieren:
2(t)=R-e* und dz=iR-e"-dt mit 0<t<n

Damit lasst sich das verbleibende Integral berechnen.

(e 9]

/1dz— zRe dt—m = /smx r=m = /Smxdx:ﬂ
z R-eit T
0 —00

Cr

Dieses Verfahren wollen wir verallgemeinern.

Lemma 29.13

Sei a ein einfacher Pol von f und S;f(a) = {z € S.(a) : Imz > a} der ,obere” Teil der Kreislinie S, (a)
mit der Parametrisierung v, : [0, 7] — C,t + a + 7 - e*. Dann gilt:

r—0

lim / f(2) dz = mi - (Res ) (a)
S (a)

Beweis
f hat in a einen einfachen Pol. In einer Umgebung von « gilt also:

a—1

f(z) = — +4(2)

zZ—a

Die hierdurch definierte Funktion ¢ ist in a holomorph und deswegen auf der Integrationskurve be-
schrinkt (|g(z)| < M). Das Integral iiber S;'(a) kann wie folgt abgeschétzt werden:

lim /g(z)dz Slin%M-ﬂ-r
r—

r—0
F(a)
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Das Integral iiber f lautet nun wie folgt:

™

- a—1 . a-1 . it . .
/ f(z)dz = / P dz = / e dt =mi-a_1 =7i- (Res f)(a)
S+(a) 0

5% (a)

Wir betrachten nun eine neue Kurve C:
C=[-R,—r|USH(a)U[r, R]UCR

Das ist anschaulich die Randkurve der oberen“ Halfte eines Kreisringes. Wiederum nehmen wir den
Integranden e*?/z, fiir diesen wissen wir fiir R — oo und r — 0 bereits:

1z 1z
/edz—>0 und /edz:O
z z
Cr c

Desweiteren konnen wir das im vorigen Beispiel gesuchte Integral durch den folgenden Grenzprozess
ausdriicken:

oo - o0 ; ;
3 : 3 1T 1T
I = / S dz = lim /smx dx + / S dzr | = lim Im (/ —oo—r—e dx + /rooe dx)
X r—0 X x r—0 x x
— 00 o0 T

Betrachten wir die Integration iiber C, so sehen wir, dass die Summe dieser Integrale gleich der Differenz
Jo— fCR — Jo+ (a) 18t. Die ersten beiden Integrale verschwinden. Es verbleibt:

r—0

eia:
I=1Im | lim / —dz | = Imir =7
x

5 (a)
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30 Erganzungen zur Funktionentheorie

30.1 Analytische Fortsetzung

Definition 30.1

Seien G; und Gy zwei nicht disjunkte Gebiete. In G; sei die Funktion f; holomorph und analytisch.
Auflerdem sind die Funktionen f; und f5 auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich gleich:

fi(2) = fo(2) Vz€G1NGy

Dann ist die Funktion F' mit
G
F(z):= hz) z€G
fo(z) z € Go

auf G := G U G2 holomorph. F' heifst Fortsetzung von f; in G.

Falls eine Fortsetzung existiert, ist sie aufgrund des Identitétssatzes eindeutig bestimmt.
Wir wollen folgende Probleme genauer betrachten:

1. Sei f im Gebiet G analytisch. Kann man f in ein groferes Gebiet G’ analytisch fortsetzen?

2. Falls ja, gibt es ein Verfahren, um die Fortsetzung zu konstruieren?
Ein solches Verfahren gibt es, fiir bestimmte G und f, tatsédchlich. Ein wichtiges Gegenbeispiel ist die
Potenzreihe )7 2™ welche im Einheitskreis konvergiert und dort eine analytische Funktion darstellt,

aber iiber keinen Randpunkt hinaus fortgesetzt werden kann. Den Hintergrund der Betrachtungen liegt
in folgendem Satz.

Satz 30.2 Hadamardscher Liickensatz

Sei g eine analytische Funktion mit folgender Darstellung: (Es werden nur die Potenzen mit von Null
verschiedenen Koeffizienten betrachtet.)

o0
g(z) = Zak .M
k=0

Wenn es ein § > 0 gibt, sodass ngy1 —ng > § - ny, fiir fast alle k € N gilt, dann lésst sich f nicht iiber
den Konvergenzkreis hinaus fortsetzen.

Satz 30.3

Fiir alle Gebiete G C C gibt es eine analytische Funktion f, die genau in G holomorph ist, die sich
also nicht iber G hinaus fortsetzen lésst.

Den Beweis hierzu findet man in der Literatur (Behnke/Sommer III, 8.27). Jetzt suchen wir ein Ver-
fahren zur Bestimmung der Fortsetzung und stellen fest, dass es sogar mehrere gibt.
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Satz 30.4 Kleiner Schwarzscher Spiegelungssatz

Sei G ein Gebiet in der ,oberen* Halbebene HT = {z € C: Imz > 0}, zu dessen Rand 9G ein
endliches Intervall [a,b] C R gehort. Das Integral (a,b) moge ein sogenannter freier Randbogen
sein:

Vz € (a,b)Ir >0: K. (x)NH" CG

Die Funktion f sei holomorph in G, auf GU(a, b) stetig und auf (a, b) reell. G~ sei das durch Spiegelung
von GG an der reellen Achse entstehende Gebiet. Dann existiert eine analytische Fortsetzung F' von f
auf GUG™ U (a,b).

Beweis Beweisidee
Man definiert die Fortsetzung wie folgt:

F(z):{f(z) zeGEJ(a,b)
f(z) z€ed@

Der Beweis der Analytizitiat von F' ist sehr aufwéndig.
|

Ein weiteres Fortsetzungsverfahren ist das sogenannte Kreiskettenverfahren. Hierfiir sei f; durch
eine Potenzreihe gegeben:

(e}
filz) = Zan (z—a)" fur ze€ Ky(a)
n=0
Sei b € K, (a). Wir entwickeln f; um b:
fa(2) =Y ba-(z=b)"
n=0

Der Konvergenzkreis K;(b) von fo kann komplett in K, (a) liegen (und mit seinem Rand die Peripherie
von K, (a) beriihren). Es kann aber auch sein, dass der neue Konvergenzkreis iiber den urspriinglichen
hinausragt. In K, (a) N K;(b) gilt natiirlich f; = fo. Dann kann man eine neue (wiederum analytische)
Funktion f in dem Gebiet K,(a) U K(b) definieren:

fiz) z€ K,(a)
f(z) =
() = e Ky()
Diese Art der Fortsetzung geschieht also durch Umordnung von Potenzreihen. Das Verfahren kann
natiirlich mehrfach angewendet werden, aber wie kann man diese Idee ,richtig* formulieren?
Definition 30.5

Sei mit P(z|c) eine Potenzreihe um ¢ bezeichnet.

1. Zwei Potenzreihen P(z|a) und P(z|b) heifen benachbart, wenn ihre Konvergenzkreise einen
nichtleeren Durchschnitt haben, auf welchem P(z|a) = P(z|b) gilt.

2. Eine endliche Folge (P(z]a;));<;<, von Potenzreihen heift Potenzreihenkette, wenn P(z|a;)
und P(z|a;41) fir i = 1,...,n — 1 jeweils benachbart sind.

3. Sei~ : o, B] — Cein Weg in C. Eine Potenzreihenkette (P(z|a;));<;<,, heifit Potenzreihenket-
te lings v, wenn a; = v(a) sowie a, = v(3) gilt und wenn es eine Zerlegung Z = {I,...,I,}
von [o, 3] in abgeschlossene Teilintervalle I, gibt, sodass v(I;) C K, (a) liegt. (Der Weg ~
liegt also abschnittsweise in den Konvergenzkreisen der P(z|ay).)
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Haufig liegen die Mittelpunkte aj der Konvergenzkreise auf C = ([« f]). (Die Entwicklungspunkte
werden also von der Kurve erzeugt.) Im Folgenden wird beschrieben, inwieweit Fortsetzungen langs
einer Kurve v mittels Potenzreihenketten von den Ketten und von v unabhéngig sind.

Satz 30.6

Seien (P(z]ai));<;<, und (Q(2laj)),<;<,, zwei Potenzreihenketten léings ecines Weges v. Wenn
P(z|a1) = Q(z]b1) ist, dann gilt auch P(z|a,) = Q(z|by) (jeweils auf dem gemeinsamen Konver-
genzgebiet).

Beweis Beweisidee

Man beachte v(a) = a1 = by und () = ap, = by, Jetzt seien {I1,...,,} und {Ji,..., Jp} die in der
Definition beschriebenen Zerlegungen des Intervalls [a, §]. Der Hauptbestandteil des Beweises besteht
darin, die folgende Aussage zu zeigen:

(¥*) Wenn I N J; # &, dann sind P(z|ax) und Q(z|b;) benachbart.

Angenommen, (x) gilt nicht fiir ein Paar (k,[) (wobei k 4 | moglichst klein ist). Fiir die Lage von I
und J; gibt es die zwei Moglichkeiten. Wir betrachten den Fall, dass J; von I und I;_; iiberdeckt
wird. Es ist also I_1 NI NJ; # &. (Beachte: Zwei aufeinanderfolgende I, enthalten den gemeinsamen
Randpunkt.) Diese Relation lasst sich auf die Konvergenzkreise iibertragen:

A= KT"k71 (akfl) N Km (ak) N Ksl(bl) * O

Da J;yNIx_1 # @ und k + [ minimal war, miissen P(z|ax—1) und Q(z|bx) benachbart sein. Die Potenz-
reihen P(z|ax_1) und P(z|ay) sind sowieso benachbart. Damit gilt in der offenen Menge A:

P(zlag-1) = Q(2|by) = P(z|la) Vz€ A

In der offenen Menge A konnen wir eine hinreichend grofie Menge (zum Beispiel eine Kreisscheibe)
finden, um den Identitdtssatz anwenden zu kénnen. Insbesondere ist also P(z|ag) = Q(z|b;) fir alle
z € Ky, (ar) N K4 (by). Somit sind P(z|ar) und Q(z|b;) benachbart, dies ist also ein Widerspruch zur
Annahme. Damit ist (x) gezeigt.

Auf alle Félle ist I,, N J,,, # @, also sind P(z|a,) und Q(z|by,) benachbart. Da aber a,, = by, ist, muss
P(z|ay) = Q(z|by,) sein.
]

Definition 30.7

Seien G; C G C C zwei Gebiete. Die Funktion f; sei in G1 holomorph. f; heifft in G unbeschrinkt
fortsetzbar, wenn liangs jedes Weges v, der in G; beginnt und ganz in G verlduft, eine Potenzrei-
henkette existiert, deren erstes Glied die Potenzreihenentwicklung von f; im Anfangspunkt von + ist.
Das letzte Glied der Kette heifst Fortsetzung von f; ldngs «. Die Fortsetzung ist von der gewéhlten
Potenzreihenkette unabhéngig.

Welches Problem taucht auf, wenn man die Unabhéngigkeit von v diskutieren will? Betrachte zum
Beispiel den Logarithmus. Wahle zwei Wege g und 1 vom Punkt a zum Punkt b so, dass der Nullpunkt
in dem von =g und ~y; umrandeten Gebiet liegt. Das Problem ist, dass man den einen Weg nicht stetig in
den anderen deformieren kann und dabei im Definitionsbereich des Logarithmus bleiben kann. (Beachte
0 ¢ D(log).) Der entsprechende Begriff ist die sogenannte Homotopie von Wegen.

Seien 79,71 : [0,1] — C. Sie heiffen homotop, wenn sie — anschaulich gesprochen — stetig ineinander
deformiert werden konnen. Das heift, es existiert eine stetige Abbildung v : [0,1] x [0,1] — C mit:
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1. vs := (s, ) ist fir alle s € [0, 1] ein stetiger Weg.

2. v tberfiihrt 7 und 7; ineinander: v(0,-) = v und y(1,:) =7

3. Alle Kurven ~; haben dieselben Endpunkte: v5(0) = a und ~s(1) = b
Entsprechend heiffen 7o und 77 homotop in G, wenn fiir alle s gilt: v5[0,1] C G.

Ein entarteter Weg ist 7,, : [0,1] — G mit 7,,(t) = po fiir alle ¢. (Die Kurve zu einem entarteten
Weg ist also ein einzelner Punkt.) Sei nun ~ ein geschlossener Weg in G, der bei pg beginnt und endet.
7 heifst auf py zusammenziehbar, wenn v und +,, homotop sind.

Nun ist der einfache Zusammenhang sauber definierbar: Ein Gebiet G heifft einfach zusammenhéin-
gend, wenn es in G ein pg gibt, so dass alle geschlossenen Kurven in G, die in pg beginnen und enden,
auf py zusammenziehbar sind. (Man kann zeigen, dass die Definition von py unabhéngig ist.)

Satz 30.8 Monodromiesatz

Sei f1 in 7 holomorph und in G 2 G unbeschrankt fortsetzbar. Seien vy und 1 zwei homotope
Wege, die a in G; und b in G verbinden. Dann sind die Fortsetzungen von f; langs o und 7; gleich.

Satz 30.9
Die Funktion f; sei im Gebiet G holomorph und in das Gebiet G 2 G unbeschénkt fortsetzbar. Ist
G einfach zusammenhéngend, dann existiert eine analytische Fortsetzung f von f; in G.

30.2 Konforme Abbildungen

Wann kann man zwei Gebiete Gg und G aus Cg eineindeutig und konform aufeinander abbilden? Die
Antwort folgt spéater. Zunéchst sehen wir, dass man bereits mit einfachen Abbildungen viel bewerk-
stelligen kann. Wir betrachten die wichtige Klasse der gebrochen lineareren Abbildungen (M&bius-

Transformationen):
az+b ,
M(z) = 1 d mit  ad —bc#0
Die Umkehrabbildung ist dann:
dw—b
M~ (w) = w0
—cw+a

Die Funktion hat unendliche Funktionswerte:

4 ¢c#0
M(z)=0c0 < c-z+d=0 undauferdom M(o0) = .
CcC =
Weiterhin hat M die folgenden Eigenschaften:

1. M bildet Cy eineindeutig und konform auf sich ab.

2. Die Mébius-Transformationen M bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.

o . aj bl a9 bg __fa b
M10M2_M mit (61 dl) (62 d2>_<c d>

3. Mobius-Tramsformationen erhalten das Doppelverhéltnis von Punkten. Seien uy bis u4 vier von-
einander verschiedene Punkte. Das Doppelverhéltnis ist dann gegeben durch:

Uy — U3 U2 — Ugq

DV (u1,ug, u3, uq) =
Ul —Ug Uy — U3
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Wenn man etwa uq = oo wahlt, dann setzt man:

. 1 UL — U3
DV (uy,ug,us, us) = lim DV <U1,U2,'LL3, ~- | =
z—0 z

U2 — U3

4. Seien z1, z9, z3 und wy, we,ws zwei Tripel von paarweise verschiedenen Punkten, dann existiert
genau ein M mit:
M(z)=w; mit 1<i<3

Um dies zu beweisen, betrachte M; und My wie folgt:

zZ—Z zZ9 — Z
M (z) = L2275 und Ms(z) =
Z— 23 Z9 — X1 Z— W3 Wy — W1

Z— W1 W2 — Ws

Dann gilt Mi(z1) = 0, M1(22) = 1 und M;(z3) = oo (fiir M2 analog mit den w;). Die gesuchte
Abbildung erhélt man dann als M = M, Lo M.
5. M bildet verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise ab. (Verallgemeinerte Kreise sind

Kreise in Cyp, also Kreise oder Geraden in C.)

Satz 30.10 Riemannscher Abbildungssatz

Sei G C C ein einfach zusammenhéangendes Gebiet und zg € G. Dann existiert eine eineindeutige
konforme Abbildung ¢ von G auf den offenen Einheitskreis K7(0) mit ¢(zp) = 0.

Folgerung 30.11

Seien Gy, G; € C einfach zusammenhédngende Gebiete mit zg € Gy und z; € GG1. Dann existiert eine
eineindeutige konforme Abbildung ¢ von Gy auf G; mit ¢(zp) = 2.

Man kann auch noch die Zuordnung der Réander genauer beschreiben.

Wozu niitzt dieser Satz? Wir betrachten ein Problem in einer Ebene (zum Beispiel eine Randwert-
aufgabe erster Ordnung fiir ein einfach zusammenhingendes Gebiet G). Die Idee ist, dass Problem
im Einheitskreis zu 16sen, denn man kann G auf den Einheitskreis abbilden und die Lésung am Ende
zuriicktransformieren.

30.2.1 Zum Primzahlsatz

Sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen zwischen 0 und x. Wie kann man diese Zahl abschétzen?

Satz 30.12 Primzahlsatz

[
z—oo z/lnzx

Es ist doch erstaunlich, dass man diesen Satz mit den Mitteln der Funktionentheorie beweisen kann.
(Den Beweis finden Sie in der Literatur.)



