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Vorwort

Bevor Ihr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir vor allem den Studienanfingern eine
wichtige Botschaft mitgeben: Dieses Skript ersetzt weder den Besuch der Vorlesung noch das selbst-
stdndige Nacharbeiten des Stoffes. Wer das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des
Skriptes im weiteren Studienverlauf fiir Probleme sorgen.

Wir weisen darauf hin, weil das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier
ist eine Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum
Beispiel miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den
Groschen fallen lassen.

Nochmals mochten wir uns an die Studienanfanger wenden: Hoffentlich begreift Thr genauso wie wir
die ersten Semester Eures Studiums als Chance, Euren personlichen Lernfluss zu finden. Das Studium
verlangt in dieser Beziehung nach eigener Erfahrung wesentlich mehr von einem Studenten ab als eine
Schule. Umso wichtiger ist es, herauszufinden, wie man moglichst viel Inhalt in mdglichst kurzer Zeit
aufnehmen, systematisieren und abspeichern kann.

Eines ist sicher: Das blofte Durchlesen des Skriptes reicht meistens nicht. Zur Aufnahme des Stoffes und
fiir einen ersten Uberblick reicht in den meisten Féllen das klassische Mitschreiben in der Vorlesung,
bei wenigen auch das aufmerksame Zuhoren. Zum Systematisieren ist der Besuch der Ubungen und das
Bearbeiten der Ubungsaufgaben unerlésslich (auch wenn einige Erstsemester das immer wieder mal
anders sehen, aber das gibt sich). Eine andere gute Idee ist oft auch die Bildung von eigenen kleinen
Lehrgruppen von drei bis vier Personen, auch wenn man da aufpassen muss, sich nicht abzulenken.

Bevor wir abschweifen, fassen wir noch kurz zusammen, wofiir dieses Skript wirklich geeignet ist: einfach
gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nachschlagen; aufserdem zum Wiederholen
fritheren Stoffes, sofern ein ausreichendes Grundverstiandnis vorhanden ist. Nach diesen einleitenden
Worten wiinschen wir Euch viel Spafs bei der Arbeit mit diesem Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion
www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Ihr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.
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1 Mengen, Abbildungen

1.1 Einfitlhrende Bemerkungen

Verwende Grofsbuchstaben zur Bezeichnung von Mengen (A, B, ...) sowie folgende Schreibweisen fiir

Mengen:
e Beschreibung durch Elementliste: M = {1,2,3}
e Beschreibung durch Elementeigenschaft: M = {x : Eigenschaft }, z.B. M = {x :  durch 3 teilbar }
e leere Menge (enthélt keine Elemente): @ = {}
Bezeichnungen fiir spezielle Zahlenmengen
natiirliche Zahlen: N = {1,2,3,...}
natiirliche Zahlen mit Null: Ng = {0,1,2,3,...}
ganze Zahlen: Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...}
rationale Zahlen: Q = {% tx,y € Z}
reelle Zahlen: R (siche Kapitel 2)
komplexe Zahlen: C (siehe Lineare Algebra, Kapitel 1.1)

Fiir Binomialkoeffizienten, vollstandige Induktion und Summationszeichen siehe die 1. Ubung.

1.2 Mengenoperationen und -beziehungen

e Vereinigung:
Fiir zwei Mengen A und B ist

AUB:={z:2€ AVz e B}
Beispiel: A = {1,2,3},B = {2,4,7} = AUB = {1,2,3,4,7}

Verallgemeinerung: Seien Ay, ..., A, Mengen, dann ist
n
UAi ={z:Ji:1<i<nAzeA}
i=1
e Durchschnitt:
Fiir zwei Mengen A und B ist
ANB:={z:x2€ ANz € B}
Beispiel: A ={1,2,3},B={2,4,7} = AN B ={2}

Verallgemeinerung: Seien Ay, ..., A, Mengen, dann ist

ﬂAi::{x:Vizlgign/\xeAi}
i=1
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e Disjunktheit:
Zwei Mengen A und B heifsen disjunkt, wenn gilt: AN B = .
Mengen Aq,..., A, heillen paarweise disjunkt, wenn gilt:

Ve 1:1<kil<nAk#Ll: AyNA =2

e Differenz:
Fiir zwei Mengen A und B ist
A\B={zecA:z2 ¢ B}

o Inklusion von Mengen:
Eine Menge A ist eine Teilmenge einer Menge B, wenn gilt: ¢ € A = x € B. Man schreibt
A C B. Also ist
ACB&eVreA:zeB

Eigenschaften der Inklusionsbeziehung:

1. Reflexivitat: A C A
2. Antisymmetrie: AC BABCA< A=10B
3. Transitivitat: AC BABCcC=AcCC

Um A = B zu zeigen, beweist man oft A C B und B C A.

o Komplementbildung:
Seien M und A C M Mengen. Dann ist das Komplement von A bzgl. M definiert als

CyA={zeM: ¢ A} =M\ A

Belegen Sie zur Ubung die folgenden Eigenschaften:
1. (CMA) UA=M
2. (CyA)NA=0
3. Cy (CppA) = A, insbesondere Cpy@ = M und Cyy M = &

Wird CA ohne Index geschrieben, so ist Cx A gemeint, wobei X die Menge aller moglichen
Elemente ist.

1.2.1 Einige Kombinationen dieser Operationen

e Distributivgesetze:
(AUB)NC=(AnC)u(BnO)

(ANB)UC = (AUC)N (BUC)

Allgemeine Formulierung fiir endlich viele Mengen:

(
(

fC-

i=1

fO-

i=1
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CM( Ai>:
i—1

e(P1a)-
i=1
o Mengenprodukt:

Seien A und B nichtleere Mengen (A # @ A B # @). Unter dem kartesischen Produkt von A
und B versteht man die Menge

e De Morgansche Regeln:
(CrAi)

=

DL

(CmA;)

1C= ID:-

Ax B:={(a,b):a € ANbe B}

A x B ist die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B.
Allgemeiner: Ay, ..., A, seien nichtleere Mengen, dann hat man zwei gleichwertige Moglichkeiten,
Ay X ... x A, zu bilden.

1. rekursive Definition: A X ... x Ay, := (A1 X ... X Ap_1) X Ay

2. A1 x ... x A, = {(al,...,an) a1 € AN Nay GAn}
Dabei gilt: (a1,...,a,) = (b1,...,bp) & a1 =by A... ANay = b,. Also ist A} x ... x A4, die
Menge aller geordneten n-tupel mit Elementen aus Ay, ..., A,.

Als Beispiel zeigen wir die allgemeine Form des ersten Distributivgesetzes.

Beweis
Wie oben angedeutet zeigen wir ,linker Term C rechter Term*“ und ,linker Term D rechter Term®,

woraus folgt: ,linker Term = rechter Term*.
n

x € <i©1AZ»> N B xeigl(AmB)

= xeBAxe(UAi) = 3Jj,1<j<n:ze(BnNAj
i=1
= dk,1<k<n:x€eBAx€ A = Jdj1<j<n:zeBAzxzcA
= Jk,1<k<n:ze(BnAg) = xeBAxe(UAZ)
=1
= z€ (A NB) = me(UA,)ﬂB
i=1 i=1

1.2.2 Mengenproduktdefinitionen

Problem: Beide Definitionen des Mengenproduktes A; x Ay x Az scheinen indquivalent.
Ay X Ag x Ag ={(a1,a9,a3) : a; € A;}
A1 X A2 X A3 = (A1 X Ag) X Ag = {((al,ag) ,a3) ta; € AI}
Man definiert deshalb, dass Paare in geordneten Paaren aufgelost werden konnen, also etwa:

((a1,a2) ,a3) := (a1, a2,a3)

Beispiel 1.1
|A: {1,2},B={1,3} = Ax B={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}
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Achtung: Man unterscheide genau zwischen dem geordneten Tupel (ai,...,a,) und der Menge
{ai1,...,a,}. Zum Beispiel ist (1,1) sinnvoll, {1,1} aber sinnlos. Beachte aukerdem, dass das Men-
genprodukt nicht kommutativ ist:

(a,b) # (b,a) = A x B # B x A(aber{a,b} = {b,a})
e Wenn A; =A Vie{l,...,n},dannist A x...x A= A"

e Sei M beliebig. Unter der Potenzmenge P (M) von M versteht man das System aller Teilmengen
von M.
P(M)={AcC M}

e Hat A n Elemente, so hat P(A) 2" Elemente.

Beispiel 1.2
|A ={1,2,3} = P(A) ={o,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} = P(A) hat 8 Elemente.

1.3 Relationen und Abbildungen

Wir behandeln zwei wichtige Relationen und den Abbildungsbegriff.

Definition 1.1
Sei A eine nichtleere Menge. Eine Relation auf oder in A ist eine Teilmenge R C A x A.

(z,y) € R schreibt man als Ry und sagt ,x steht in Relation zu y* (meist suggestivere Schreibweise).

Beispiel 1.3 Ordnungsrelationen

1. Sei A=N (oder Z, Q,R). zRy < z <y
2. Sei M eine feste nichtleere Menge und A = P(M). Fir B,C € P(M) ist BRC < B C C.

Unterschied: Zwei Zahlen stehen immer in Relation zueinander, zwei Mengen nicht unbedingt.

Definition 1.2 Ordnungsrelation

Eine Relation < auf A heift Ordnungsrelation oder einfach Ordnung (manchmal auch Halbord-
nung), wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. Reflexivitit: Ve € A: (z,2) € R, dh. z <=z
2. Antisymmetrie: x <yAy<z s zx =y
3. Transitivitat: t < yAy<z& <z
Eine Ordnung heiftt linear oder total, wenn gilt: Vx,y € A:x <y V y <=z

Im obigen Beispiel ist die 1. Ordnung linear, die zweite jedoch nicht.

Beispiel 1.4 Aquivalenzrelation

In A = Nj sei eine mit ~ bezeichnete Relation gegeben durch
a~b << a=0b mod3

Die rechte Seite bedeutet: a und b lassen bei Division durch 3 den gleichen Rest (a ist kongruent zu b zum
Modul 3). Zum Beispiel: 0 ~ 3 (lies: ,,0 ist quivalent zu 3“), 1 ~ 10, 1 ~ 13 und 13 ~ 1, aber: 1 » 8.
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Definition 1.3

Eine Relation ~ auf A heift Aquivalenzrelation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:
1. Reflexivitit: Vx € A:x ~x
2. Symmetrie: x ~y <y ~x
3. Transitivitdt: x ~yAy~z &~ 2

Sei A fest, dann nennt man [z] := {y € A: 2 ~y} die zu = gehérende Aquivalenzklasse. Jedes
y € [z] heikt Reprisentant der Aquivalenzklasse.

Beispiel 1.5

Die im Beispiel 1.4 definierte Relation hat drei Aquivalenzklassen:
[0] ={0,3,6,9,12,...}
1] =41,4,7,10,13,...}
2] =1{2,5,8,11,14,...}

1.3.1 Abbildungen und Funktionen

Wir verwenden zuerst einen duflerst pragmatischen Begriff.

Definition 1.4 Abbildung

Seien XY # &. Unter einer Abbildung f aus X in Y versteht man eine Vorschrift, die jedem
x € D(f) C X genau ein y € Y zuordnet.

Notation: D(f) und W(f) ={y = f(z) € Y : x € D(f)} sind Definitionsbereich und Wertebereich von f.
Man schreibt fiir die Abbildung f : X — Y und fiir die Abbildungsvorschrift f :  — y. (Wenn nicht
explizit notiert, ist D(f) = X.)
Unterscheide streng zwischen der Abbildung f und dem Bild f(z) von x. Der Begriff ,,Abbildung”* wird
oft als Synonym zum Begriff , Funktion“ verwendet, wir wollen beide Begriffe allerdings unterscheiden.
(Der Begriff Funktion wird oft nur fiir Abbildungen auf Zahlenmengen verwendet.)

Definition 1.5 Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung f heifst:

e injektiv, wenn f(z1) = f(z2) = 21 = x2 (,Jedes y € Y ist hdchstens ein Bild.”)
e surjektiv, wenn W(f) =Y (,Jedes y € Y ist mindestens ein Bild.*)
e bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. (,Jedes y € Y ist genau ein Bild.”)

Definition 1.6 Graph einer Abbildung
Unter dem Graphen G(f) versteht man die Menge
G(f)={(z,f(x))e X xY:ze D(f)} C X xY.

Also zeichnet man nie eine Funktion, sondern immer den Graphen einer Funktion. Wir verwenden den
Graphen fiir eine ,exaktere Definition des Abbildungsbegriffes.
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Definition 1.7 Abbildung
Eine Abbildung aus X in Y ist eine Teilmenge f C X x Y mit der Eigenschaft:
(z,y1), (z,y2) € f = y1 = y2 (Jedem z € X ist hochstens ein y € Y zugeordnet.)

fre—mys fl)=ye (vy ef
D(f)y={zeX:3yeY:(zy) € f}
W(f)={yeY:IrxeX:(z,y) € f}
=G(f)=f

Definition 1.8

Unter der identischen Abbildung auf X versteht man die Abbildung idx : X — X mit idx(z) =
z VreX.

Definition 1.9

Seien f: X — Y eine Abbildung und A € X (bzw. A € D (f)) eine nichtleere Menge.
Dann versteht man unter der Einschrinkung von f auf A:
flarA=Y, flyiz€dv f(z)

Beispiel 1.6

Sei A C D(f), dann heift f(A) := {f(z) : = € A} Wertebereich von f|,.
Sei B C Y, dann heift f~*(B) := {x € X : f(z) € B} Urbild von B bzgl. f.

f~! selbst wird hier nicht definiert. Man sollte nicht sofort B C W (f) vorauszusetzen.

Beispiel 1.7

X =R? f:R?—Rmit f(z,y) ==
f~1 existiert nicht, da f nicht injektiv ist. Trotzdem ist f~!(B) definiert.

Definition 1.10 Verkettung
Seig: X =Y, f:Y — Z. Dann versteht man unter der Verkettung h := f o g die Abbildung

h:X —Z mit h(z)=f(g(x))

Definition 1.11 Umkehrabbildung

Sei f : X — Y injektiv, dann wird die Umkehrabbildung oder inverse Abbildung f~! wie folgt
definiert: D (f~') =W (f) und Vy € D (f™1) : f}(y) = z mit f(z) =y
Also gilt Vo € D(f) : f~ 1 (f(z)) =z bzw. flof= idp(s)-

Beachte: G(f) = {(z, f (x)) : = € D (f)}, aber G(f 1) = {(f (2),2) : z € D (f)}.
Verwechsle auf keinen Fall f~! und % Letzteres ist nicht definiert.

1.3.2 Rechnen mit Funktionen

Seien f,g: X — Y Abbildungen. Zu erkléren sind: f + g, Af (A € R,C), f-g, g.

Wenn diese Operationen einen Sinn haben sollen, dann sollen sie punktweise erklart werden.

(f+9)(z):=f(z)+g(x) usw.
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Daraus folgt, dass die genannten Operationen in Y definiert sein miissen.

Spezialfall: Sei Y € R oder Y C C. Dann sind alle Operationen definiert, wobei g definiert ist Va €
X: g(x)#0.

Beispiel 1.8 Spezialfille
e f:R™ — R - Funktion von n reellen Variablen
e f:R—R™
e Folgen

Definition 1.12 Folge

Eine Abbildung f von N (oder Ny, Z) in Y heifit Folge aus Y (oder in Y oder mit Elementen aus
Y).

Notation: f (1) = y1, f(2) = y2,...; f = (yn) . Also bezeichnet (y,,) die Folge und y,, das n-te Glied der
Folge. Die Gleichheit wird elementweise definiert:

(yn) = (Zn) = Yi = 24 Vi € N(NO,Z)

Auch mit Folgen lassen sich zu den gleichen Regeln wie oben Rechenoperationen durchfiihren.

Unterscheide bei Folgen streng die Folge (y,) und den Wertebereich der Folge {y, : n € N}. Diese
Menge nennt man auch die der Folge unterliegende Menge und schreibt kurz {y,}.

Beispiel 1.9
() = (0,1,0,1,0,..) = {ya} = {0,1} |
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2 Die reellen Zahlen

Bis auf Modifikationen gibt es zwei Wege, um die Zahlenbereiche N, Z, Q, R, C einzufiihren.
1. axiomatische Beschreibung von N / Ny (= Peano-Axiome) und darauf basierend Konstruktion
der anderen Zahlenbereiche

2. axiomatische Charakterisierung von R, darin N, Z, Q wiederfinden
Wir nehmen einen stark vereinfachten Weg und gehen davon aus, dass N, ... R bekannt sind.

R wird durch drei ,Eigenschaften” (genauer Axiomgruppen) charakterisiert: die algebraische Struktur,
die Ordnungsstruktur und die Vollstdndigkeit.

2.1 Die algebraische Struktur der reellen Zahlen

Kurzform: R ist ein Korper.

Das bedeutet, es existieren in R zwei algebraische Operationen, die Addition (+) und die Multiplikation
(-), mit den folgenden Eigenschaften (immer Va, b, c € R):

e (Al): at+b=b+a
o (A2): a+(b+c)=(a+b)+c
e (A3): neR:a+n=n+a=a
n ist das neutrale Element der Addition. Statt n schreibt man 0.

o (A4): VoeR:3zeR:a+rz=24+a=0
x ist das zu a entgegengesetzte Element bzgl. der Addition und wird mit —a bezeichnet.

Die Eigenschaften (A1) und (A2) werden Kommutativitit und Assoziativitit genannt.

Das neutrale Element sowie das zu einem bestimmten Element entgegengesetzten Element sind eindeutig
bestimmt.

Betrachtet man R nur mit der Addition, so ist R aufgrund der Axiome (A2) bis (A4) eine Gruppe und,
weil (A1) gilt, sogar eine kommutative Gruppe (Abelsche Gruppe).

o (MI1): a-b=b-a
o (M2): (a-b)-c=a-(b-c)
o (M3): dJeecR:a-e=e-a=a

e ist das neutrale Element der Multiplikation. Forderung: e # 0. Statt e schreibt man 1.

(M4): VoeRa#0:JyeR:a-y=y-a=1

y ist das zu a entg.ges. Element bzgl. der Multiplikation und wird mit a~*, % bezeichnet.
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Die Axiome (M1) bis (M4) sind die Analogien zu den Axiomen (A1) bis (A4) mit der Ausnahme, dass
(M4) fiir @ = 0 nicht gilt.

R\ {0} ist bzgl. der Multiplikation eine kommutative Gruppe. Die 0 ist ausgeschlossen, da sie kein
entgegengesetztes Element hat.

Die merkwiirdige Bedingung n # e bzw. 1 # 0 garantiert, dass der triviale Fall ({0}, +, ) ausgeschlossen
wird. Ein Korper hat auf jeden Fall mindestens zwei Elemente.

Addition und Multiplikation werden durch das Distributivgesetz verkniipft:
e D): VabceR:a-(b+c)=a-b+a-c

Hat man eine Menge M mit zwei Operationen + und -, so heitt M ein kommutativer Ring, wenn
gelten: (A1-4), (M1-%), (D).

Zum Beispiel bildet die Menge A™*" aller (n,n)-Matrizen mit den Operationen + und - einen nicht-
kommutativen Ring (M1 gilt nicht.)

(A1-4), (M1-4) und (D) beschreiben die algebraische Struktur von R.

2.2 Die Ordnungsstruktur der reellen Zahlen

In R ist eine Ordnung < mit folgenden Eigenschaften definiert:

01
02
03
04

° Fiir a,b € R gilt genau eine der folgenden drei Beziehungen: (a < b)V (a =b)V (b < a)

a<bANb<c=a<c

VceR:a<b=at+c<b+c

(O1):
(02):
(03):
(04):

Die Eigenschaften (O1) und (O2) heifen Trichotomie und Transitivitét, (O3) und (O4) beschreiben
die Monotonie. Man benutzt a < b und b > a dquivalent. Fithrt man zudem das Symbol a < b mit
a<b<a<bVa=>,dann ist R mit der Relation < eine total geordnete Menge.

Sprechweisen:

VeeR,0<c:a<b=a-c<b-c

e a > 0: ,a ist positiv.”
e a > 0:,a ist nicht-negativ.“
e a < 0:,a ist negativ.”

e a < 0:,a ist nicht-positiv.”

Die bisherigen Eigenschaften (A), (M), (D), (O) besagen: R ist ein angeordneter Korper.

2.3 Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Bis jetzt erfiillt auch Q alle bisherigen Axiome. Aber: Es existiert kein x € Q mit 2? = 2. Historisch
hat es lange gedauert, die Vollstandigkeit exakt zu formulieren. Es existieren mehrere aquivalente
Moglichkeiten, das zu formulieren. Wir benétigen nun einige Begriffe.



2.3 Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen Seite 14

Definition 2.1 Beschréanktheit, Schranken
Eine Menge M C R heifst

e nach oben beschriankt, wenn b e R: Ve e M : x < b
e nach unten beschriankt, wenn Ja e R:Vx e M :a <=z

Dann heiftt a untere Schranke und b obere Schranke von M.
M heifit beschriankt, wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Wenn « untere Schranke von M ist, dann auch jedes o/ < a (analog fiir obere Schranken).
Definition 2.2 Minima und Maxima, Grenzen
Sei M C R. Man sagt, M besitzt
e cin Minimum, wenn 3c € M : Vo € M : ¢ < z (c heit Minimum von M, ¢ = min M)

e cin Maximum, wenn 3C € M :Vx € M : x < C (C heifit Maximum von M, C' = max M)

e cin Infimum (untere Grenze, grofite untere Schranke), wenn eine untere Schranke s € R von
M existiert, sodass kein s’ > s existiert, das ebenfalls untere Schranke ist. (s = inf M)

e cin Supremum (obere Grenze, kleinste obere Schranke), wenn eine obere Schranke S € R von
M existiert, sodass kein S < S existiert, das ebenfalls obere Schranke ist. (S = sup M)

Man muss, um die Bezeichnungen zu rechtfertigen, zeigen, dass jede Menge je hochstens ein Minimum,
Maximum, Infimum und Supremum besitzt.

Satz 2.3

1. Wenn M ein Supremum besitzt, ist es eindeutig bestimmt.

2. S=supM
< S ist obere Schranke von M AVS' < S:3qx e M : 5 < x
& S ist obere Schranke von M AVe >0:3z e M :S—ec <z

Beweis
Bei einer Wenn-Dann-Beziehung (Aquivalenz) miissen beide Richtungen gezeigt werden.

Teilsatz 1: Angenommen, S; und Ss seien Suprema von M und es gelte S; # So (0.E.d.A. S1 < S3).
Aus So = sup M folgt: So ist obere Schranke von M und es existiert keine kleinere obere Schranke
von M. Da aber §7 < S2 und S; = sup M, ist S; eine obere Schranke von M, die kleiner als Sy ist.
Also folgt aus S1 # S9 ein Widerspruch. Es muss S; = S sein, was heiftt, dass es nur ein Supremum

S = Sl = SQ gibt.
Teilsatz 2: Offenbar sind beide Formulierungen dquivalent. (S’ =S — ¢ bzw. S — S = ¢).

»Hin“-Richtung: Sei S Supremum und S” < S. Also ist S’ (nach Supremumdefinition) keine obere
Schranke von M. Daraus folgt (nach Def. der oberen Schranke): 3z € M : S’ < x

,Riick“-Richtung: S ist obere Schranke von M und es gilt VS’ < S :3x € M : S’ < . Daraus folgt,
dass kein S’ < S obere Schranke von M ist. Also ist S = sup M.
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Analog kann man die Eindeutigkeit von Minima, Maxima, Infima, sowie das Aquivalent zum Satz 2.3
fiir Infima zeigen.

Nicht jede nach oben beschrinkte Menge rationaler Zahlen hat ein Maximum oder Supremum.
Nicht jede nach unten beschrinkte Menge rationaler Zahlen hat ein Minimum oder Infimum.

Beispiel 2.1

M, = {:17 €cQ:22< 2} hat in Q weder ein Maximum noch ein Supremum.
My = {—% in € N} hat das Supremum 0, aber kein Maximum. (inf My = min My = —1)

2.3.1 Das Vollstandigkeitsaxiom

o (V): Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M C R besitzt ein Supremum.

dmin M = min M = inf M
Jdmax M = max M = sup M

Satz 2.4
Sei M C Rund —M :={—z: 2 € M}. Dann gilt:

1. —M ist genau dann nach unten (oben) beschrankt, wenn M nach oben (unten) beschréinkt ist.
2. c=minM < —c=max (—M)
3. s=supM < —s =inf (—M)

Die Axiome (A), (M), (D), (O), (V) charakterisieren R eindeutig. Das heifst:

e Die Axiome sind in sich schliissig und widerspruchsfrei.
e R ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

e Es existiert tatsdchlich eine Menge, die alle Axiome erfillt.

2.4 Folgerungen aus der Struktur der reellen Zahlen

Wir zeigen exemplarisch zwei Folgerungen aus der algebraischen Struktur:

Zu jedem a € R existiert genau ein b € R mit a +b=0. (b= —a)

Beweis

Angenommen, es existieren z,y € R mit a + 2 =0 A a + y = 0. Zu zeigen ist: z = y.
A3 =0 Al =0 A3

96(:)m+0(aJri ):E~|—a+y(Z)a+96+y(a+i )0—|—y(:)y

Vo eR:0-a=0
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Beweis
A
O-a(g)(0+0)-a(2)0-a+0-a (%)
A A A
020 a4 (0-0)Y0atr©0-a+(-0-0)20.a+0%0.4
|
2.4.1 Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen
l.a>0& —-a<0,a<0& —a>0
2. a# 0« a® > 0 (insbesondere: 12 =1 > 0 @ > 1)
3.a>0&1>0a<0e1<0
4. a <bAc<0= ac> bc (insbesondere: a < b= —b < —a)
S a<b<c<d&a+c<b+d
Beweis
o A
Zu 1.:a>0(:§)a—|—(—a)>0+(—a) Do a=—a<o
|
Beweis
Zu 2.: Fallunterscheidung:
a>0=a-a>0-a=a®>0 - Beweisende
a<0 Cay> 0% (Ca)s0 (v
Man zeigt —a = (—1) - a und (—1)% = 1.
(+%) = (-1)* - (=a)* >0=1-a?>0=a’> >0
Zu3d.:Fira>0:1>0=a-a'>a-0=a-ala!>a-at-0=a1>0
|
Lemma 2.5 Bernoulli’sche Ungleichung
FirzeR, 2 >1,neNgilt: (1+2)" >1+nz
Beweis
Beweis durch vollstandige Induktion:
Induktionsanfang: n =1= 1422 > 1+ z = wahr
Induktionsschritt: Gelte 2.5 fiir n = m (Induktionsvoraussetzung). Fiir n = m+1 gilt: (1 + )™ =
A+2)Q+2)">A+2)1+nz)=14+nz+z+nz>>1+n+1zx
>0
[

Definition 2.6 absoluter Betrag

a falls a >0

Sei a € R. Setze |a| :=
—a fallsa <0



Lemma 2.7

1.

2.

9.

2.4 Folgerungen aus der Struktur der reellen Zahlen

la| > 0, |a|] =0 < a = 0 (Definitheit)

|—al = |a|

. a<lal

. labl = |a| |b] (Multiplikativitét)

la + b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

- lal = bl| < |a -]

la|

la| <ece —c<a<c

SalfS]

la—bl<ceb—c<a<b+tc

8. und 9. gelten analog fiir <.

Beweis

—a falls —a >0 —a fallsa <0
|—a| = = = |al

a falls —a<0 a fallsa>0
Aus 2. und 3. folgt: a < |a| Ab < |b] = a+b<|a|+ |b|
—a < |—a| = |a| = —a < |a] und analog —b < |b| = —a — b < |a| + |b|

a+b fallsa+b>0
= - <
o+ 9] {—a—b fausa+b<o}—’“‘+’b’

a:(a—b)+b(:5>) la] <'|a —b|+|b| = |a| —|b] < |a— 0]
Analog ist |b| — |a| < |b—a| =]a—b] = — (Ja| — |b]) < |a — b].
Aus beiden Ergebnissen folgt die Behauptung.

la| <ce —c<  —la|<|a| <ce —c<a<c
—_———
einer der Werte ist a

folgt sofort aus 8.

Der absolute Betrag hat folgende Eigenschaften:

Seite 17

Definition 2.8 Intervalle
Seien a,b € R,a < b. Dann heifst

e [a,b] :={x € R:a <z < b} abgeschlossenes Intervall

e (a,b) :={x € R:a <z < b} offenes Intervall

o [a,b) :={x € R:a <z < b} rechtsseitig halboffenes Intervall

o (a,b]:={x € R:a <z < b} linksseitig halboffenes Intervall

mit den Endpunkten a und b.
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Definition 2.9

L = b — a ist die Lange jedes der obigen Intervalle.
Sei ¢ > 0, dann heift U.(a) = {reR:ia—e<zx<a+e} = (a—e,a+e) die
offene e-Umgebung von a.

2.4.2 Metrische Struktur

Definition 2.10
Fiir beliebige a,b € R nennt man d(a, b) := |a — b| Abstand (bzw. Differenz) von a und b.

Lemma 2.11
Der so definierte Abstand hat folgende Eigenschaften:
e (ME1): d(a,b) >0, d(a,b) =0 < a = b (Definitheit)
e (ME2): d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)
e (ME3): d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)

Beweis
(ME1), (ME2) trivial. (ME3): d(a,b) =|la—c+c—0b| <|a—c|+|c—b =d(a,c)+d(c,b)

Diese Eigenschaften sind Ausgangspunkt fiir die Eigenschaften eines sehr wichtigen Begriffs:

Definition 2.12

Sei M # @ eine beliebige Menge und d : M x M — R eine beliebige Abbildung mit den Eigenschaften
(ME1), (ME2) und (ME3). Dann nennt man d eine Metrik in M und (M, d) einen metrischen Raum.

Achtung! In M muss iiberhaupt keine Struktur vorhanden sein, um einen metrischen Raum zu definie-
ren.

Die Metrik in R hat die zusétzliche Eigenschaft der Translationsinvarianz:

Va,b,c e R:d(a,b) =d(a+c,b+c)

2.4.3 Dichtheitsaussagen

Satz 2.13 Satz von Archimedes

Die Anordnung von R ist archimedisch, d.h. Va e R: n e N:a <n
Mit anderen Worten: N ist als Teilmenge von R nicht nach oben beschréankt.

Beweis
Angenommen, N wire nach oben beschriankt, d.h. 35 = sup N (Vollstindigkeit!). Sei nun S' = S — %
Dann dn € N: S’ < n. AlsoistS—%<n:>S<n+%<n+1€N:>Widerspruch

Der Satz von Archimedes gilt auch in R. Aus diesem Satz folgt der:
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Satz 2.14 Satz von Eudoxos

V€>O:E|m€N:%<EunderstrechtVn>m:1

D <e

Beweis

Angenommen, das wére falsch. Also e > 0, fiir das es kein m € N mit % < ¢ gibt.
Also: de > 0:YVm e N : % > m = Widerspruch mit 2.10

InQbzw. Rgilt: a < b=a< ‘%rb < b. Das heift, zwischen zwei reelen (rationalen) Zahlen liegt immer
mindestens eine weitere reelle (rationale) Zahl. Der nichste Satz sagt aus, wie Q in R liegt.

Satz 2.15
Q liegt in R dicht. Das heifst: Vr € R,e >0: 3¢ € Q : d(q,7) < ¢

Beweis
Wihle zuerst m € N mit 2 < ¢ (siche 2.12).
Nun reicht es, einqe(@zuﬁndenmitr—% <q<7“+%, dennr—6<r—% <q<r+% <r+e.
Sei 7 > 0 (der Fall r < 0 wird analog behandelt). Nach Satz 2.11 3n € N:n > m.
Die Menge aller n hat ein kleinstes Element, dieses sei ng. Daraus folgt: ng —1 < m < n. Setze q := 2.
g—L<r<g=g<r+iar-Llcg=sr-Llog<ryl

]

Man kann noch mehr zeigen: In jedem Intervall (a, b) liegen sowohl rationale als auch irrationale Zahlen
({irrationale Zahlen} = R\ Q).

2.5 Endliche und unendliche Mengen

Definition 2.16

Zwei nichtleere Mengen A, B heifsen gleichméchtig (A und B haben die gleiche Méchtigkeit),wenn es
eine bijektive Abbildung f : A — B gibt.

Man schreibt A ~ B. Die Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.17

Eine Menge M heift endlich, wenn 3n € N: M ~ N,, := {1,2,...,n}. Andernfalls heifit die Menge
unendlich.

Die Menge heifst abzéhlbar (unendlich), wenn M ~ N ist, und iiberabzéhlbar, wenn M weder endlich
noch abzéhlbar ist.

Die Aquivalenzklassen gleichméchtiger Mengen nennt man Kardinalzahlen.
Bei endlichen Mengen M ~ N,, ist n die Kardinalzahl von M. Man schreibt n = card M = |M|.
Die leere Menge wird als endliche Menge betrachtet: || := 0.

Satz 2.18 1. Cantor’sches Diagonalverfahren
Q ist abzahlbar, d.h. Q ~ N.
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Beweis
Konstruktives Beweisverfahren: Man ordne die positiven rationalen Zahlen in dieses Schema:

10101 1 1 1L 111
1 2 3 4 5 2 3 4 5
2 2 %2 2 2 9 1 2 1 2
1 2 3 4 5 3 2 5
3 3 8 3 3 = 33 ] 33
1 2 3 4 5 2 4 5

Dieses Schema wird nach irgendeinem Schema abgezahlt. Man lésst alle Zahlen, die schon einmal

vorkamen, weg. (Wenn etwa % gezéhlt wurde, wird % nicht mehr gezéihlt.)
21933 21,4

19299259999 393535F) 9y 0

Durch Auslassen doppelter Zahlen ergibt sich: (1, 2, %, 3, %, %, %, 4,.. ) =:(ry,ra,...)

Nun kann Q auf N wie folgt abgebildet werden: (0,71, —r1, 72, —1r2,73, —73,...) =: (f(1), f(2), f(3),...)

= Q ~ N = Q ist abzéhlbar.

Eine mogliche Abzahlung ergibt: (1, 2

Satz 2.19 2. Cantor’sches Diagonalverfahren
R ist iiberabzihlbar.

Satz 2.20
Die Menge F' aller Folgen aus Nullen und Einsen ist nicht abzahlbar.

Hat man diesen Satz gezeigt, dann hat man offenbar auch gezeigt, dass folgende Menge M C R nicht
abzéhlbar ist.
M ={0, zizexs... mitz; € {0,1}} Daraus folgt, dass R nicht abzdhlbar ist.

—

Dezimalzahl,

z.B. 0,1101001...

Beweis
Angenommen, F' (die Menge aller Folgen mit Elementen aus {0,1}) wére abzahlbar, d.h. F' kénnte
durchnummeriert werden. Sei im folgenden irgendeine Abzéhlung von F' gegeben:

a(ll), ;1), agl), e 1. Folge
CL?), 3(22), agf), ... 2. Folge (%)
a(13)a aég), a§3), o 3. Folge

(k)

mit b € F, aber b kommt in () nicht vor. Daraus folgt ein Widerspruch, also ist F' nicht abzihlbar.

Hierbei ist a; ~ das i-te Element der k-ten Folge. Jetzt miissen wir nur eine Folge b = (b1, ba, .. .) finden
Setze nun b, = 1 fiir a%n) = 0 und b, = 0 fir a%n) = 1. Angenommen, (b,) kdme im Schema an der
k-ten Stelle vor. Dann ist aber by # a,(f) = Widerspruch

[ ]

2.6 Potenzen mit rationalen Exponenten

Ziel: Fir a > 0,7 € Q soll a" erklért werden.
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n
Vorbemerkung: Fiir n € Nym € Nist " := [[aund a7 = c%m
i=1

1\¢ 1
Sei r = % € Q. Man mochte setzen: a” = (ap> . Problem: Was ist ar?

O.E.d.A. sei p € N (Vorzeichen werden von ¢ ,abgefangen). Wir zeigen die Existenz als Demonstrati-
onsbeispiel fiir die Verwendung des Vollstandigkeitsaxioms.

Definition und Satz 2.21
Sei a > 0,p € N, dann besitzt die Gleichung 2P = a genau eine nichtnegative Losung. Diese wird mit
¥/a bezeichnet und p-te Wurzel aus a genannt. Im Falle p = 2 schreibt man statt a kiirzer /a.

Beweis
Mita <bAc<d=ac<bdergibtsichz<y=rr<yy=23<y’=...=2P <y? (L)

Eindeutigkeit:

Angenommen, x1 und x5 seien zwei unterschiedliche Losungen von 2P = a, 0.E.d.A. 1 < z9. Dann ist
2P < yP = a < y? = Widerspruch: Wenn z Losung ist, kann y nicht Losung sein. = hochstens eine
Losung

Existenz: Natiirlich sind nur p > 1 interessant.

Betrachte M :={y e R:y >0,y < a}. M # &, denn 0 € M. M ist nach oben beschrinkt:

» (Bernoulli) (p>1) » (L)
(1+a) > l1+4+pa > a>yP = VyeM:(1+a)l >y =14+a>y

Also ist M durch 1+ a nach oben beschrankt. Also existiert nach (V) sup M =: z. Wir zeigen 2P = a,
indem wir zP < a und 2P > a zum Widerspruch fiithren, woraus nach (O1) die Behauptung folgt.

Fall 1: zP < a
Finde m mit (z + %)p <a=z+ % < y = Widerspruch zu z = sup M. Benutze folgende Abschét-
zung:

(z4+ 3=+l (P)rlp + L (g) < (ersetze alle & durch 1) < 2P+ 1 [(]1)) P4+ <§)]

=:¢, unabhéngig von n

Also ist :zp—i—%c ()
P <ala-2P>0Nec>0= <5>0

Nach Satz des Archimedes 3m € N:m > —5 = 2P + = < a. Wende (*) fiir n = m an:

a—zP

(z+%)p§zp+%c<a@z+%EM@Widerspruch

Fall 2: zP > a

Intuitiv In € N : (z—%)p>a:>z—%§éM

Nach Supremumsdefinition existiert ein y € M: z — % < y = Das wird zum Widerspruch gefiihrt.
z—%<y[:> (z—l)p<yp] /\(z—l)p>a<:>yp>a<:>Widerspruchzuy€M

n n
Wir zeigen: 32 < z : a < 2’ < 2P. Das ist (s.0.) ein Widerspruch.
(Bernoulli)
1\P _ 1\P 1 1
(z— =2 (1-1) > (1-L2) (fallsz— L >0[=n>1])

. . 1\P .
Wihle aufierdem n = % =2 —a>LP =2 (1-L2)>a= (22— 1) >a= Widerspruch
|
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2.7 Die Symbole oo und —o0

Es ist niitzlich, zu R zwei Symbole hinzuzunehmen: oo (= +00) und —oo. Diese beiden Symbole sind
keine reellen Zahlen. Wir vereinbaren aufserdem folgende Rechenregeln:

o Vr:

- —o<r<x
- TrTt+oo=00+r=00

- rT—00=-—-00+xr=-—-0

_ [ R—

00— —oo
o Vx >0:
- Z-00=00-T =00
- z-(—00)=(-0) -z =—00
e Vo <0:
- Z-00=00-T=—00
- z-(—00)=(-00) =00
Ausdriicke wie 0o - 00,00 — 00 oder 0- 0o werden nicht erklért, da eine sinnvolle Definition nicht méglich

ist. Sinnvollerweise vereinbart man aber:

e Wenn M C R nicht nach oben beschréankt ist, setzt man sup M := cc.

e Wenn M C R nicht nach unten beschrankt ist, setzt man inf M := —oo.

Das Vollstandigkeitsaxiom wird davon nicht beriihrt, da oo und —oo keine reellen Zahlen sind.
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3 Der Grenzwertbegriff

3.1 Zahlenfolgen

Im allgemeinen betrachten wir komplexe Zahlenfolgen (a,),n € Noder n =k, k+1,....
Wiederholungen:

e M C C heifst beschrankt, wenn 3k > 0:Vz € M : |z| < k
e Jede endliche Teilmenge M C C (d.h. M hat endlich viele Elemente) ist beschrankt.
e (ay,) heift beschrankt, wenn 3k > 0:Vn € N : |a,| < k

o U.(20) = {z€C:|z— 2| <e} ist die e-Umgebung um zy € C (entspricht in der grafischen
Darstellung einem Kreis um zp mit dem Radius ¢)

Definition 3.1

Eine Zahl a € C heifst Grenzwert (oder Limes) einer Folge (a,), wenn gilt:
Ve>0:3ng=mno(c) eN:VYn>ng:la, —a| <e

Die Folge (ay,) heift dann konvergent (gegen a). Man schreibt: @ = lim a,, oder a,, — a.

n—oo

Eine Folge (ay) mit lim a, = 0 heift Nullfolge. Eine Folge, die nicht konvergiert, heift divergent.
n—oo - -

Diskutieren Sie verschiedene Varianten und Formulierungen des Grenzwertbegriffes. Beispiele:
— ap — a<a, —a— 0 (Beweis!)
— a, — a < In jeder e-Umgebung von a liegen alle Folgenglieder bis auf endlich viele.

In der Definition ist es egal, ob man n > ng oder n > ng schreibt. Es kommt beim Nachweis der Konvergenz
iiberhaupt nicht darauf an, das kleinste ng zu finden, solange man fiir jedes ¢ irgendein ng findet.

Beispiel 3.1

an = % — 0, denn: Sei € > 0 gegeben. Dann gilt |a, —a| = }% — O| = % < g, falls n > ng, wobei ng jede

beliebige natiirliche Zahl > 1 sein kann, denn .- <eAn>ng= 5 < - <e.

Beispiel 3.2
b, = (17,222,-2000,0,0,0,...) — 0 (offensichtlich)

Beispiel 3.3
an, = (1,0,1,0,...) ist divergent.
Angenommen, a wire Grenzwert. Wenn a # 0,1, dann 3¢ > 0: 0,1 ¢ U, (a). Also liegt in U, (a) kein Folgen-

glied. Wenn a = 0 oder a = 1, wiihle ¢ = 1, dann liegen auferhalb von U, (a) unendlich viele Folgenglieder.

Satz 3.2 Eindeutigkeitssatz

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
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Beweis

Angenommen, a und b mit a # b wiren Grenzwerte von (a,). Dann existiert ein € > 0 mit Ue (a) N
Ue (b) = @. Weil a Grenzwert ist, liegen innerhalb von U; (a) unendlich viele Folgenglieder, innerhalb
von U, (b) maximal endlich viele Folgenglieder. Also kann b nicht Grenzwert sein. (Widerspruch)

Satz 3.3
Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis

Kurzargumentation: Sei lim a,, = a. Wéahle irgendein £ > 0. Dann liegen in U, (a) alle Folgenglieder
n—oo

bis auf endlich viele. Diese endlich vielen Folgenglieder bilden eine beschriankte Menge. U (a) ist auch
beschrénkt, also ist die Folge insgesamt beschrankt.

Die Konvergenz komplexer Folgen lasst sich leicht auf die Konvergenz reeller Folgen zuriickfiihren.

Satz 3.4

Sei (ay,) eine komplexe Folge mit a,, = b, + ic,. Dann gilt: a,, - a=b+ic< b, - bAc, — c

Satz 3.5 Rechenregeln fiir konvergente Folgen
Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, — a, b, — b. Seien A, u € C. Dann gilt:

1. (Aan + pby,) konvergiert gegen Aa + ub.

2. (ay - by) konvergiert gegen a - b.

3. VneN:b, Z0ANb>0= (Z—") i konvergiert gegen 3.
n/n>
Beweis
1. und 3. sind Thema der Ubungsaufgaben. Zu 2.:
Kurzargumentation: (a,) ist konvergent, also beschrankt, d.h. 3C : |a,| < C. Gezeigt wird |a,b, — ab] —
0.
lanby, — ab| = |anby, — anb + a,b — ab] < (Dreiecksungl.) < |anb, — anb| + |anb — ab|
= Lnl bn — bl + [bl|an — a] < C |b — b+ 6] |an — a — 0
0 0

Ausfiihrlicher Beweis mit ¢ und ng:

Sei € > 0 gegeben. a, — a = |a, —a| < ﬁ fiir n > ny, b # 0. Analog ist |b, — b| < 5 fiir n > no.
Sei ng > ni,n2 = Vn > ng : |apb, — ab| < (sieche Kurzfassung) < C'|b, — b| + |b| |an, — al
<C%+’b‘ﬁ=€:> |anby, — abl < e = apb, — ab

Die folgenden Eigenschaften werden auch oft benutzt.
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Satz 3.6

(an), (by) seien reelle Folgen mit a,, — a, b, — b. Dann gilt:

1. Vn € N:a, < b, (oder a, < b,) = a < b (nicht a < b)

2. (,Sandwich-Theorem*) Wenn a = b und (c¢,) eine Folge mit a,, < ¢, < b, Vn ist, dann ¢, — a.

Beweis

1. Ve >0:3ng:Yn >ng:la, —al <e,|b, — b <e
Das heiftt: a —e < ap, <a+eundb—e < b, <b+e.
a—ec<a,<b,<b+e=>Ve>0:a—-b<2e=>a-b<0=a<b
2. ap,<c¢p,<b,=>cp,—a,<b,—a, —>0=>c¢c,—a, —0
len — an| = |en — an + an — al <y —an|+|ap —al = 0=¢, — a
—_— =

—0 —0

Satz 3.7 Wichtige Beispiele fiir Grenzwerte

—_

.VpGN:%HO

Va>0: Ya—1
/-1

. VgeClgl<1:¢"—0

[\)

w

W

5. VkGN,zeC,|Z|>1:Z—:—>O

Beweis

L

1. V5>O:E|n0€N:Vn>n0:%<5p:> U

<e€

2. Fallunterscheidung: (a = 1 ist trivial.)
a>1: Setze z, = Ya—1 (Vn:x, > —1).
a=(1+x,)" > (Bernoulli) > 1+ nay,
= mitz, =0 =0<2, <41 <% 5 0=2,-0=Fa—la<l:i>1= a=

- n n

(V2 = (%)~ =

3. (analog zu 2.) Setze x,, = {/n — 1 (x, > 0). Anwendung des binomischen Satzes:

n=(1+x,)" >1+ (4)a2 (alle Teile bis auf den ersten und dritten werden weggelassen)
n—1z@xiixn§%_>oi Vn—-1-0= Yn—1
1—

4. Sei q¢ # 0 (¢ = 0 trivial). Setzt a := # >0=|q| = IJ%CL
= (Bernoulli) = (14+a)" >1+na>0=

OS\q"!=!q\”=ﬁ§ﬁ§%—>0:>\q!"—>0:>q"—>0

Im folgenden werden einige wichtige Sétze behandelt, die Aussagen iiber die Konvergenz von Folgen
machen, ohne den Grenzwert zu kennen.
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Definition 3.8
Eine reelle Folge (a;,) heifst:

e monoton wachsend (fallend), wenn a,, < ant1 (ay > apy1) Vn €N

e streng monoton wachsend (fallend), wenn a,, < an+1 (ap > apt1) Vo € N

Satz 3.9

Sei (ay,) eine monotone und beschriankte reelle Folge, dann ist (a,) konvergent.
e Wenn (a,) monoton wachsend ist, ist lim a, = sup{a,}
n—oo

e Wenn (a,) monoton fallend ist, ist lim a,, = inf {a,}
n—oo

Beweis

Wir beweisen nur 1., 2. ist eine Analogie.

Sei a = sup {a,} (existiert geméaf Vollstdndigkeitsaxiom), € > 0 beliebig.

= ay < a Vn. Nach Supremumsdefinition Ing € N:a — ¢ < ay,

= Monotonie (Sein >np.) =>a—e<ap, <ap<a<at+e=a—-c<a,<a+e=a, —a

Der folgende Begriff ist sehr wichtig.
Definition 3.10

Sei (ay) eine beliebige Folge und n; < ng < ... eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher
Zahlen. Dann nennt man die Folge (an, )icny = (@ny ;s Gny, - - ) eine Teilfolge von (ay,).

Beispiel 3.4
Sei (an) = (1,0,0,2,7,4,4,3,0,0,0,...).
(0,7,3,0,0,0,...) ist eine Teilfolge von (a,), (0,7,2,3,3,0,0,0,...) jedoch nicht.

Satz 3.11

Jede Teilfolge einer gegen a konvergenten Folge konvergiert auch gegen a.

Satz 3.12 Satz von Bolzano-Weierstrass

Jede beschrankte Folge reeller oder komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis

Wir zeigen den Satz nur fiir reelle Folgen (der Beweis fiir komplexe Folgen ist eine Ubungsaufgabe).
Da (a,) beschrankt, 3c,d € R: c < a, <d.

1. Schritt: M = {x € R : a,, > « fiir hochstens endlich viele n € N}

Offenbar ist M nichtleer (d € M) und durch ¢ nach unten beschrénkt.

2. Schritt: Setze a := inf M. Zeige: Es existiert eine gegen a konvergente Teilfolge.

3. Schritt: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gilt: a4+¢ € M, a—¢e ¢ M, da alle x € M erfiillen miissen: > a
a — e ¢ M = 3 unendlich viele a,, mit a —e < a, <a+e¢ (%)

4. Schritt: Die Teilfolge wird wie folgt gewéhlt, wobei (x) auf verschiedene £ angewendet wird:

ec=1l:a, mita—1<ay, <a+1

1. : 1 1
oe:i.an2m1ta—§<an2<a—|—§, ng > Ny

(moglich, da im Intervall unendlich viele Elemente liegen)
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1

oezk:ankmita—%<ank<a+%, Ng > MNk_1 > ...> N9 >Ny

= (an,) ist eine Teilfolge von (a,) und (nach Sandwichtheorem) gilt: a—1 — ana+2 — a = a,, —a

[ |

Satz 3.13 Cauchy-Kriterium
Eine Folge (a,,) komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn gilt:
Ve >0:3ng =mng () : Vm,n >ng : |ap, —am| <€ (CK)

Dies ist das einzige notwendige und hinreichende Konvergenzkriterium.
Beweis
Notwendigkeit der Aussage:
Sei a, — a und € > 0 gegeben.= Ing : |ay —a| < § Vk > ng
=Vm,n >ng: |ap — ap| =la, —a+a—ap| < |a, —a|l+]a—ap| <e
Das heift: a,, — a = (CK)
Hinlanglichkeit der Aussage:
Wir zeigen: Wenn (CK) gilt, ist (a,) beschrankt.
Betrachte zum Beispiel € = 1, d.h. |ap, — ap| < 1VYm,n > ng =ng (1).
Fiir m =ng + 1: |ang+1 — an] < 1Vn > ng
= [an| = lan — anot1 + ang1| < lan — ang1| + |ang+1] < 1+ |ang 41|
Da ay,...,ay sicherlich beschrinkt sind, ist die Folge (a,,) insgesamt beschrankt.
Nach Satz von Bolzano-Weierstrass existiert eine konvergente Teilfolge (ay, ) mit a,, — a.
Dann gilt auch a,, — a. Im folgenden der Beweis fiir diesen Schritt:
Sei € > 0 gegeben. 3ng : Vm,n > ng : |am — an| < § (nach Cauchykrit.)
Jny Vg, > ny |an, — al < § (nach Konvergenz der Teilfolge)
= lap —al = |ap — any +any, —al < ap —apn,| + an, —a] <§+5<eVn>ng

—— ———
<5, falls ning>ne <3, falls np>no
Hierbei ist ny = max {ng, n1}.
[ |

Die Notwendigkeit von CK benétigt nicht die Vollstandigkeit von R (bzw. von C), die Hinlénglichkeit
hingegen schon.

Die Vollstéandigkeit von R haben wir iiber das Supremumsprinzip definiert. Man kann allerdings alternativ
formulieren:

Eine Menge heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge mit Elementen aus dieser Menge einen
Grenzwert besitzt.
(Hierbei ist eine Cauchyfolge eine Folge, die das Cauchykriterium erfiillt.)

Nimmt man diese Definition der Vollstdndigkeit als Axiom von R, kann man das Supremumsprinzip
beweisen.

Der Beweis entéhlt folgende Aussage, die fiir sich von Interesse ist: Wenn (a,,) eine Cauchyfolge mit einer
gegen a konvergenten Teilfolge ist, konvergiert auch a, gegen a.

Wir wollen das Bisherige in einer Rekursionsformel fiir \/a anwenden.



3.2 Exponential- und Logarithmusfunktion, allgemeine Potenzen Seite 28

Satz 3.14

Sei a > 0 und sei (z,) wie folgt rekursiv definiert:

x1 > 0 beliebig und z,41 = % (l‘n + ﬁ) firneN (%)
Dann ist (x,) konvergent gegen +/a.

Beweis Wir zeigen: (x,,) ist monoton fallend und nach unten beschrinkt.
Beschranktheit: Benutze Ungleichung ,,geometrisches Mittel < arithmetisches Mittel“

Mit y := = und z =z, ist /2y < %(aH—y)

= a < % (mn + ﬁ) = Tp+1 = T nach unten beschrankt zumindest ab n = 2

Monotonie: a < 22 = ﬁ <Tp= Tpyl = % <56n + ﬁ) < % (Zn + Tn) = Tn.

Daher ist (z,) monoton fallend.

Daraus folgt: (x,) ist konvergent (Satz 3.9) gegen z.
= Man kann in (%) auf beiden Seiten zum Grenzwert iibergehen. Dabei gilt: z,, — & A 241 — .

1 a i — 1lim & a 1 a —a —
xn+1—2<xn+xn)énlirgoxn+1—7}l)n;o2<xn+mn>éx—Q(:n—i—x)éx—méx—\/&

Wenn z; rational ist, sind alle x,, rational. Also ist (x,,) eine rationale Cauchyfolge, jedoch oft (z.B. fiir
a = 2) ohne rationalen Grenzwert. Wie man sieht, ist Q nicht vollstéindig.

3.2 Exponential- und Logarithmusfunktion, allgemeine Potenzen

Sei f: D (f) — R eine Funktion, so heifst f
e monoton wachsend bzw. fallend, wenn gilt: z <y = f (z) < f (y) bzw. f(z) > f (y)
e streng monoton wachsend (fallend), wenn = < y = f (z) < f (y) bzw. f(z) > f (y)
Satz 3.15
Betrachte die Folgen a,, = (1 + %)n, b, = (1 = %)ﬂL Sei x € R fest und ng so, dass ng > |z|. Dann
gilt:
1. ap < apt1 Yn > ng (falls © > 0, gilt dieses Vn)
2. bn > bn+1

3. a, < b, Vn > ny

4. lim (by —an) =0

n—o0
Bezeichnet man mit [, = [ay, by] die entsprechenden Intervalle, bildet (I,,) eine sogenannte Intervall-
schachtelung, d.h. I, D I),4+1 Vn und |I,| = b, — a, — 0.
Beweis

1+nj—1
1+7 0

1. Fiir ng > |z| und n > ng gilt: 1+ T > 0. Definiert man h durch 1 + h = d.h. h =

D (ATE) dann folgt 1 + h > 0. Mit der Bernoulli’schen Ungleichung folgt:



3.2 Exponential- und Logarithmusfunktion, allgemeine Potenzen Seite 29

an4+1 __ (1+nf-1 )"+l

wet = L = (142)- (14" 2 (14 2)- (D) = (14 2) - (1-155) =1
Da a, > 0, gilt also an+1 > an.

2. Fiirn>ng > |z|ist 1 -2 >0= i = (1-%)" = (14 =%)" = monoton wachsend (siche 1.)
Also ist (b,) monoton fallend.

3. @:(1+z)”.(1—§)”:(1—z—2)n§1(b:2>0)an§bn

bn, n n2

n
4. Bernoulli anwenden: b,, — a,, = b, (1 - g—:) =b, (1 — (1 - fL—i) ) < b,, - %2 < by, - x—: — 0

(ay) und (by,) sind monoton und beschrinkt, also konvergent. Da b, — a,, — 0, haben beide Folgen
denselben Grenzwert. Setze f (z) := lim (14 £)" = lim (1—%)7".
n—oo n—oo

Lemma 3.16
Diese Funktion f hat die folgenden Eigenschaften:

1. f(0)=1
2. flet+y)=f(z) ()
3. f(x) >0, f(—=x) = ﬁ

Beweis

1 f(0)= lim lim (1+2)"= lim 1" =1

2 f @)= f @) ) =l (14 52)" = (145" (1+2)']
[...] hat die Gestalt: ¢™ — (ab)" = (¢ — ab) - i ok (ab)k—l (%)
=1

-
i || [yl lz| o Iyl || ]
Dabei ist |ab| < ‘1—1—7 1—1—;‘ und |e] <1+ 5+ 20 < (1—1—7) . (1—1—7).

Auferdem ist ¢ —ab = —74.

n—1 n—1 n n
= e @) < (1 D) (2D < (L ) (1 ) < (e - £ (o)
= |l A < o (fa) - f () = SR — g

flaty)—f@) - fy)=0=f(z+ty)=[f(2) f(y)

Definition 3.17
Die Euler’sche Zahl ist e := f (1) = lim (1 + %)n ~2,71828. ...

n—o0

Fiir jede rationale Zahl z = ™, m,n € N ist f (z) = e”.

Beweis
Sei 0.E.d.A. 0 >0 (' < 0 trivial).

Dann gilt: e™ = f (1)™ (3'1:6’2)f(1+...+1):f(m):f(nx):f(ac—l—...—l—sv):f(x)n
— ——

m-mal n—mal
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=¥ =¢en = {e™ = {L/f(l)m: Vf($)n:f(m)

3.2.1 Exponentialfunktion

Definition 3.18
Die Funktion e” := lim (14 £)" Vz € R heift Exponentialfunktion. Notation: exp (z)

n—oo
Bemerkung

Man kann zeigen: Wenn r, — z, r, € Q, x € R, dann ist e™ = f (r,,) — f ().
Satz 3.19
1. =1
2. TV = e . e¥
3. €* > 1+ z, Gleichheit nur fir x =0
4. x<y=¢e* <ey

5. |zl <1=|e* —1| > 1|_x||z‘ - Daraus folgt: z,, — 0 = e — 1, d.h. e” ist stetig fiir x = 0.

6. e” wichst stirker als jede Potenz von x. Genauer gilt fiir ein n € N: e® > 2" Vz > 4n?.

7. lim e =0

Beweis

1 (Monot.) "
3. Wenn x > —1, dann gilt nach (3.15.1): 1 + x = (1 + %) < (1 + £) < e”.

n
Fir z < —1 ist ohnehin e > 0> 1+ .

4. Nach 3. gilt e* > 1 fiir x > 0. Wenn x < y, dann gilt: e —e® =e” (e % — 1) > 0,
day—ax>0=¢e"">1und eV * >0. Also e¥ > e”.

5. Nimmt man in (3.15.2) (bn > bpi1,by = (1 — %)771) ng > 1, dann erhilt man:

(1= 2)™" monoton fallend gegen e?, also falls |z| < 1: €% < (1 — %)_1 = 12

Fiir x > 0 ergibt sich die Behauptung unmittelbar: e* — 1 < ﬁ -1=q:%.
||

1—[a]

6. Seix>4n2.Dann\/E>2n:\/5.\/5>2n,\/5:>%>\/5
ez>anVn:>ew>a2n:(1+%)2“><1+\/§)2n2ﬁgn:xn
(e=">0)

7. Nach 3. gilt: e” > 1+ n (fiir n # 0!) :e_"<n—}r1 = e " =0

Fir -1 <ax<Obenutze 3.:1 —e*< —zx=2<
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3.2.2 Logarithmusfunktion

Satz 3.20

Die Exponentialfunktion exp : R — Ry = {z € R: z > 0} ist bijektiv. Die Umkehrfunktion

wird mit log : z — log () fiir z > 0 bezeichnet und heifit (natiirliche(r)) Logarithmus(funktion).
(Statt log schreibt man auch In.) log ist streng monoton wachsend.

Beweis

Da exp streng monoton wachsend ist, muss exp injektiv sein. Zeigen: exp ist surjektiv auf Ry = (0, 00).
Sei y > 0. Zeigen: Ja € R : e® = y. Betrachte dazu A := {x € R: e” < y}. A # @ und A ist nach oben
beschriankt, denn = < e* — 1 (3.19.3), also = < e — 1 = y — 1. Also existiert ein Supremum a = sup A.
Zeigen: e = y. Nach der Supremumsdefinition: Vx € N: dz, € A :a — % <zn <a.

Aus Monotonie von exp folgt: €9 n < ™ < y < % (a+1¢A) ().

Aus (3.19.5) folgt: " = eleTn — e?, et — e Aus (%) folgt (Sandwichtheorem): e¥ = a.
Monotonie von log: Angenommen, aus 0 < x < y folgt logy < log x.

= exp (logy) < exp (logz) = y < x = Widerspruch = (0 < z < y = logz < logy)

|
Die folgenden Eigenschaften folgen direkt aus (3.19) und werden hier nicht explizit bewiesen.
Satz 3.21 Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus
1. el°8Y =y ¥y > 0, loge® = 2Vx € R - Speziell: log1 = 0, loge = 1.
2. log (ab) =loga + logb Va,b > 0, log (%) =loga —logb Va,b > 0
3. log (") =nlog(x) Yn e N
4. log(l4+z)<azVr>-1,x#0
5. Der Logarithmus wéchst langsamer als jede Linearfunktion z +— cx.
Genauer fiir n € N mit % <cistlogr <% <cVr > 4n?
3.2.3 Allgemeine Potenzen
Definition 3.22
Fiir > 0, y € R setzen wir z¥ := eV1o8®,
Es gelten die iiblichen Potenzgesetze: (zy)" = 2"y", (z")° = 2™, 2" 7% = 2725,
Beweis
Wir zeigen, dass diese Definition fiir x > 0, y € Q mit der bisherigen Definition kongruent ist.
Fiir y = 7+ > 0 gilt wegen logz™ = mlogx:
nlogzn = nlog (¥/z)™ = mnlog {/x = mlog ({/z)" = mlogz = logzn = ™ logx Vm,n € N.
Fiir y < 0 benutze log (é) = —loga = Rest analog. Also: logz¥ = ylogz = 2¥ = e¥182 Yz c Ry, y €

Q.
m
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3.3 Haufungswerte von Zahlenfolgen

Wir wollen die Struktur divergenter Folgen etwas genauer untersuchen.

Definition 3.23

Sei a,, eine beliebige komplexe Folge. Die Zahl a € C heiftt Haufungswert von (a,), wenn es eine
Teilfolge (an,) von (ay) gibt mit a,, — a.

Die Menge aller Haufungswerte von (a,) heift dann H = H(a,). (Diese Menge aller Haufungswerte
heifit manchmal auch Limesmenge von (ay,).)

Unmittelbar aus der Definition folgt: (Beweisen Sie dieses Lemma als Ubung!)

Lemma 3.24
a € H(a,) < in jeder e-Umgebung U, (a) liegen unendlich viele Glieder von (ay,).

Beispiel 3.5

1. (an) =(0,1,0,1,..) = H = {0,1}

2. Sei (ay,) irgend eine Durchnummerierung der rationalen Zahlen in (0,1) = H(a,) = [0, 1]
3. (an) =1(0,1,0,2,0,3,...) = H = {0}

4. (an)=(1,2,3,4,...) = H=0

Eigenschaften von Hiufungswerten

Ist (an) durch C beschrankt, so ist jede Teilfolge mit C' beschrankt: Va € H(ay,) : |a] < C.
Ist (ay) eine reelle Folge mit a,, € (—C,C) ¥n, so gilt: H(a,) C [-C,C] = Jinf H(a,),sup H(a,).
Setze inf H(a,) =: a,sup H(a,) =: 5. Dann gilt a, 8 € H(a,) fiir reelle Folgen.

Beweis

Sei € > 0 beliebig gegeben. Nach der Infimumsdefinition gilt: 3b € H(a,) :a <b< a+e¢

Wenn b = a, folgt daraus unmittelbar die Behauptung. Wenn b # «, dann existiert ein § > 0 mit:
a<b-d<b<b+ti<a+te

Nach Lemma liegen in der 6-Umgebung Us(b) unendlich viele a,.

= In U.(«) liegen auch unendlich viele Folgenglieder = o € H(ay,).

Diese Uberlegungen fasst der folgende Satz zusammen.

Definition und Satz 3.25

Jede reelle beschrinkte Folge besitzt einen gréfiten und einen kleinsten Haufungswert. Der grofste Hau-
fungswert heift limes superior (oberer Limes). Man schreibt lim sup a,,. Der kleinste Haufungswert
heifst limes inferior (unterer Limes). Man schreibt lim inf a,,. Kurzschreibweise: lim ay,, lim a,

Satz 3.26

Eine reelle Folge (a,) konvergiert genau dann (gegen a), wenn gilt: lim inf a,, = lim sup a,, (= a)

Der Beweis dieses Satzes ist eine Ubung. Niitzlich ist folgender Sprachgebrauch:
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Definition 3.27
Eine reelle Folge (ay,) heifst

e divergent gegen oo, wenn gilt: VC' > 0 : Ing : a, > CVn > ng

e divergent gegen —oo, wenn gilt: VC' > 0 : dng : a, < —CVn > ng

In beiden Féllen nennt man (a,) bestimmt divergent.
Wenn (a,) nicht nach oben (bzw. unten) beschrankt ist, dann setzt man limsupa, = oo bzw.
lim inf a,, = —o0.

3.4 Unendliche Reihen (Zahlenreihen)

Wir wenden den Grenzwertbegriff zur Untersuchung unendlicher Reihen an. Mit der ersten Definition

o0
soll dem Ausdruck ) aj ein Sinn gegeben werden.
k=0

Definition 3.28

1. Sei (ay) eine unendliche Folge komplexer Zahlen. Dann heifst die Folge (s,,) der Partialsummen

n o0
Sp := »_ ai unendliche Reihe mit den Reihengliedern a;. Man schreibt Y aj oder aj + az +
k=0 k=0

2. Die unendliche Reihe heifit Konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert. Der
o0

Grenzwert s := lim s, heift Summe der unendlichen Reihe. Man schreibt s = ) aj oder
k=0
einfach s = ay.

3. Wenn (s,,) divergiert, heifit die unendliche Reihe divergent.

Manchmal beginnt die Summation bei einer unendlichen Reihe nicht bei k = 0, sondern bei k =1 > 0.

Um mit dem Begriff arbeiten zu kénnen, formulieren wir jetzt das Konvergenzkriterium, das Cauchy-
kriterium und das Monotoniekriterium.

Satz 3.29

o

I. ar=s5s<Ve>0:3ng(e):Vn>ng:|s—sy| <e
k=0

o0

> ak

k=n+1

o0
<es > ap—0firn—
k=n+1

=

o0 n
D ak — Y ag
k=0 k=0

o
2. Y aj, konvergent < Ve > 0:3ng (g) : Ym,n > ng : |sp — sm| < €
k=0
n m
D ap— Y ag

k=0 k=0

n

> ak

k=m+1

< oEdA . m < n & < e & < g dh VYp € Nm > ng :

<e€

p
}: Qi
=1

3. Seien alle a,, > 0. Dann ist (s,) monoton wachsend und es gilt:

o0
> ay ist konvergent < (sy,) ist nach oben beschrankt
k=0
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Der Ausdruck Y aj heifft Reihenrest. Aus dem Cauchykriterium folgt der folgende Satz.

k=n-+1

Satz 3.30 notwendiges Konvergenzkriterium

o0 o0

> ax konvergent = a, — 0 (bzw. a, - 0 = ) a nicht konvergent)

k=0 k=0
Beweis
Wende Cauchykriterium fiir p = 1 an:

1
>~ ax konvergent = Ve > 0:3ng (¢) : Vm > ng : |, amti| = |ams1]| <& < ap — 0.
i=1
|

Beispiel 3.6 Geometrische Reihe

Sei a,, = ¢" mit ¢ € C. Dann ist 5, = Y ¢* = 1_1{1_?1 (hier ohne Beweis).

k=0
Da ¢" — 0 nur fiir |g| < 1, ist > ¢" fiir |¢| > 1 nicht konvergent. Fiir |¢| < 1ist: >_ ¢*¥ = lim 1_1‘1_";1 = fq
k=0 k=0 n—oo

Beispiel 3.7 Harmonische Reihe - Beispiel, dass a,, — 0 kein hinreichendes Kriterium

st

Sei a,, = %, dann a, — 0, aber Y ap =1+ % + % + ... — o0, da Cauchy-Kriterium verletzt:
k=1
NI I B T
= — et —>n-5- ==
n+1l n+2 on — 2

|52n - 5n|

n Summanden, alle > L

Die Summe von n bis 2n wird mit steigenden n nicht beliebig klein, sondern ist immer gréfer als %

3.4.1 Rechnen mit konvergenten Reihen

e Wenn Y ap =a, > b =0, A € C, dann ist > (Aag + bg) = Aa + b.

Die Menge aller konvergenten Reihen bildet also einen C-Vektorraum.

e Wenn ) aj, konvergiert, dann darf man in der Summe beliebig Klammern setzen, ohne die Kon-
vergenz zu dndern. Allerdings darf man keine Klammern wegnehmen.
Zum Beispiel ist (1 —1)+ (1 —1)+ (1 —1)+... konvergent, 1 —1+1—-1+1—1+4... jedoch
divergiert.

e Multiplikation und Umordnung von Reihen erfordern einen stirkeren Konvergenzbegriff:

Definition 3.31

Man sagt, > a konvergiert absolut, wenn » | |ay| konvergiert. Wenn Y aj, konvergiert, aber > |ax|
divergiert, heifit > a; auch nicht absolut konvergent oder bedingt konvergent.

Satz 3.32 Allgemeine Dreiecksungleichung
Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent. Es gilt: |> ax| < > |ag]

Beweis
Cauchy-Kriterium: Wenn |ay| konvergiert, gilt: Ve > 0: Ing : Vp € Nyn > ng : |apt1|+. .. +|anip| < €.
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Mit der Dreiecksungleichung ist: [ap41 + ... 4+ angp| < lant1] + ... + |angp| < €.
Also ist das Cauchy-Kriterium auch fiir die Ausgangsreihe erfiillt.

Beispiel 3.8 Aus Konvergenz folgt nicht unbedingt absolute Konvergenz.

o0
Sei ay, = (_g)k. Dann ist Y. ar = —1+4 3 — 5 + ... konvergent (Beweis folgt).

k=1

> lak] =1+ 1+ 1+ ... ist jedoch divergent (harmonische Reihe).
k=1

Definition 3.33

o0 [e.°]
Sei ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Dann nennt man »_ a,) eine Umordnung von ) a.
k=1 k=1

Satz 3.34 Der erste Teilsatz ist der Riemann’sche Umordnungssatz.

1. Seien a,, € R. Wenn ) aj, konvergiert, aber nicht absolut, dann existiert VS € R U {oo, —oo}
eine Umordnung ) agxy mit Y agyiy = S.

2. Wenn ) ay, absolut konvergiert und ) ay = s, dann ist ) ag,p) = s Ve
Umgekehrt: Wenn jede Umordnung konvergiert, konvergiert > ay absolut.

Multiplikation unendlicher Reihen - Worin besteht das Problem?
Man mochte (a1 + ...+ ap)- (b1 + ...+ by) ausmultiplizieren und dann aufsummieren. Dabei entsteht

ein Schema der Art
aob(] aobl aobg

aitbg a1by aibsy
a2b0 a2b1 a2b2 (*)

Aufsummieren von (x) heifit: (x) abzéhlen. Jede Art dieses Abzéhlens liefert eine Produktreihe.
Sinnvoller Wunsch: Wenn ) a,, = a A > b, = b, dann soll jede Produktreihe gegen ab konvergieren.
Satz 3.35

Seien Y a, und > b, absolut konvergent mit »_ a, = a und »_ b, = b, dann konvergiert jede ihrer
Produktreihen absolut und zwar gegen a - b.

Die iiblichste und wichtigste Form der Produktreihe ist die sogenannte Cauchy’sche Produktreihe,
die entsteht, wenn man (*) ,diagonal” aufsummiert, d.h. man fasst so zusammen:

n
Cn = aobp, + a1bp—1 + ...+ an—1b1 + anby = Zajbn,j
=0

Dann ist > an - Y by, = a-b = > c,. (Die ¢, entstehen zum Beispiel bei Multiplikation von Poly-
nomen.) Fiir die Konvergenz von Y ¢, = ab reicht es auch, wenn nur eine der beiden Folgen absolut
konvergiert.

Satz 3.36 Leibniz-Kriterium

Strebt (ay) monoton gegen Null, dann konvergiert die alternierende Reihe Y (—=1)" a, = ap — a1 +
ag — ...
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Beweis
Aus der Monotonie folgt: Alle a,, haben dasselbe Vorzeichen. O.E.d.A. a,, > 0 Vn. Anwendung des
Cauchy-Kriteriums fiir die Folge (s,,) der Partialsummen:

[Sn+p = sn| = (_1>n+1 [an-ﬂ —apt2t ..t (_1>p_1 Gn+p

Fall 1: p ist gerade: [...] = (ant1 — ant2) + ... + (@ntp—1 + Anip)

Da a, — 0 monoton, ist jeder dieser Summanden > 0. Also ist [...] > 0. Setze die Klammern nun
anders:

0< [ . } = Qp+1 — (an+2 + (Ln+3) — .. ((In+p_2 - an+p_1) — Qn4p < Qp4+1

= |Sp+p — Sn| < any1 VP € N = s,4, — 5, — 0 = () ist Cauchyfolge.

Fall 2: p ist gerade: Analoge Abschétzung liefert, dass [sn4p — Sn| < @ni1.

|
Satz 3.37
o0
Sei Y (—1)" a,, eine alternierende Reihe mit der monotonen Folge a,, — 0 und a,, > 0.
n
o0
Dann gilt die folgende Abschitzung fiir den Reihenrest: | Y. —1Faz| < any1.
k=n+1
Beweis
Im obigen Beweis wurde gezeigt: |sp4p — Sn| < anq1. Fiir p — oo ist:
= _ 1k = _ 1k 1k - k
Spap — 5= » —1Pap = |s —sp| = | > —1%ar — Y —1%ar| =] >, —1%ap| < antt
k=1 k=1 k=1 k=n+1
|
Satz 3.38 Majoranten- und Minorantenkriterium

> an, Y b seien unendliche Reihen mit nichtnegativen Gliedern. Sei a,, < b,, zumindest Vn > N € N.
Dann heifst Y by Majorante(nreihe) fiir ) a,, und ) a,, Minorante(nreihe) fiir > b;. Es gilt:

1. Wenn ) by konvergiert, konvergiert auch > a,,.
2. Wenn ) a,, divergiert, divergiert auch »_ b.

Beweis

Offenbar folgt 2. aus 1. Deshalb beweisen wir hier nur 1.

> by, konvergent < Folge der zugehorigen Partialsummen (s,,) ist monoton wachsend und beschrénkt:
lims, =s=> b, (sp<sVneN)

Fiir die Folge (¢,) der Partialsummen von (a,) gilt: (¢,) ist monoton wachsend und ¢,, < sy,.

Wenn man o.E.d.A. a; < b Vk € N annimmt, ist ¢, < s, < sVn € N.

Also ist (t,,) auch beschréankt und damit konvergent.

Dieses Kriterium wird héufig so angewendet: Y ay ist eine beliebige Reihe und (b) eine Folge mit
br, > 0 und |ag| < by Vk. Wenn > by, konvergiert, konvergiert auch > |ag|, also konvergiert > ay absolut.
Um das Kriterium effektiv anwenden zu kénnen, bendtigt man viele konvergente Vergleichsreihen, etwa:
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— geometrische Reihen > ¢"
o0

— Dirichletreihen Zl L (konvergieren fiir o > 1, divergieren fiir o < 1)
n—=

Um die Konvergenz der Dirichletreihen zu beweisen, verwendet man den folgenden Satz.

Satz 3.39 Cauchy’scher Verdichtungssatz
Sei (ay) monoton fallend mit a,, > 0 Vn € N. Dann gilt:

(e8] (&)
> ay ist konvergent < > 2Fay, = a3 + 2as + 4ay + ... ist konvergent
k=1 k=0

Beweis
Es geniigt, zu zeigen, dass beide Folgen der Partialsummen gleichzeitig beschriankt (d.h. konvergent)
oder unbeschrankt (d.h. divergent) sind. Sei s, = ay,...,a, und tx = a1 + 2a2 +4aq + ... + 2ka2k.

Sei n < 2¥. Dann gilt wegen Monotonie: s, < a1+(az + ag)+(as + ...+ a7)+...+(agr + ... + agrs1_1)

§a1+2a2+4a4+...+2ka2k:tk:>sn§tk fiir n < 2F.

Fiir n > 2% gilt andererseits: s, > a1 + a2 + (a3 + as) + ...+ (agr-141 + ... + ag)
> %a1+a2—|—2a4—|—...+2k’1a2k = %tk = Sp > %tk fiir n > 2%,

]
Beispiel 3.9 Anwendung auf die Dirichletreihen
Sei a,, = n% Dann ist 2Faq. = 2F - (2%)& = (2%)&71 = (2%1)1@

oo

> (2(1%1) konvergiert als geometrische Reihe genau dann, wenn 0 < 2(1%1 <l=a>1
k=1

Also konvergiert a,, genau dann, wenn « > 1.

Satz 3.40 Wurzelkriterium
Sei > aj mit aj € C eine unendliche Reihe.

1. Wenn ein ¥ € (0, 1) existiert, sodass gilt: {/|a,| < ¥ ¥n € N, dann ist ) a,, absolut konvergent.
(Es reicht, die Beschréanktheit des Wurzeltermes ab einem festen N € N zu zeigen.)

2. Gilt {/|an| > 1Vn € N, dann divergiert > ay,.
Darstellung des Kriteriums in Limesform: Sei limsup {/|a,| =: A. Dann gilt:

3. 0< A< 1= > a, konvergiert absolut.
4. A>1= > a, divergiert.

5. Fiir A =1 ist keine eindeutige Aussage moglich.
(Man kann lim {/|a,| =: A setzen, wenn dieser Grenzwert existiert.)
n—oo

Beweis

Zu 1.: {/]an] <9 = |a,| < 9" = Die geometrische Reihe 3" 9" ist eine konvergente Majorante fiir

> |ag|, d-h. > |ak| konvergiert absolut.

Zu2.: {/|an| > 1= l|a,| > 1= (ai) ist keine Nullfolge, also divergiert _ |ag|.

3. und 4. werden nicht hier, sondern in den Ubungsaufgaben behandelt.

Zu5.: Fiir ) 1 und ) # gilt: {/|n] — 1, die erste Reihe ist aber divergent, die zweite konvergent.
[
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Beispiel 3.10

o]
1. 3 L ist konvergent denn {/|n| = -1 — 0.

5 (logn)™ logn
n=

o0
9. %+%+2%+3L2+:21(2%+%) konvergiert,
i=

denn lim {/]a,| existiert nicht (Idealfall), aber lim {/]a,| = % <1

Satz 3.41 Quotientenkriterium

1. > ap, mit a, € C. Wenn 3¢ € (0,1) mit

dann konvergiert > a,, absolut.

Gn+1
Qn

<9I Vn (bzw. Vn > N € N),

2. Ist | "2 > 1Vn (bzw. Vn > N € N), so divergiert 3 ap.
Darstellung des Kriteriums in Limesform: Sei lim GZ—II = A. Dann gilt:

3. A< 1= ) a, konvergiert absolut.
4. A>1= > a, divergiert.
5. Fiir A =1 ist keine eindeutige Aussage moglich.

Beweis
Analog zum Wurzelkriterium:

a’;%’ <= anp1 <Vay| <92 ay] < ... <9 |a,| - geometrische Reihe als konvergente Majorante
|

Man kann das Quotientenkriterium auch mit lim und lim darstellen. Dann gilt:

— lim [*2£1| < 1 = absolute Konvergenz

Gn+1
an

— lim

> 1 = Divergenz

Das Wurzelkriterium ist stéarker als das Quotientenkriterium.

3.5 Potenzreihen

Definition 3.42

Seien a, € C, a € C, n=0,1,.... Unter einer Potenzreihe (PR) in z — a (oder nach Potenzen
o0

von (z — a)) mit den Koeffizienten a,, versteht man die unendliche Reihe Y a, (z —a)" (1)
k=0

(Wie iiblich wird vereinbart: (z — a)° := 1, auch fiir z = a.)

Ziel: Bestimme alle z € C, fiir die (1) konvergiert.
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Beispiel 3.11

Jede PR (1) konvergiert fiir z = a. Gibt es Reihen, die nur fiir z = a konvergieren?
a, muss so schnell wachsen, das keine Nullfolge von (z — a)" das Wachstum kompensieren kann.

o0

1. Y n" (2 —a)" kann aufgrund des Wurzelkriteriums nur fiir z = a konvergieren:
n=0
Yn(z—a)"=n(z—a) >0 Vz#a

0 n
2. Y % konvergiert fiir alle z € C aufgrund des Quotientenkriteriums:
n=0 ’
(z=a)" !
(n+1)! (z—a)™

= ‘Z:j‘ —0VzeC

Wie sieht aufser in diesen Extremféllen die Menge aller z, fiir die (1) konvergiert, aus? Die Menge ist
(in der grafischen Darstellung) immer kreisférmig, wie aus dem folgenden Satz unmittelbar folgt.

Lemma 3.43

1. Die PR (1) moge fiir ein 29 # a konvergieren. Dann konvergiert (1) absolut fiir alle z € C mit
|z —a| < |20 — al.

2. Die PR (1) moge fiir ein z; divergieren. Dann divergiert (1) auch fiir alle z mit |z — a| > |21 — al.

Beweis
2. folgt aus 1. Zu 1.: Wenn Y a,, (20 — a)" konvergiert, dann gilt a,, (z0 — a)" — 0. Also ist a, (z0 — a)"
beschrankt,

zum Beispiel |ay, (20 — a)"| < M Vn. Sei nun |z — a| < |29 — al. Also ist ¢ := |LZO__“CL|‘ <1
z—al" z—al"
|an (Z_a)n| = an”ZO_J’nZO_aW < ‘an|ZO_a|n| ) ”ZO_@H” < Mq"

Aufgrund der konvergenten Majorante M¢™ konvergiert > a, (z — a)™ absolut.

Definition und Satz 3.44

Die PR > a, (2 —a)" (1) moge nicht nur fiir z = a und auch nicht fiir alle z konvergieren. Dann
existiert eine positive Zahl p mit der Eigenschaft:

o Vz, |z —a|] < o= (1) ist fiir z konvergent.
o Vz, |z —a| > p= (1) ist fiir z divergent.
e Vz, |z — a| = p = Die Konvergenz muss néher untersucht werden.

o heift Konvergenzradius der Potenzreihe. Der Kreis um a mit dem Radius ¢ heifst Konvergenz-
kreis der PR (1). Konvergiert (1) nur fiir z = a, so setze g := 0. Konvergiert (1) fiir alle z, so setze
0= 0.

Werden Potenzreihen nur im Reellen betrachtet, wird aus dem Konvergenzkreis das Konvergenzintervall
(z.B. (a — g,a + p), der Typ des Intervalls muss ndher untersucht werden).

Beweis
Sei M :={r>0:32¢€C,|z—a|=r:(1) konvergiert fiir z}. M # &, denn PR konvergiert nicht nur
fiir z = a. M ist nach oben beschrénkt, denn PR konvergiert nicht fiir alle z, d.h. 3z; : PR divergiert
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fiir 2;. Aufgrund des Lemmas gehoren alle S mit |27 — a| < S nicht zu M.
Setze ¢ := sup M. Dann hat p alle Eigenschaften des Satzes.

1. (Wende Supremumsdefinition an.) Sei z so, dass |z —a| < ¢, d.h. Ir € M : |z —a| < r < p. Dann
Jzp : |z0 — a] = r und PR konvergent fiir zg. Also konvergiert die PR fiir z.

2. Sei z so, dass [z —a| > o, d.h. Ir (¢ M) : |z —a| >r > p = Vzo mit |29 — a| = r folgt aus dem
Lemma, dass die PR fiir zo divergent ist.

]
Beispiel 3.12
Gesucht ist ¢ der Potenzreihe 21 % (dh.a=0,a, = %, n>1)
Anwendung des Wurzelkriteriums: {/|%-| = l\;% — |2| = ¢ =1, da PR fiir |z| < 1 konvergent
Fiir |z = 1 muss das Verhalten néher untersucht werden: z = 1 = Y 1 divergent; z = -1 = 3 #
n=1 n=1
konvergent
Also ist das Konvergenzintervall [—1,1).
Beispiel 3.13 Kurzbeispiele
> nz™ = p =1 (2.B. Wurzelkriterium), Z—Z =o0=1
n=1 n=1

>1 = Divergenz
<1 = Konvergenz

Aus dem Wurzelkriterium folgt: lim sup {/|a,, (z — a)"| = |z — a|-lim sup {/|a,| {

Satz 3.45
Fiir die Potenzreihe ) a,, (2 — a)" setze | := limsup {/|ay|. Dann gilt:

e /=0=>p=00,l=00=90=0

00<l<ooé‘g:%

Satz 3.46 Rechnen mit Potenzreihen

Seien Y ay, (z —a)", Y. by (2 — a)" zwei PR mit den Konvergenzradien g; und gy. Ferner seien a, 8 €

C.
e Die Potenzreihe Y (aay, + 8by) (2 — a)" hat den Konvergenzradius ¢ > min { g1, 02} und:
Vz, |z —a| <min{e1, 02} : (X an (2 —a)") + 8 (2 bn (2 — a)") = 3 (aan + Bby) (z — a)"

n

e Sei ¢, = Y agb,_k. Dann hat die PR Y ¢, (2 —a)" den Konvergenzradius ¢ > min{g1, 02}

k=0
und:
Vz,|z —a| <min{o1, 02} : (Fan (2 —a)") X bn (2 —a)") =YX cn (2 —a)"
Beweis

Folgt unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Zahlenfolgen.

Es folgt ein fundamentaler Begriff.
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Definition 3.47
Sei f wie folgt definiert: f:{z: |z —a| < o} = C,z— > a, (z —a)", wobei g der Konvergenzradius
n

der Potenzreihe f (z) sei.
Dann heifst f analytische Funktion. (Wenn a,,a, z € R, heift f reell analytische Funktion.)

Satz 3.48 Identitétssatz fiir Potenzreihen und analytische Funktionen

Seien Y ¢y, (2 —a)"” und Y d, (z — a)" zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien g1, 02 > 0. Sei
ferner (z;) eine Folge mit den Eigenschaften:

1. 0< |z —a| <min{p1, 02}, limz =a
(alternative Formulierung: [lim z; — a| < min {o1, 02})

2. Y en(zi—a)" =>dn (2 —a)" Vi

Dann sind beide Potenzreihen gleich, d.h. ¢, = d,, Vn.

Mit anderen Worten: Wenn zwei analytische Funktionen auf einer Punktfolge aus dem gemeinsamen
Definitionsbereich iibereinstimmen (Punkt 2) und diese Punktfolge innerhalb dieses Definitionsberei-
ches konvergiert (Punkt 1), sind beide Funktionen gleich.

Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 3.49

o0
Sei > a, (z —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius ¢ > 0 und der Summe f (z). Sei (2;)
n=0
eine Folge mit lim z; = a, |2; — a| < p. Dann gilt: lim f (z;) = ao.
71— 00

Kurz: lim > ay, (2 — a)" = ap fiir lim z; =a
1—00 oy 1—00

N N
lim lim Z an (zi —a)" = lim lim Zan (z; —a)" = lim ap lim (z; —a)" = lim ag = ap
1—00
=0 0

N—o00 1—00 N—oo N—oo
n=

=0 fiir n#0

Die Gleichheit der ersten zwei Terme ist zu zeigen. Der Satz sagt also etwas iiber die Vertauschung
von Grenzprozessen aus.

Beweis zum Lemma
lim zi=a=3n;: [z —a| < EVi>n
1—00

o0 oo
Ferner sei M so gewahlt, dass gilt: M > Y |a,| (%)n_l = % > Jan] (4)".
n=1 n=1

Sei € > 0 gegeben. Dann Jng : |z; — a| < % Vi > no.

n—1

18

Setze ng := max {ny,na}. Dann gilt: Vi > ng : |f (2;) —aol = |(zi —a) D an (2 — a)

n=1

(e.) oo
— -1
<lei—al- Y ag] Jzi—a" ' <G a] (§)"T < F - M=¢
n=1 n=1

Beweis zum Satz
Betrachte den Fall z; — a, also z; —a — 0.
Sei ay, := ¢, — dy, und die PR >~ a, (2 — a)" mit dem Konvergenzradius ¢ = min {g1, 02}.

n
=Y an (2 —a)" = 0Vn. Induktiv wird gezeigt: a, = 0 Vn.
n
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Fiir n =0 ist lim Zao(zi—a)o = a9 = ag = 0.

71— 00
=0

Sei gezeigt: ag = a1 = ... = ap_1 = 0. Dann gilt fiir n = k:
oo
S an (zi—a)" =0 = ag (zi — )" + appr (20— a)" 4.
n=k

o0
=0=(zi—a)" 3 thin (zi —a)" = (beachte: 0 < |2i — a| = Div. durch (z; — a)* # O)

n=0

= 0= > agsn (2 —a)" (Lemma) o lim > agin (2 —a)" = (0-tes Glied) = ap =0

n=0 1O p=0
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4 Der metrische Raum, die Topologie
des R"

4.1 Der Begriff des metrischen Raumes

Definition 4.1 Wiederholung aus 2.4

Sei M # @. Eine Abbildung d : M x M — R heifst Metrik von M, wenn Vz,y, z € M gilt:
e (ME1): d(a,b) >0, d(a,b) =0 < a =b (Definitheit)
e (ME2): d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)
e (ME3): d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (Dreiecksungleichung)

Das Paar (M, d) heifst dann metrischer Raum.
Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M, A # @. Dann ist (A, d| ;) ein metrischer Raum und d| ,
heiftt die von d in A induzierte Metrik.

Beispiel 4.1

0, z=y

Sei M # & beliebig. Die diskrete Metrik d in M ist gegeben durch d (z,y) = {1 Ly
y TFY

Beachte: In einer Menge kénnen sehr viele verschiedene Metriken existieren.

Definition 4.2
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||| : V' — R heift Norm, wenn Vz,y € V, A € K gilt:

e (N1): |z|]| > 0,]|z|| =0 < x =0 (Definitheit)
e (N2): IA-z|| = |\ - ||lz|| (Homogenitét)
e (N3): |z + yl| < |lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung)

Das Paar (V,||||) heifit dann normierter Raum.

Lemma 4.3

Sei (V,]||]) ein normierter Raum. Dann wird durch d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik in V' definiert. d
heifst durch die Norm induzierte Metrik.

Beispiel 4.2 Zahlen, dh. M =C, M =R, M =Q, ...

|Durch d: (z,y) — |z —y| ist eine Metrik definiert. In R und C ist = — |z| auch eine Norm.
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Beispiel 4.3 V=R"und V=C" mit n e N

V=R"={(z1,...,2,) 1 ¥ € R} = ||z|| := /2] +... + 22

V=C={(e1,e20) s 5 € C) = ol =yl P + o+ [zl
Beweis von (N1) und (N2) trivial, (N3) ist schwieriger und wird vertagt.

Diese Normen heifen auch euklidische Normen (sie kommen von einem Skalarprodukt, siche eines der

néichsten Kapitel).

Beispiel 4.4

Sei B [a, b] die Menge aller reell- oder komplexwertigen beschriankten Funktionen auf [a, b]. Das heift, f ist auf
[a,b] beschrankt = 3¢ > 0:|f (2)] < ¢ Vz € [a,b)].
Dann ist durch ||f|| := sup |f ()| eine Norm definiert. (Das Infimum kann nicht benutzt werden, da sonst

z€Ja,b]

(N1) nicht gelte. Das Nullelement von B [a, b] ist hierbei fj : [a,b] — R, 2 — 0.
Aufgrund der Rechenregeln fiir den Betrag kann man leicht zeigen, dass || f|| eine Norm ist.

Beispiel 4.5

Sei 1°° := {(x,) € C: (z,,) beschrénkt}. Dann ist ||z|| := sup |z, | eine Norm (Beweis ebenfalls einfach).

Beispiel 4.6 Matrizen

Sei M,, (K) oder kurz M,, die Menge aller (n,n)-Matrizen mit Elementen aus K, also M,, (K) = K™*". Dann
sind folgende Abbildungen Normen:

1. ||A]l; := max|a;;| - grofstes Element
i

n
2. Al =/ X |aij|2 - euklidische Norm
\/ =1
n
3. ||A]l; := max la;;| - grofite Quersumme einer Zeile (,,Zeilensumme®)
1<i<n j=1
n
4. ||A|l, == max ) |ai;| - grofite Quersumme einer Spalte (,,Spaltensumme®)

1<j<n ;=

4.1.1 Konvergenz in metrischen Raumen

Definition 4.4

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Folge (z,) C M konvergiert gegen x € M, wenn gilt:
Ve >0:3ng=ng(c) € N:Vn >ng:d(z,x,) < e (Verwende die iiblichen Schreibweisen.)

2. Eine Folge (z,,) C M heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >0:3ng=mnp(e) e N:Vm,n >ngy:d(zm,z,) <€

3. (M, d) heifst vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge (z,,) aus M gegen ein x € M konvergiert.

Wie in R und C zeigt man:
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Satz 4.5

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge aus M ist eindeutig bestimmt.

2. Jede konvergente Folge aus M ist eine Cauchy-Folge.

Nach Definition gilt die Umgekehrung von Punkt 2 nur in vollstédndigen Réumen. Bisher kennen wir nur
primitive Beispiel unvollstdndiger Rdume, zum Beispiel Q.
In einem normierten Raum (V, ||||) gilt z,, — = < ||z, — z|| — 0 aufgrund der durch die Norm induzierten
Metrik.
Definition 4.6
Eine Menge B C (M, d) heift beschrankt, wenn: Ya € M : 3K = K (a,B) > 0 : d(a,b) < K Vb €
M

Mit anderen Worten: B ist beschrankt, wenn fiir jeden Punkt a aus M die Menge B vollstandig in (je
nach Mengentyp) einem Intervall, Kreis, einer Kugel oder (im Allgemeinen) einer e-Umgebung um a
liegt.

Satz 4.7

1. B C M ist genau dann beschrénkt, wenn die Bedingung aus der Def. fiir ein festes ag € M
erfiillt ist.

2. Sei (V,]|||) ein normierter Raum. Dann ist B C V' genau dann beschriankt, wenn gilt:
AC >0:|jz|| <CVxeB (%)

Beweis
Zu 1.: Von links nach rechts nach Definition erfillt.
Zeigen, dass aus Beschrénktheit fiir ag € M Beschranktheit Va € M folgt.
Sei d (ap,b) < K Vb € B. Dann gilt fiir ein beliebiges a € M und Vb € B:
d(a,b) < d(a,ao) +d(ao,b) < d(a,a0) + K

—_—— —}

<K =K(a,B)
|
Beweis
Zu 2.: Beachte d (z,y) = ||z — y||, d.h. in (x) steht: d (x,0) = ||z|]| < CVx € B
Nach 1. folgt mit ag = 0 € V' die Behauptung.
[

Satz 4.8
Jede konvergente Folge (a,) aus M ist beschrankt.

Beweis
Analog zu Zahlenfolgen: Sei x,, — x. Setze (geméaf Satz 4.7, Punkt 1) ag = z. Fir e = 1 gilt:
dng :Vn < ng:d(z,z,) <1=Vn:d(z,x,) <max{l,d(z,z1),...,d(z,xn,—1)} = konst.. Also ist
(x,) beschrénkt.

|
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Definition 4.9 Umgebungen
Sei (M, d) ein metrischer Raum und a € M.

1. Eine Menge U, (a) = {z € M : d(x,a) < e} heifit e-Umgebung von a.

2. Eine Menge U C M heiftt Umgebung von a, wenn gilt: U, (a) C U.

Jede Obermenge einer Umgebung von a ist wieder Umgebung von a.
Eine Umgebung braucht weder zusammenhéngend noch um a zentriert zu sein.

Mit Umgebungen werden sehr wichtige Typen von Mengen definiert.
Definition 4.10

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1. O C M heift offen, wenn Vz € O eine Umgebung U (z) C O existiert.
(&VreO:Je=¢c(x)>0:U:(x) CO)

2. A C M heift abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

Man setzt sinnvollerweise, dass die leere Menge offen ist (da ,fiir alle Elemente von @ die Bedingung
fiir Elemente offener Mengen erfiillt ist). Achtung: Eine Menge kann sowohl offen als auch abgeschlossen
sein.

Beispiel 4.7

Sei M :=[-1,1]U(2,3] und X :=[-1,1].

X ist offen! (Achtung: Die e-Umgebungen von —1 und 1 in M konnen nur in M liegen.)

Gleichzeitig ist X abgeschlossen, da M \ X = (2, 3] offen ist.

Definition 4.11
Sei (M, d) ein metrischer Raum und B C M.

1. x € M heiftt Haufungspunkt von B, wenn in jeder Umg. von & Punkte y € B liegen mit

y# T
2. y € B heikt innerer Punkt von B, wenn es eine Umgebung U (y) C B gibt.

3. z € M heiftt Randpunkt von B, wenn jede Umg. U (z) Punkte aus B und aus M \ B enthalt.

4. a € B heift isolierter Punkt von B, wenn a kein Haufungspunkt von B ist.
Das heift, es existiert eine Umgebung U (a), sodass gilt: U (a) N B = {a}

Randpunkte und isolierte Punkte von B bilden zusammen die Beriithrungspunkte von B.

Beispiel 4.8
Sei M =R und B ={0}U[1,2].

e Hiufungspunkte: [1,2]
e innere Punkte: (1,2)

Randpunkte: {0, 1,2}

isolierte Punkte: {0}
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Satz 4.12

Eine Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder Haufungspunkt von A zu A gehért.

Beweis
Hinrichtung: Sei A abgeschlossen und x ¢ A. Da A abgeschlossen ist, ist M \ A offen, und da
x € M\ A, existiert ein U(x) C M \ A, also ist U(z) N A leer und z kein Haufungspunkt von B.

Riickrichtung: Mogen alle Haufungspunkte von A zu A gehoren. Ein Punkt z € M \ A ist kein
Héufungspunkt, also existiert ein U(x) mit U(z) NA =@ = U(z) C M \ A. Da fiir jedes x € M \ A
ein solches U (x) existiert, ist M \ A ist offen.

|

Problem: Sind @ und M offen oder abgeschlossen? Wir wissen bereits: M ist offen (folgt aus Definition).
Auflerdem gehoren alle Hiaufungspunkte von M zu M (da nur M betrachtet wird). Also ist M abge-
schlossen. @ ist offen (folgt aus Definition, siche oben). Da M offen ist, ist @ abgeschlossen. Aufgrund
des obigen Satzes setzt man @ als offen und M als abgeschlossen.

Satz 4.13
Sei A C M, z € M. Dann sind dquivalent:

1. z ist Haufungspunkt von A.
2. Jede Umgebung von x enthélt unendlich viele Punkte von A.
3. I(an) CA:an — x,a, #xVn

Beweis
Aus 3. folgt 1.: In jeder Umgebung von z liegen unendlich viele Folgenglieder, also unendlich viele
von x verschiedene Punkte von A. Also ist  ein Haufungspunkt von A.

Aus 1. folgen 2. und 3.: Sei x ein Haufungspunkt von A. Definieren induktiv eine Folge 0 < &, — 0.
Nun definieren wir induktiv eine Folge a,, — a, ay, # an, Ym # n, an, # x Vn, a, € U, N A.

Sei nun U (x) beliebig. Sei €1 > 0 so, dass Ug, (z) C U (z).

Da x ein Haufungspunkt von A ist, Ja; C U, (z) N A, a1 # x.

Seien nun €1 > &9 > ... > ¢, > 0und aq,...,a, gewihlt wie oben gefordert.
Wir wéhlen e,41 und a,4+; wie folgt: Setze ey,41 1= W, ans1 €Uep i NA, apy1 # .

Also gilt €, — 0 und a,, erfiillt alle der geforderten Eigenschaften, insbesondere a,, — x.
Dann sind 2. und zugleich 3. erfiillt, da fiir die unendliche Menge {a, } = {a; : i € N} gilt:
{an} C A, {an} C U (x), {an} C U (2)

Aus 2. folgt 3.: Sei ¢, eine beliebige Folge mit 0 < &, — 0, €1 > g2 > ... > 0. In U, (z) lie-

gen unendlich viele Elemente aus A. Wahle a; € U, (x) N A. Seien nun ay, .. ., a, gewéhlt, mit a; # =,
a; # a; Vi, j.
Ue,., (x) enthilt unendlich viele Elemente aus A = Jan41 € Ue,,, (x) N A, apy1 # 2, ang1 # a; mit

1 <4 <n. Dann ist a,, — x.
[ |
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4.2 Die Topologie des R"

Das Wort ,,Topologie® stammt von den topologischen Rdumen, einer Obermenge der metrischen Réu-
me.

In R” bzw. C" wird durch (z,y) := Z TRy bzw. (z,y) = E Tryk ein Skalarprodukt definiert, das

sogenannte Standardskalarprodukt Jedes Skalarprodukt (d h. eine Abbildung (-, ) : VxV — R (C);
V ist ein beliebiger Vektorraum) hat folgende definierenden Eigenschaften:

e (SP1): (r,z) > 0,=0<«< x =0 (positive Definitheit)
e (SP2): (z,y) = (y,z) (Symmetrie)
o (SP3): (x, a1y1 + aoy2) = a1 (x,y1) + ag (z,y2) (Linearitdt in der 2. Komponente)

Aus (SP2) und (SP3) folgt die konjugierte Linearitat in der 1. Komponente:
(a1m1 + agwe, y) = (y, cax1 + aawe) = on (Y1, ) + oz (Y2, @) = a1 (z, y1) + 02 (2, 42)

Es ist eine Vereinbarung, ob man das Skalarprodukt in der 1. oder 2. Komponente als linear definiert. In
der Physik wird die Linearitét in der 2. Komponente gesetzt (so wie oben), in der Mathematik in der 1.
Komponente. Fiir R” ist das Skalarprodukt in beiden Komponenten linear, da @ = «.

Hat man ein Skalarprodukt (-,-), so wird durch [|z| := (x,xﬁ eine Norm definiert, die durch (-, -)

induzierte Norm. In R" ist also ||z| = /22 + ... + 22, fiir C" gilt |z|| = \/]:):1|2 + ...+ |zn)*. Der
Beweis der Eigenschaften (N1) und (N2) sind einfach, fiir die Dreiecksungleichung benétigt man einen
fundamentalen Satz.

Satz 4.14 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
Fiir jedes Skalarprodunkt (und die induzierte Norm) gilt: |(z,y)| < ||z - ||y|-

n
Speziell gilt fiir R”™ bzw. C™: | > Ty;| < \/]a:1|2 o |ma? \/|y1|2 S P
i=1

Fiir den Beweis siche die Vorlesung iiber Lineare Algebra. Dann zeigt man leicht, dass ||| die Dreiecks-
ungleichung erfiillt.

Beweis

lz+yl* = (@ +y.z+y) = (,2) + (@,9) + @, 2) + (y,9) = (z,2) + (<x,y> + <x,y>) + (Y, y)

(C.S.U.)
2 2 2 2 2
<zlF+ 2Kz, 9+ lyl® < Al=l® + 210l - lyll + llvll” = (=) + llvl)
]

Fiir den néchsten Satz ben6tigen wir folgende Abschétzung in R™ bzw R™. Dabei sei 1 < ¢ < n beliebig
(bei (1) wurde jeder Summand durch das Maximum ersetzt).

i — il < llz —yl =

Zm—ym \/n max [og — il = v max o -l ()
1<i<n

Satz 4.15

n
Die Réume R™ und C” sind bzgl. der induz. Metrik d(z,y) = ||z — y|| = /> |z — yi|* vollsténdig.

=1
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Beweis Hier aus Platzgriinden nur fiir R” (der Beweis fiir C™ lauft vollig analog).
Sei (a:(k)) eine Cauchyfolge. (:z:(k)) = (xgk), e ,x%k)) und Ve > 0 : dng : Hx(k) — x(l)H <eVk,l>ng

Anwendung von (x) (linke Seite): ‘xz(k) — xz(»l)’ < Hx(k) - :L‘(Z)H <eVk,l>np,1<i<n
(k)

i

) eine Cauchyfolge in RVi=1,...,n.
(k)

%

Also ist die Koordinatenfolge (a:

Da R vollstéandig ist, dx; = lim z; . Also ist jede Koordinatenfolge konvergent.

k—o0
Sei & = (x1,...,2,). Wir zeigen ) — 2 in R”. Benutze (*) (rechte Seite):
0< [2® —af <vi  max [zl —m| —0=[o® —z] 0=2® —o

Maximum von n Nullfolgen

Folgerung 4.16
FEine Folge (a:(k)) aus dem R"™/C" konvergiert genau dann gegen x = (x1,...,,), wenn die Koordi-

natenfolgen (xgk)> gegen z; konvergieren (i = 1,...,n).

Unser néchstes Ziel ist der Satz von Bolzano-Weierstrafs fiir R™.

Satz 4.17 Intervallschachtelung

Sei (I,,) eine Intervallfolge I,, = [an, by] mit I,4+1 C I, und |b, — a,| — 0. Esex. genauein a € () I,.
N—_——

n
Léange von I,

Beweis

L ¢ Iy C I3 C ... = (a,) ist monoton wachsend und (z.B. durch b;) nach oben beschrankt,
(by) ist monoton fallend und (z.B. durch a;) nach unten beschrinkt. Also sind beide Folgen kon-
vergent, d.h. 3lim a,,limb,, und (da b, — a, — 0), ist lima,, = limb,, =: a. Die Existenz folgt aus
an < a < by, Vn = a € I, Vn. Eindeutigkeit (Kurzform): Gebe es zwei Zahlen aM und a(Q), die die
Bedingung des Satzes erfiillen. Dann miisste die Lange aller Intervalle grofer als ‘a(l) — a(2)‘ sein, was
aber ein Widerspruch zur Konvergenz ist.

|
Unter einem abgeschlossenen Quader @ € R™ versteht man Q := {z = (z1,...,2y) 1 a; < x; < b;, i=1,...
Dabei sind die a; und b; fest vorgegeben. Das heifst mit I; := [a;,b;]: Q = Iy X ... X I,.
n
Der Durchmesser des Quaders sei die Lénge der Raumdiagonale: d (Q) := , /> (b; — a;)?
i=1
Satz 4.18 Quaderschachtelung

Eine Quaderschachtelung ist eine Folge Q®) von Quadern mit Q1) ¢ Q*) Vk und d (Q(k)) — 0.
Dann existiert genau ein 2° € R” mit 20 € Q).
k

Beweis
Eindeutigkeit einfach. Zeigen Existenz. Aus den Voraussetzungen folgt:
Die IZ-(k) mit Ii(k) = {a: eER: agk) <z < bgk)} , ©=1,...,n bilden eine Intervallschachtelung.

Das heift, es existiert genau ein z¥ mit 29 € N Ii(k) =20 = (x(l), .. ,xg) eNQ®™.
k k




4.3 Kompaktheit Seite 50

Satz 4.19 Satz von Bolzano-Weierstrafs in R™
Jede unendliche beschrankte Menge B C R"™ besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis

Benutze die sogenannte ,,Lowenfangmethode® (der Einfachheit halber hier nur fiir R?).

B ist beschriinkt, also existiert ein Quadrat Q) mit B ¢ QM. Wir vierteilen nun Q") und erhalten
vier gleichgrofe Teilquadrate. Da B unendlich ist, existiert (mindestens) ein Teilquadrat, dass unend-
lich viele Elemente aus B enthilt. Dieses sei Q@). Q® wird wiederum geviertelt und so weiter.

Auf diese Weise erhalten wir eine Quadratschachtelung QY > Q® > Q®) 5 ... mit

d(QW) =3d(Q* V) =... = F25d (QW) — 0.

Nach Satz 4.18 existiert genau ein 20 € Q™. Zu zeigen: 20 ist ein Haufungspunkt.

k
Sei Ug (:zo) die e-Umgebung von z°. Da d (Q(k)) — 0, existiert ein kg mit Q*0) ¢ UL, (330). Die linke
Menge, und dadurch die rechte Menge, enthlt unendlich viele Elemente aus B. Also ist 2% Haufungs-
punkt von B.
]

Mit der gleichen Methode zeigt man:
Satz 4.20

Sei (by,) eine beschriankte Folge aus R™. Dann besitzt (by,) eine konvergente Teilfolge.

Die Séatze 4.19 und 4.20 gelten auch in C™.

4.3 Kompaktheit

Definition 4.21

Sei (M, d) ein metrischer Raum.
e Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge A C M versteht man eine Familie (unendlich

grofie Menge von Mengen) O von offenen Mengen O mit A C |J O.
0e0

e Man sagt: O enthélt eine endliche Teiliiberdeckung Oy,...,0, € O, wenn gilt: A C |J O;
i=1

1=

Definition 4.22
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Menge K C M heifit

e kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

o folgenkompakt, wenn jede Folge (x,) C K eine Teilfolge (x,,) enthdlt mit klim Zn, € K.
—00

In den Anwendungen bestehen die Teilmengen der offenen Uberdeckungen hiufig als Umgebungen (spe-
zieller Art) der Punkte aus K.
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Beispiel 4.9

A = (0,1] C R ist nicht kompakt. Zum Beweis muss eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung
D A gefunden werden. Hier ist die Kreativitdt grenzenlos.

Sei O = {(%, 2) , (i, %) , (%, 1) mit n = 2,3,4,.. } Diese offene Uberdeckung von M enthilt keine endliche
Teiliiberdeckung D A.

Beispiel 4.10
B = [0,1] C R ist kompakt. Den Beweis fiihrt man per Widerspruch: Angenommen, B sei nicht kompakt.

Dann existiert eine offene Uberdeckung O, die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Halbiere B zu [0, %]
und [%, 1], eines dieser Teilintervalle ldsst sich nicht durch endlich viele Mengen aus O iiberdecken, dieses
sei I . I} wird wiederum halbiert und I gewéhlt und so weiter. Es entsteht eine Intervallschachtelung (1)
aus abgeschlossenen Intervallen mit [(I,) = 27" und kein I,, lasst sich durch endlich viele Mengen aus O
iiberdecken. Wegen Satz 4.17 existiert genau ein = € I, Vn. Natiirlich existiert ein O € O mit x € O. Da O
offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (x—e, z+¢) C O. Wahle n so grok, dass 27" < e, dann ist I,, C (z—e,z+¢) C O.
Also wird I,, sogar von nur einer Menge aus O iiberdeckt: Widerspruch!

Beispiel 4.11
A = (0,1] C R ist nicht folgenkompakt. Zum Beispiel hat (a,) = (%) keine in I konvergente Teilfolge.

Beispiel 4.12

B = [0,1] C R ist folgenkompakt. Sei (z,) C [0,1] beliebig. Dann (Satz B-WS) existiert eine konvergente
Teilfolge (2, ), also z,, — ¢ € R =z € H (z,) = [0,1] (da [0, 1] abgeschlossen).

Beispiel 4.13

R ist nicht kompakt (obgleich abgeschlossen). Betrachte die Mengenfamilie (n — %,n + %) Vn € Z. Diese
iiberdeckt R, enthélt jedoch keine endliche Teiliiberdeckung von R.

Satz 4.23

Jede kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes ist beschrankt und abgeschlossen.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht (unbedingt).

Beweis

Beschranktheit:

Betrachte die offene Uberdeckung U = {U (z) :x € K}y ={{y € M :d(z,y) < 1}:2 € K} von K. K
ist kompakt, also existieren endlich viele x1, ..., 2z, mit Uy (1) U...U Uy (z,) D K.

Sei nun y € M fest und ¢ := max{d (y,x1),...,d (y,x,)}. Eine Kugel um y mit dem Radius ¢ umbhiillt
alle z;. Eine Kugel um y mit einem Radius r > ¢ 4+ 1 umbhiillt die 1-Umgebungen aller x; und damit
auch die Menge K, d.h. U, (y) C K = K ist beschrénkt.

Abgeschlossenheit: Angenommen, es existiert ein Haufungspunkt x ¢ K von K. Zu jedem y € K
existieren offene Umgebungen U (y) (Umgebung um y), V;, (z) (Umgebung um z) mit U (y)NV, (z) = @.
Die Menge aller U (y) ist eine offene Uberdeckung von K.

n
Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, also existieren y1, ..., y, mit K € |J U (y;).
i=1

n
Betrachte die zugehorigen Umg. V, (z) (1,...,n) =V := () V,, (z) ist eine offene Umg. von x.
i=1
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Esgilt: VNU (y;) =@Vi=1,...,n=VnN (UU(yJ) =g = VNK =2 = Widerspruch = Jeder

i=1
N———
DK
Haufungspunkt von K ist Element von K. = K ist abgeschlossen.
|
Satz 4.24
Jede unendliche Teilmenge B eines kompakten metrischen Raumes (M, d) besitzt einen Haufungs-
punkt.
Beweis

Angenommen, B hat keinen Haufungspunkt, d.h. z € M existiert eine Umgebung U (z) mit U (z)NB =
@ oder U (z) N B = {x}. Dann ist {U (z) : € M} eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung U (z1),...,U (zy,) von M.

m m
B=BnNM = Bﬂ( U (xz)> =U BNU(x;)) CA{z1,...,xn} = Bistendlich = Widerspruch
i=1 =1 S———

entweder @ oder {z;}

Satz 4.25

Sei (M, d) ein metrischer Raum und K C M. Dann ist K genau dann kompakt, wenn K folgenkompakt
ist. (Also fallen in metrischen Rdumen beide Kompaktheitsbegriffe zusammen.)

Beweis

,Folgenkompaktheit = Kompaktheit* ist schwierig (siehe Literatur). Kompaktheit = Folgenkom-
paktheit: Sei (z,,) C K (soll heifen: =, € K ¥n € N). Wenn {x,} endlich ist, ist es einfach, aus (z,)
eine in K konvergente Teilfolge auszuwéhlen, denn ein x,, muss in (z,) unendlich oft vorkommen.
Wihle als Teilfolge dann einfach die konstante Teilfolge (x,, ) mit z,, = zp, Vk.

Sei nun {z,} unendlich. Nach Satz 4.24, angewendet auf den komplexen Raum (K, d), existiert ein
Haufungs-punkt = von (x,). Damit existiert eine Folge (y,) aus Elementen von {z,} mit y, — z.
(Beachte: Die y sind irgendwelche der z.) Jetzt muss man sich noch iiberlegen (durch Betrachten der
Indizes, wie man (y,) als Teilfolge von (x,) wihlen kann. Da K abgeschlossen (als kompakte Teilmen-
ge), muss z € K sein.

[

Die fiir uns wichtigste Charakterisierung kompakter Mengen aus R"™ bzw. C™ enthélt der...

Satz 4.26

Eine Teilmenge A C R™ (bzw. C™) ist genau dann kompakt, wenn sie beschréankt und abgeschlossen
ist.

Beweis

Die Hin-Richtung folgt aus Satz 4.23, die Riick-Richtung der Aquivalenz ist der Satz von Bolzano-
Weierstrafs (unendlich beschrankt = 3 Haufungspunkt (abzgfs.c ?%Oszsfn) kompakt).
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5 Stetigkeit

5.1 Begriff der Stetigkeit

Aus der Schule ist Stetigkeit wie folgt bekannt.

1. Sei f: D(f) — R eine Funktion. f heifit in zg € D(f) stetig, wenn gilt:
Ve >0:30 =6(e,xz0) : Vo € D(f), |z — 20| <0 :|f(x) — flxo)| <€
2. f heifst in zy € D(f) stetig, wenn gilt: V(z,,) C D(f),xn — xo : f(xn) — f(z0)
3. ,Grenzwert = Funktionswert®, d.h. ,, lim f(z) = f(zo)* (basiert auf 1. und 2.)
T—xQ

Wir definieren Stetigkeit allgemein wie folgt:

Definition 5.1 Stetigkeit

Sei f eine Abbildung des metrischen Raumes (X, ¢) in den metrischen Raum (Y, o). f heilt stetig in
xo € X, wenn zu jeder Umgebung V' von f(z() eine Umgebung U von z( gibt mit f(U) C V. Kurz:

VYV (f(w0)) : 3U(z0) : f(U(z0)) C V(f(20))

f heifit auf X stetig, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.

1. Die Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft (Punkteigenschaft) einer Abbildung.

2. In Definition 5.1 ist automatisch D(f) = X. Wir werden spéter D(f) & X betrachten. (Dabei sind
nur unwesentliche Modifikationen nétig.)

3. Denkt man an die Definition der Umgebung eines Punktes (d.h. W ist Umgebung von z < W
enthélt eine gewisse Kugel um z), erhélt man die folgende dquivalente Definition.

Satz 5.2

Eine Abbildung f: X — Y (X,Y wie in 5.1) ist genau dann in x stetig, wenn gilt:
Ve >0:30 =6d(e,z9) > 0:Va € D(f) : [o(x,z0) < 0 = o(f(z), f(xg)) < €]

Satz 5.3
Eine Abbildung f: X — Y (X,Y wie in 5.1) ist genau dann in zq stetig, wenn x,, — xg = f(z,) —

f(xo)
Das heift: f in zg stetig < [o(zo,2n) — 0 = o(f(x0), f(xn)) — O]

Beweis

Hin-Richtung: (Sei f im Sinne von 5.1 definiert.) Sei V' eine beliebige Umgebung von f(zp) und U
eine solche Umgebung von g, dass gilt: f(U) C V. Sei z, — xo = Ing : x, € U Vn > nog = f(z,) €
Vvn >ng = f(z,) — f(xo)

Riick-Richtung: Moge gelten: xz, — xo = f(z,) — f(z0). Angenommen, f sei nicht stetig in xg.
Dann existiert eine Umgebung V' von f(z), fiir die fir alle Umgebungen U von zg gilt: f(U) ¢ V.
Betrachte Vn die spezielle Umgebung U% (xo) = f (U% (xo)) ¢V,dh.Vn: 3z, € U% (xo) : f(zp) ¢ V.
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Also hat z,, die Eigenschaft z,, — xq, aber f(z,) ¢ V Vn = f(z,) /4 f(xo) = Widerspruch

Satz 5.4
f: X — Y ist genau dann stetig, wenn das Urbild offener (abgeschl.) Mengen offen (abgeschl.) ist.

Unter stetigen Abbildungen muss das Bild einer offenen (abgeschl.) Menge nicht offen (abgeschl.) sein.
Beispiel 5.1

Sei yo € Y fest. Betrachte f(x) := yo Vo € X. Die Menge {yo} ist stets abgeschlossen, jedoch bilden auch
offene Mengen O C X in {zo} ab.

Wir werden nun einige Funktionen auf Stetigkeit untersuchen.

Beispiel 5.2

f:R—=R, f(z) = 2? ist stetig fiir alle z € R (analog in C).
Beweis mit der Folgencharakterisierung: z,, — xg = o, - ¥, — T¢ - To & T2 — 13

Beispiel 5.3

-1 <0
f:R=R, f(z)= ) z> 0 ist stetig fiir alle z € R\ {0}. Fiir z = 0: (z,,) = (1,—1,%,—%, %,—%,...) — 0,

aber (f(zn)) = (1,-1,1,-1,...)

Beispiel 5.4 Dirichlet-Funktion

1 €
T R=R, f(x)= veQ ist in keinem Punkt stetig.
0 zeR\Q
Sei zy € R beliebig, wihle (z.B.) € = 1. Dann existiert kein § mit |z — z¢| < § = [f(z) — f(zo)| < 3, denn:

Sei z rational, dann liegt in jeder Umgebung Us(z) ein irrationales  mit |f(z) — f(zo)| = 1 £ 1. Analog

fir irrationale xg.

Beispiel 5.5

Sei f : R™ — RF mit m,k € N beliebig. Diese Abbildung hat die Gestalt f = (fi,..., fx) mit den Ko-
ordinatenfunktionen f; : R™ — R, ¢ = 1,...,k. Sei « = (z1,...,Zy) und y = (y1,...,yx). Dann ist
f(l‘) = (fl(xla'"7xTn)7"'7fk(z13"'axm)) = (yla"-ayk)'
2 + 19
Sei zum Beispiel m = 2, k = 3, f(x1,22) = |sinx; -tanzy | = (y1,y2,y3). Stetigkeit in einem Punkt
a3 )7
z©) = (:c(lo),xéo)) € D(f) heit: Fiir jede Folge (z(™) C D(f) mit (™ — 2@ gilt f(z™) — f(z(©). Aus-

fiihrlich:
(n) (0)

Ty Ty
z™ = xé") — 2 = xéo) & acgn) — xl(-o), i =1,...,n (koordinatenweise Konvergenz; Standardme-
) )
3 3
trik!).
Daraus muss folgen:
A, ) AE” )
flatm) = : — f@) = : & f@V, . al)) = f” ),
Fr@f, ) Fr@®, 2

it =1,...,n (wiederum koordinatenweise Konvergenz).
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Satz 5.5

Eine Abbildung f : R™ — R* ist genau dann in z(©) stetig, wenn alle Koordinationenfunktionen
fio- .., fr in 29 stetig sind.

Spezialfall: Lineare Abbildungen f : R™ — R* sind immer V2 € R™ stetig.

Beispiel 5.6 Stetigkeit von Potenzreihen

oo}

Sei f(2):= 3 anl|z —al|", 2 € Uy(a) (offener Konvergenzkreis)

Dann gilt: f_ist stetig Vz € U,(a) = D(f). Mit Lemma 3.49 ist ein Spezialfall schon gezeigt: Wenn z,, — a,

dann f(z,) — f(a) = ao.
Der allgemeine Fall wird nicht hier bewiesen, sondern fillt spéter bei einem Fundamentalsatz ab (sieche gleich-

méfige Konvergenz).

1. Seijetzt f: X — Y, aber D(f) & X. Was bedeutet Stetigkeit in zg € D(f)?
Es andert insofern nichts, als D(f) wieder ein metrischer Raum ist und f : D(f) — Y auf Stetigkeit
untersucht wird. Wichtige Ubung: Formulieren Sie den Stetigkeitsbegriff fiir diesen Fall. Zum Beispiel
fiir Folgen: Sei x9 € D(f) und (x,) C D(f). z, — xo = f(zn) — f(x0).

2. Beachte: Jedes f ist in jedem isolierten Punkt xy des Definitionsbereiches stetig, da die einzigen
Folgen (x,) C D(f) mit x,, — x¢ diejenigen sind, fiir die ab einem N € N gilt: z,, = 2o Vn > N.

Bsp.: f(z) = ; ii ?3’}2]

5.2 Grenzwerte von Funktionen und Abbildungen

Sei f: D(f) C X — Y stetig und zo ¢ D(f). Kann man f(zo) so zusitzlich definieren, dass die
entstehende Abbildung in zg stetig wird. Genauer: Definiere eine Abbildung f so, dass sie stetig ist

und gilt: f(z) = {f(x) i ilx)o(f)

Im einfachsten Falle ist z ein isolierter Punkt von D(f)u {acg}, d.h. es existiert eine Umgebung U ()

mit U(z) N D(f) = @. Setze f(xg) = yo € Y beliebig, da f wie bereits gesehen auf jeden Fall in xg
stetig ist.

Schwieriger ist es, wenn g Haufungspunkt von D(f) ist. Dann muss man garantieren:
V(zn) C D(f),xn — x0 : f(2n) — yo flir ein festes yo.

Beispiel 5.7

L f(z) =22 2,=0
2. f(z)=sinl 2p=0

3. f(xvy) = %a (-r07y0) = (070)

Unabhéngig von der obigen Fortsetzungsproblematik definieren wir:

Definition 5.6
Seien (X, ¢) und (Y, o) metrische Réaume, f : D(f) C X — Y und z¢ ein Haufungspunkt von D(f).
Man sagt, f hat in zy den Grenzwert y, wenn gilt: V(z,,) C D(f),xzn — zo : f(zn) — y
Notation: leITIlO f(x) =y oder ausfiihrlich zlirilo flx)=y
2€D(f)



5.3 Eigenschaften stetiger Funktionen und Abbildungen Seite 56

Beispiel 5.8

Sei f(z) = sini. Existiert hr% sin 1?7 Durch geeignete Wahl von Folgen (z,,) mit z,, — z¢ findet man zum

Beispiel:

. (f (:;;53))) 1,1,1,1,...) — 1
. (f (xﬁ?’)) —(~1,-1,-1,-1,...) — —1

° (f (ng’))) =(1,-1,1,—1,...) ist divergent

Wie man sofort sieht, existiert lim sin - L nicht. Also ist f an = 0 nicht stetig ergénzbar.

Tr—

Satz 5.7

Es liege die in Definition 5.6 beschriebene Situation vor. Dann gilt:

e Wenn der Grenzwert lin}) f(z) existiert, ist er eindeutig bestimmt.
r—

o lim f(x) = y < Fir alle Umgebungen V(y) existiert eine Umgebung U(zp) mit f(z) €
T—T0

V(y) Vo € U(zo) N D(f)
Mit anderen Worten: Ve > 0:36 > 0:Vz € D(f) : o(x,x0) < = o(f(z), f(y)) <e

e Seixg € D(f)und 29 € H (D(f)). Dann ist f in xg genau dann stetig, wenn lim f(z) = f(xo).

T—x0

Ubung: Beweisen Sie diesen Satz (mit Blick auf die verschiedenen Formulierungen von Stetigkeit)!

Die eingangs formulierte Fortsetzungsproblematik hat folgende Lésung:

Sei zg ¢ D(f), 2 € H(D(f)) und lim f(z) =: y, dann ist f def. durch f(z) = {f(a:) re D(f).

T—T0 Y T = X
Beispiel 5.9
Sei f(z) = ¥22 und wo. Mit sine = — & + & — .. ist f(z) =1— %+%—
Also ist hr% sinz — (man beachte die Stetigkeit der Potenzreihe in zp =0) =1—-0+0—...=1.
~ flx) e D(f
. Fa) = { () ()
Y T = Zo
Beispiel 5.10
Sei f(z,y) = 47 und (2o,90) = (0,0). Betrachte die folgenden Nullfolgen:
1 11 1.0 1.1 11
= GOt =) = ) =4 2 =0 OO = 5 =5 7

Da der Grenzwert ( %nn( : f(z,y) nicht existiert, kann f nicht stetig ergénzt werden.
z,y)—(0,0
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5.3 Eigenschaften stetiger Funktionen und Abbildungen

Satz 5.8

Sei X ein metrischer Raum. Mit C'(X) (algebraischer Teil) bezeichnen wir die Menge aller stetigen
Funktionen aus X mit Werten aus K (d.h. R oder C).

1. C(X) ist eine Algebra, d.h. C'(X) ist ein Vektorraum iiber K und ein Ring. Mit anderen Worten,
fir f,g e C(X) und o, € K gilt: af + g € C(X) A f-g € C(X), es gelten Assoziativ- und
Kommutativgesetze (auch fiir die Multiplikation) sowie das Distributivgesetz.

2. Wenn K = C, gilt f € C(X) & f € C(X). Dabei ist f(z) = f(z) Vz € X.

3. In allen Punkten x € X mit g(x) # 0 ist g stetig.

Dieser Satz gilt auch fiir die Menge aller Funktionen f : Y — K, wobei Y eine beliebige Menge ist.
Stetigkeit wird dabei nicht verlangt (da i.A. keine Metrik vorhanden ist).

Beweis

Trivial: x, — z (xn, 2z € X) = f(zn) — f(2),9(xn) — g(x) Rechenregeln, Behauptung

Grenzwerte

Satz 5.9 Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen
Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen und X,Y, Z metrische Rdume. Ist f in zp und g in
f(zo) stetig, dann ist h := g o f in xg stetig.

Beweis

2n =30 B f(2,) = o) C B g(F(2m) — 9(f(w0)) © h(zn) — hlz0)

Satz 5.10

Sei X ein metrischer Raum, f : X — R stetig und f(zp) > 0. Dann existiert eine Umgebung U (z)
mit f(z) > 0Vz € U(xp).

Beweis

Da f(xo) > 0, existiert eine Umgebung V(f(xg)) mit y > 0 Vy € V(f(xp)). Aufgrund der Stetigkeit

von f existiert eine Umgebung U(zg) mit f(U(xo)) C V(f(zo)). Diese erfiillt die geforderte Bedingung.
]

Eventuell aus der Schule bekannt: Sei f stetig auf [a, b].
1. f beschrankt

2. f hat ein Minimum und ein Maximum (d.h. Inf. und Supr. werden angenommen)

3. f nimmt jeden Wert zwischen Minimum und Maximum an

(oder: f(a) <0, f(b) > 0= 3c€ (a,b): f(c)=0)
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Wir werden die Frage beantworten, welche Eigenschaften von [a, b] diese Beziehungen (fiir stetige f)
implizieren.
Satz 5.11 Stetiges Bild kompakter Mengen

Seien X,Y metrische Rdume, f: X — Y stetig und K C X kompakt. Dann ist f(K) C Y kompakt.
Kurz: Jedes stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt.

Beweis
Sei (yn) C f(K). Zeigen: I(yn,) : Yn, — Yy € f(K). Es ist y, =: f(xy,) mit z,, € K Da K kompakt ist,
I(xp, ) mit x,, — = € K. Da f stetig ist, gilt: f(zy,) — f(x) € f(K). f(xn,) = Yn,

|

Daraus folgen unmittelbar die néchsten beiden Séatze.

Satz 5.12
Sei f: X — Y stetig. Wenn K C X kompakt ist, ist f(K) beschréankt. Spezialfélle:

1. Sei f: K — C stetig. K kompakt = f beschrankt

2. f:[a,b] — R oder C stetig = f beschrinkt

[a, b] ist kompakt. Die Beschranktheit eines Intervalls reicht nicht.
Beispiel: f:(0,1) - R,z — % ist stetig, aber unbeschrénkt.

Satz 5.13

Sei K C X kompakt und f: X — Y stetig. Dann hat f auf K ein Minimum und ein Maximum, das
heifit:

3zo, 71 € K : f(w0) = :glgf(w) = max f(z) A f(z1) = inf f(z) = min f(z)

Beweis

f(K) ist abgeschlossen und beschréankt (weil kompakt C R), also I sup f(z) = yo.
zeK
Da f(K) abgeschlossen ist, ist yp € f(K) = Jzg € K : f(z0) = yo.

Analog fiir Infimum und Minimum.

Maximum und Maximum miissen natiirlich nicht eindeutig sein, d.h. (z.B. fiir das Maximum) es kénnen
mehrere

xél), . ,x(()") € K existieren mit f(;v(()l)) =...= f(mén)) = Y.

Wenn f beschrénkt, aber K nicht kompakt ist, muss kein Maximum oder Minimum existieren.

Beispiel 5.11

f:(0,1) C R,z +— 2z = f hat weder Maximum noch Minimum: f((0,1)) = (0,2)

Aber: inf 2x =0und sup 2z =2.
z€(0,1) z€(0,1)

Definition 5.14

Seien (X, ) und (Y, o) metr. Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifst auf X gleichmé&fig stetig,
wenn gilt: Ve > 0:36 > 0: Ve, 22 € X : o(z1,22) <0 = o(f(z1), f(x2)) <e
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Aus gleichméfiger Stetigkeit folgt Stetigkeit. Also ist die gleichméfige Stetigkeit ein stérkerer Begriff.
Beispiel 5.12

Sei f(x) = I auf [a,b] mit @ > 0 definiert. Dann ist f gleichméRig stetig, denn: Sei & > 0 gegeben.
1f(z1) — flag)| = |+ — L | = =zl — ‘“a;z“‘ = |f(x1) — f(z2)] <&, falls |21 — 23| < § und § = a’e.

1 x2 T1T2

Beispiel 5.13
Betrachte das gleiche f auf (0,1) oder (0,00). Dann ist f nicht gleichméfig stetig.
Angenommen, F wire gleichméifiig stetig. Wahle ¢ = 1. Angenommen, 3§ > 0 : |x;— 23] < & =

|f(z1) — fla2)| < 1.

Wihle x1 = 1%_6 und x5 =

ﬁ. Dann gilt |21 — z2| < 0, aber |f(z1) — f(x2)| = ’M%M‘ =12 >

Satz 5.15

Jede auf einer kompakten Menge (oder einem kompakten metrischen Raum) K definierte stetige
Abbildung f : K — Y ist auf K gleichméfkig stetig.

Beweis
Sei € > 0 gegeben: Vo € K : 36, > 0: f(Us,(x)) C Ug(f(z)). Dann ist {U(si(:n) (x € K}
2
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existieren z1,...,z, € K, sodass die Mengen
Usay (21), ..., Usa, (zn) K bereits iiberdecken. Setze § := min {30y, ..., 0,, }. Betrachte nun belie-
R 2

bige x € K sowie y € Us(x).
Dann ist fiir ein k: z € Ué&vk (zx). Mithin gilt: o(y, zx) < o(y,z) + o(z,2k) < § + 304, < g, also
y € Us,, (zx). Somit gilt Us(x) C Us,, (zx), insbesondere z € Us, (). Das heibt: o(f(z), f(zx)) < 5,
also f(Us(x)) C f(Us,, (zx)) C Us(f(xr)) C Ue(f()).

|

Wir haben bereits zwei der drei bekannten Eigenschaften auf die Kompaktheit zuriickfiihren kénnen.
Die dritte Eigenschaft héngt nicht mit der Kompaktheit von [a, b] zusammen!

Beispiel 5.14

-1 z€[l,2]
1 ze[3,4]
K ist kompakt und f stetig auf K, jedoch nimmt f keine Werte zwischen —1 und 1 an.

Sei K =[1,2]U[3,4] und f(z) =

Die entscheidende Eigenschaft ist der Zusammenhang von D(f) (siehe 12. Ubungsaufgabe).

Satz 5.16

Sei f auf [a,b] stetig, f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder umgekehrt). Dann existiert (mindestens) ein
¢ € (a,b) mit f(c) =0.

Beweis

Sei M := {x; € [a,b] : f(z) < OVz € [a,x1]}. M ist durch b nach oben beschrankt und M # &. Also
Jsup M =: c. Zeigen: f(c) = 0.

Angenommen, f(c) < 0. Nach Satz 5.10 3§ > 0, sodass f im gesamten Intervall (¢ — J, ¢+ d) noch < 0
ist. Also ist f in [a, ¢+ J) negativ, also auch in [a, c+ %], d.h. c+ % eM

= Widerspruch zu ¢ = sup M! Analog fiir f(c) > 0.
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Satz 5.17 Zwischenwertsatz

Sei f auf I = [a, b] stetig (und reellwertig), sei g := ml?f(:r) und G := max f(z).
zE TE

Dann gilt: Vh € [g,G] : 3¢ = ¢(h) : f(c) = h. (Mit anderen Worten: [g, G] C W(f).)

Beweis

Nach 5.13 Jay,b1 € I : f(a1) = g, f(b1) = G. Betrachten f = f|[
Betrachte nun g mit g(z) = f(x) — h. Dann ist g auf [aq, b1] stetig.
=g(a1)=g—h<0,9(b1) =G —h>0firhe (g9,G).

Nach 5.16 existiert ein ¢ € (a1, b1) mit g(c) =0 = f(c) = h.

] (OEdA a; < bl).

a1,b1

Satz 5.18 Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei f auf [a,b] streng monoton wachsend und stetig. Dann ist f~! in [f(a), f(b)] streng monoton
wachsend und stetig. (Analog fiir streng monoton fallende f, dann mit [f(b), f(a)].)

Beweis

Da f streng monoton wachsend ist, ist f injektiv, f(a) < f(b), f(a), f(b) € W(f), f(a) = min f und
f(b) = max f. Also ist nach 5.17 W(f) = [f(a), f(b)] = f ist bijektiv von [a, b] auf [f(a), f(b)].
Betrachte nur yo € (f(a), f(b)). (Randpunkte dann analog.) Sei z¢9 € (a,b) mit f(zg) =
(o) C [£(@), £(5)] und g, — o. Zeigen: {1 (yn) — f~(30) = To. Angenommen, > zo.

=y

Das heift, 3¢ > 0, sodass unendlich viele z,,, ¢ (xo—¢,z0+¢). O.E.d.A. z,,, < z9—e. Wegen der Mono-
tonie gilt: yp, = f(zn,) < f(zo—¢) < f(xo) = yo. Widerspruch: y,, — yo, aber y,, < f(zo) — € < yo.
Schrank
chranke

Yo- Sei

5.4 Erweiterung des Stetigkeits- und Grenzwertbegriffes

Definition 5.19
1. f heift im Punkt zo € D(f) (f : D(f) C R — R)
e rechtsseitig stetig, wenn gilt: V(x,,) C D(f),z, > xo und z, — o : f(x,) — f(z0)
o linksseitig stetig, wenn gilt: V(z,) C D(f),zn < o und z,, — xo : f(zn) — f(x0)
2. e Sei xp ein Haufungspunkt der Menge M, (zo) := {z € D(f):x > xo}. f hat in z¢ den
rechtsseitigen Grenzwert A, wenn gilt: V(x,) C M, (o), xn — zo : f(zn) — A.

e Sei zg ein Haufungspunkt der Menge M;(z¢) := {z € D(f) : x < zo}. f hat in xy den
linksseitigen Grenzwert a, wenn gilt: V(z,,) C M;(z0),xn — xo : f(zn) — a.

Man schreibt:  lim f(z) =a, lim f(x)= A.
rz—x0—0 rz—x0+0

Man schreibt  lim Of(x) = f(xo) bei linksseitiger und 1im+0 f(x) = f(xo) bei rechtsseitiger Stetigkeit.
T—To— T—xg

Normalerweise ist D(f) ein Intervall und M;(x) sowie M, (z) damit iiberfliissig.

Wir definieren zwei Prototypen von unendlichen Grenzwerten (alle anderen Varianten analog):
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e lim f(z) =00 Y(z,) C D(f),zn # xo, Ty — x0 : f(xn) — 00

T—T0

e D(f) sei nach oben unbeschrankt: lim f(z) =A< V(z,) C D(f),xn — 00 f(z,) — A

Definition 5.20 Klassifikation der Unstetigkeitsstellen

f sei in einem Haufungspunkt von xy € D(f) unstetig.

1. Wenn lim f(x) = A existiert, nennt man z( eine hebbare Unstetigkeit. Dann kann man f
T—x0

in zo so (re)definieren = f(xg) := A, sodass eine an xg stetige Funktion entsteht.
Wenn 3 lim f(x) = A;, lim f(z) = A, mit A; # A,, dann sagt man, f hat an x( einen
z—x0—0 z—x0+0

Sprung (der Hohe |4; — A,|).
Hebbare Unstetigkeiten und Sprungstellen heiffen Unstetigkeiten erster Art.

2. Wenn lim |f(x)| = oo an der Unstetigkeitsstelle xq ist oder ein einseitiger Grenzwert von zg
xr—x0
nicht existiert, dann heifft xy Unstetigkeit zweiter Art.
Man mochte hidufig das Wachstum zweier Funktionen in einem Punkt oder im Unendlichen verglei-
chen.

Beispiel 5.15

1. Va3 +1 geht schneller — oo als x + 4

2. 3 geht fiir x — 0 schneller — 0 als 3x

3. logz geht fiir t — oo langsamer — oo als z¢ Ve > 0.
4. Va2 +5 =z fiir z — 00

5. sinz ~z firz — 0

Diese Situationen werden durch die Landau-Symbole o ( kleines Oh“) und O (,grofes Oh*) exakt
erfasst.

Definition 5.21 Landau-Symbole
e Gilt fiir Funktionen f,g: lim K@) — 0 bzw. lim 22 = 0 bzw. lim {2 = 0, so schreibt man
gz 9(T) 00 9(T) e )

f(x) = o(g(x)) fir x — xg bzw. £ — o0 bzw. £ — —o0.

e Gilt fiir Funktionen f, g: ’%

fir z < —C fiir ein gewisses C' > 0, so schreibt man f(z) = O(g(z)) fir  — xg bzw. z — o

< K in einer (kleinen) Umgebung von g bzw. fir x > C bzw.

bzw. £ — —o0.

Dabei sollen f, g immer dort definiert sein, wo die entsprechenden Ausdriicke betrachtet werden.

Beispiel 5.16

1. z+4=0(a3+1) fir v — oo (d.h. “;,gil — 0 fir z — o0)

2. 23 = o(3z) fiir + — 0 (d.h. g—j = 12? — 0 fiir  — 0)

3. logx = o(z€) fir x — 00,¢ >0

4. Va2 +5=0(z) fir z — oo (d.h. 7%%:1/1—1—;—2%1@‘,/1—%%%

5. sinz = O(z) fiir # — 0 (d.h. 22 in der Nihe von z = 0 beschrénkt)
6. sinz = O(1) fir x — oo (d.h. sinx auf R beschrénkt)

<K,z>C(C)
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6 Differentialrechnung

6.1 Der Begriff der Ableitung

Definition 6.1
Wir betrachten f: D(f) C R — R.

1. f heifst in 29 € D(f) differenzierbar, wenn gilt:

. flwo+h)— flwo) .. = flx)=flzo)
3 };ngé A = %1;%:()) I [ (o) (6.1)

Man nennt f’(zp) Ableitung von f in xy und schreibt auch %(mo). Wenn f Vag € A C D(f)
differenzierbar ist, so heifst f in A differenzierbar.

2. Wenn lim [@=/(0) _. f{(zo) bzw. lim fa)=f(@o) _, fl(xo) existiert, heiflt f an zg

x—mwo—0  TTTO0 x—mzo+0  TTTO
linksseitig bzw. rechtsseitig differenzierbar.

Die Differenzierbarkeit ist wie die Stetigkeit eine lokale Figenschaft.
f ist differenzierbar < f ist links- und rechtsseitig differenzierbar und f](xo) = f/(z0) (=: f'(z0))

Beispiel 6.1

f@oth)=f(zo) _ (zoth)"—wp _ (1)a5""h(5)ag A%+ +(5)h"
h - h -

Sei f(z) = 2" = f'(x0) = nl‘g_l. Beweis: o

=nzy '+ (Z) R R (Z) R

—0

Beispiel 6.2
Sei f(x) = |z|. Fiir alle z # 0 ist f natiirlich differenzierbar, fiir = 0 jedoch nicht:
[ -y _ o J1 =040
h 4 1 h—0-0
= f1(0) =1, f/(0) = —1 = f’(0) existiert nicht.

Im Hinblick auf Ableitungen von f : R™ — R™ ist folgende Umformulierung der Differenzierbarkeit
niitzlich:

lim f(@) = fwo) _ F(z0) = f(x) = f(xo) — f'(20) - (x — w0)

T—T0 T — g r — X0

— 0 fir x — xg
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Satz 6.2 Weierstrafl’sche Zerlegungsformel

Eine Funktion f ist in ¢ genau dann differenzierbar, wenn eine Zahl a = a(x() existiert mit:

f(x) = f(zo) +a- (x —x0) + r(x,z0) (6.2)
mit r(x,z9) = o(x — xp), d.h. lim %ig) =0 (6.3).
T—T0
a ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt: a = f’(x).

Beweis
Hin-Richtung (f stetig = (6.2,6.3)): Siehe oben mit r(x,z0) = f(x) — f(x0) — f'(z0)(z — x0).
Riick-Richtung: Wenn (6.2,6.3) gelten, dann: %ﬁémo) =a+ %ﬁg) —a fir x — x9

e Die durch die Gleichung y = f(xg)+a(z—x0) bestimmte Gerade heift Tangente an den Graphen
von f im Punkt (zg, f(x0)).

e Ein wesentlicher Gesichtspunkt bei (6.2) besteht darin, a nicht als Zahl anzusehen, sondern als
lineare Abbildung von R nach R zu betrachten.

Satz 6.3 Differenziationsregeln

Seien f, g in xq differenzierbar, A\, u € R (bzw. C).
1. Af 4 pg ist in zq differenzierbar, (Af + pg)' (xo) = Af'(x0) + pg’(xo)

2. Produktregel: f - g ist in z¢ differenzierbar, (f - g)'(x0) = f'(z0) - g(x0) + f(x0) - ¢ (x0)

/ / ’
3. Quotientenregel: 5 ist in ¢ differenzierbar < g(xg) # 0, (g) (xo) = ! (IO)'g(xg();)J)cho)'g (z0)

4. Kettenregel: Ist f in g und F in yo = f(z¢) differenzierbar, dann ist F'o f in z( differenzierbar,

(Fo f)(w0) = F'(y0) - f'(z0) = F'(f(20)) - f'(20)-

5. Ableitung der Umkehrfunktion: Sei f stetig und streng monoton in I = (a,b), d.h. f~lexistiert,
ist stetig und monoton. Wenn fiir ein x¢ € I die Ableitung f’(z¢) existiert und f’(zo) # 0 ist,
dann ist f~! in yo = f(xo) differenzierbar und es gilt: (f~1) (yo) = f/(lzo) = f’(f*ll(yo))

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Die Beweise sind zum Teil Ubungsaufgaben und auf jeden
Fall aus der Schule bekannt.

Aus den Punkten 1 und 2 folgt: Die auf (a, ) differenzierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum und
eine Algebra.

Beispiel 6.3 Kettenregel
Sei F(y) =siny und f(z) = 23, also (F o f)(x) = sinz3. Dann ist (F o f)(x) = (sina?®) = cosx? - 322.

Beispiel 6.4 Umkehrfunktion

Sei f(x) = e*, also f~1(y) = logy. Da f'(z) = e, ist (logy)’ = (f ) () = 7rerroyy = sy = -

Vorsicht: Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion kénnte man wie folgt herleiten.

y = F(F ()~ — ) (P ) = (Y () = )
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Dabei geht man aber filschlicherweise von der Differenzierbarkeit von f~! aus. Trotzdem eignet sich
diese Bezichung als Merkhilfe.

Wir definieren zusétzlich zur ersten Ableitung hohere Ableitungen: Wenn f in U(xg) differenzierbar,
dann ist f'(z) in U(xg) erkldrt. Wenn f’ in xq differenzierbar, dann heift (f') (z0) =: f"(z0) =:
F@®(z) = . & f(:no) 2. Ableitung von f an xg. Analog wird induktiv die n-te Ableitung f(” = ng{( 0)
erklart.

Nun soll f/(z) fir f: R™ — R"™ erkldrt werden. Dazu benétigen wir die folgende Definition.

Definition 6.4 Partielle Ableitung
Sei G C R™ offen, f : G — R eine gegebene Funktion und 2% = (29,...,29) € G. Wenn

= e f(=9,... ,x%_l,.r? + h,x?ﬂ, ey @) = f(@Y, 2] 1))
h—0 h ’

heifit fan 20 partiell nach x; differenzierbar und A heift partielle Ableitung von f nach z; an 2%: A =

HL(2°%) = Dy f(a0) = 01 f(a°) = fu,(2°)

(Das heifst, der obige Grenzwert wird ldngs der I-ten Koordinatenachse betrachtet.)

Um 7 in der Praxis zu berechnen, wird nach x; so abgeleitet, als wire f nur eine Funktion von z;.

Die anderen Variablen werden wie Parameter behandelt. Hohere partielle Ableitungen werden wiederum
induktiv als partielle Ableitungen partieller Ableitungen erklért.

Beispiel 6.5

flx1,20) = @1 - cos(xy - @2) + 21, = (x1,22)

gjl (x1,22) = cos(z1x2) + @1 - (—sin(x1x2)) - 2 + 1 = cos(x1x2) — x1x2 - sin(xi29) + 1

gx’; (71, 22) = —2% sin(x122)

Hohere partielle Ableitungen werden nun in offensichtlicher Weise erklart. Zum Beispiel:

P ey = 2 (2 (2 F)) 1)
Ox90x? b2 Oz \ Ox1 \ 011 12

Beispiel 6.6

Sei f(x1,x2) = x1€*2

Erste partielle Ableitungen von f: %(1’1,.7}2) = %2 g;; (x1,22) = x1€™
2 2
Zweite partielle Ableitungen von f: ng(xl’ 22) =0 gxf (x1,20) = x1€™2
Gemischte zweite partielle Ableitungen von f:
a2 d 3 a2 d )
s (@1, 32) = 52 (2) (@1,22) = €2 gy (1,22) = 525 (2L) (@1,22) = €2
Satz 6.5 Satz von Schwarz

Seien f : G — R sowie k und [ so, dass die zweiten partiellen Ableitungen 89228]; = Bf:gxl fiir alle
x € G existieren und stetig sind. Dann sind beide Ableitungen in ganz G gleich. (Analog fiir hohere
Ableitungen.)

(Kurz: Es kommt auf Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht an!)

Sprechweisen und Bezeichnungen:
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e Sei G C R™ offen. Dann heiflt f : G — R in G stetig differenzierbar, wenn alle ersten partiellen
Ableitungen von f existieren und in G stetig sind. f heiftt in G k-mal stetig differenzierbar,
wenn alle partiellen Ableitungen bis einschlieflich k-ter Ordnung in G existieren und stetig sind.

e Der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen in G heift C*(G).

Definition 6.6 Ableitung

Sei G € R™ offen und f : G — R". f heifit in 2° € G (total) differenzierbar, wenn eine lineare
Abbildung A = A(z°) : R™ — R existiert, so dass lim 1 (’”[}*’"‘)[hﬁf’fo)‘f‘h” —0 (64)

A(zY) =: Df(2") =: df(2°) =: f'(2°) heit (Fréchet-) Ableitung oder totales Differential von f
an z°. f heift in G differenzierbar, wenn f an allen z° € G differenzierbar ist.

Im linken Term sind h, o0 € R™, rechts ist 0 € R. Die Norm im Zahler ist eine Funktion R” — R, die
Norm im Nenner bildet R™ — R ab. Beachte: h muss so klein sein, dass 2° + h € G. Das ist méglich,
da G offen ist.

Es folgen einige dquivalente Formulierungen zur Differenzierbarkeit (vgl. Gleichung 6.2):

f ist in 2¥ genau dann differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung A : R™ — R” gibt mit

[/ (z) = f(2°) — A(z — 2°)]

lim Iz — 2] =0 (6.4a)
bzw. f(z) = f(z°) + A(z — 2°) + r(z, 2°) (6.4b)

wobei r(z,2%) € R",r(z,2°) = O(Hx —2%)) fir z — 2% d.h. lim Tf"’_ig) =o€ R™

oo Te=a]
Mit h: f(z° + h) = f(2°) + Ah 4 r(h),r(h) = o(||h]]) (h — 0)

f@) = f@a®) — Az —a%) _ r(z,2")

[l — 2| [l — 2]
Manchmal ist es giinstig, zu schreiben: r(z,2%) =: ||z — 2°||- R(z, 2°) mit R(z,2°) € R" und R(z,2°) —
ofirxz — 20  (6.5).
Satz 6.7

1. Wenn f an 20 differenzierbar ist, ist f an 20 stetig.
2. Wenn f an 2° differenzierbar ist, ist die Ableitung f’(2°) eindeutig bestimmt.

Beweis

1. Eine Ubungsaufgabe war: Jede lineare Abbildung B : R™ — R™ ist Va € R™ stetig (x).

fx) — f(:vo) = (6.4b,6.5) = A(x — xo) + Ha: — .CEOH ‘R(x,xo) — 0 fiir z — 2°

=Ax—Az0——0
(*)

2. wird aus den folgenden Betrachtungen zur Berechnung von f’(x°) folgen.

Wie bestimmt man f/(2%)? Wir suchen bzgl. der Standardbasis e; = (0,...,0,1,0,...,0) in R™ und
R™ die zugehdrige Matrixdarstellung f/(2°) = A = (ai;), 4,5 =1,...,n.
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Dazu benutze (6.4b) in der Formulierung mit h:

fl fl(xo + h) _ fl(xO) ];1 aljhj
f=1:1=7f"+n)-f=" = : = Ah+r(h) = : +7(h) (6.6)
fn S (@ + h) — f(29) i anih;
j=1

Dividiere (6.6) durch ||A]| und beachte: % — 0 fiir ~ — 0. Dann ergibt sich fiir die k-te Komponente:

1
Tl fe(z® + h) — Zak] i| =0

Wihle nun spezielles h — 0: h:=t - ¢;, also ||h|| = |t| (h — 0 langs I-ter Koordinatenachse).

|1‘ [fk(x + ter) — fk(l’o) - akzt] —0firt—20

1
~ n [fk:(370 +teg) — fk(xo) — aklt} —0firt—0

fk(as(l),...,:v?—&—t ..... zgn)—fk(;v?,...,xm) _ %(1‘0)

Mit allen Koordinaten: ay; = }iH(l)

Satz 6.8
Sei G C R™ offen und f : G — R" in 2° € @ differenzierbar. Dann existieren alle partiellen

Ableitungen 6%( 9) und bzgl. der Standardbasen in R™ bzw. R™ gilt

@) N O (fis- o i)
DfG") = /e = | : | = () = gt e e
%(1‘0) ggﬁ(ﬂfo) l g o oo o @B

Die obige Matrix heift Jacobi-Matrix von f an 2. Eine weitere Bezeichnung: det D(f(2?))
D(f1,..,fn)

D(1,...5m,)

Die Herleitung dieses Satzes zeigt auch die Eindeutigkeit der Ableitung A von f an z".
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Beispiel 6.7 Spezialfille

1. m=n=1= f:R — R = iibliche Ableitung

2. m = 1,n beliebig. Da partielle Ableitungen bei Funktionen einer Variable mit iiblichen Ableitungen
zusammenfallen, ergibt sich:

fi(@) fi()
= | =r@=] :

fn(2) falx)

Anwendung: Spéter werden wir Abbildungen (a,b) > t — z(t) € R™ als Kurve in R™ denken. Die
Ableitung z'(tg) wird Tangentenvektor an der Kurve ¢ +— x(t) im Punkt x(tp) (zum Zeitpunkt ¢g)
genannt. (z'(tg) = Geschwindigkeitsvektor)

3. m beliebig,n =1: f 1 R™ —» R = f(2) = f(z1,...,2m) = f'(z°) = Df(z°) = (%,...,631;) )
= lineare Abbildung R™ — R (Lineare Abbildungen aus einem Vektorraum in R/C heiffen linear
funktional.)

Vf=grad f =

OTm

4. Gegenbeispiel: Die Existenz der partiellen Ableitungen von f an 2 sichert noch nicht die Existenz

der Ableitung von f an 20

2, (1’1, 172) 7é (07 O)
flar,g) = ¢ o1t
0 T = Xg = 0
f ist an (0,0) nicht stetig, aber %(0,0) = %(0,0) = 0. f ist an (0,0) nicht differenzierbar. (Beweis
selber fithren!) Das positive Resultat dieser Beispiele fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 6.9

Sei G € R™ offen, z° € G und f : G — R™. Wenn alle ersten partiellen Ableitungen g—i’; (in z9)

existieren und (in x°) stetig sind, dann existiert auch f’(z?).
Es folgt eine Bemerkung zu haufig benutzten Schreibweisen.

Sei G € R™ offen und f : G — R eine differenzierbare Funktion (in G), f(z) = f(z1,...,%m). Dann
heifst der Ausdruck .
df := Z
i=1

of
oz, dz; (6.8)

totales Differential von f bzw.

df(z?) := Z gﬂ{; (z%)dz;  (6.8a)

totales Differential von f an 2°. Was sollen (6.8) und (6.8a) bedeuten und wo ist der Zusammenhang
mit f’(z°) (= df(2°))? Insbesondere: Was sind die dz;?

Seien p; : R™ — R die i-ten Koordiatenfunktionen p;(x1,...,2,) = x; (= Projektion auf die i-te
Koordinatenachse) mit:

pi(z) =z = pi(Axr + py) = Axy + pys = Api(x) + ppi(y)

p; ist eine lineare Abbildung = dp;(2°) = p; V2. Ausgerechnet ergibt sich:

dpi(20) = (ap" (29, P (x0>) —(0,....0,1,0,...,0)

ey
aw1 8xm
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Wie wirkt diese lineare Abbildung? dp;(x°)x = z; fiir ein beliebiges x; € R. Also ldsst man hiufig x°
weg, weil dp; gar nicht von 2° abhiingt und man schreibt vereinfacht statt p; einfach z;. Dann kann
man Vh € R™ schreiben:

B m 8f m i m 8f xo N
- g e =3 S g - (5 gL ) o

— [
=1 —h; =1

) =3 g

Spéter am Ende des zweiten Semesters wird (6.8) als Differentialform wieder auftauchen.

Hohere partielle Ableitungen sind schon erklért. Hohere Ableitungen kann man auch ,strukturell” erklaren:
Statt linearer entstehen multilineare Abbildungen. (Es existiert ein Zusammenhang mit dem Begriff des
Tensors.)

6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen und Anwendungen

6.2.1 Differentiationsregeln

Satz 6.10 Allgemeine Differentiationsregeln
Seien f,g: G C R™ — R" in 20 € G differenzierbar und A, u € R.

1. Af + pg ist in 20 differenzierbar und D(Af + ug)(z°) = ADf(z°) + uDg(z?)

2. Produktregel (n = 1!): f - g ist in 2¥ differenzierbar und D(f - g)(2°) = g(z°)Df(2°) +

F(a0)Dg(a?) o
Quotientienregel (n = 1!): g ist in 20 differenzierbar und D <§> (z0) = 4= )Df(zg();o{gw JDg(=”)
Beweis

1. wie bei einer Variablen (Ubung: Formulieren Sie diesen Beweis!)

2. Produktregel: Verwende (6.4b) in der Formulierung mit h:
F(z° + h) = F(a°) = F'(2°) - h + r(h)
Angewendet auf f,g und f - g:

F(a®+h)g(@®+h)— f(2%)g(z°) = [f(z°) + f'(2°) +r1(h)] - [9(a”) + ¢'(2°) + r2(h)] —F(2”)g(z")

:f(;g—i-h) =g(z9+h)

(geeignet Zusammenfassen)
= [f(2°)g' (%) + g(a°) f'(«°)] b+ r(h)

mit r(h) = [f(2%) + f'(a")h] ra(h) + [9(2°) + ¢'(2°)h] r1(h) + ri(R)ra(h) + (f'(2)) (9'(2")).

Beachte: r(h) € R. Zu zeigen: r(h) = o(||h]), d.h. ](—,ﬁ? — 0 fiir h — 0. Fiir die ersten Summanden
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von r(h) ist das einfach. Beachte dabei T‘l}(Lh‘)

[
B :R™ — R" gilt: |By|| < C|y||,C = C(B).

£ (@) + f'@)h] - [ra(m)] _ £ [r2(A)] |/ (2°)h] - [ra(h)]

7] —— 7l Il
——

=const.

r2(h)
— 0, Tap

— 0 und fiir jede lineare Abbildung

— 0

0 Cllhll- h
U <AREREI=Clra ()]0

Analog fiir den zweiten und dritten Summand. Fiir den vierten Summanden gilt:

|[f'(2%)h] |g'(°)n|

|/ (@*)h] g/ (@)h| < Cr ||l Ca[lR] = Al

< C1Cy||h]| — 0

Also T‘(,?H) — 0. Daraus folgt die Produktregel.

Aus 1. folgt:
— Die in G € R™ differenzierbaren Funktionen f : G — R"™ bilden einen Vektorraum.
— Die Ableitung D ist eine lineare Abbildung, da D(Af 4+ pg) = ADf + uDg.
Satz 6.11 Verallgemeinerte Kettenregel

Seien (mit geeigneten Definitionsbereichen) g : G € R™ — R* in 2% € G und f : H C R® — RF
in y° = g(z) € H differenzierbar, wobei G, H offene Mengen sind. Dann ist F := f o g in 2
differenzierbar und es gilt:

(DF)(z°) = D(f © g)(2°) = (Df)(y°) - (Dg)(z°)
Die zugehorigen Jacobimatrix ist

O(Fy,..., Fy)
8(.%1, ce ,xm)

0 _8(f1,7fk) 0y . 8(9177971) .',UO
(@ )_a(yla'“vyn) Y 6($1""7xm)( )

Mit fog=F:G CR™ — R ergibt sich fiir (DF)(2°):

D I‘O - R™ — R® e
Beweis
Nach Voraussetzung gilt:

g(2° + h) = g(z°) + ¢'(z°)h + ||| - R1(R) mit Ry(h) — O fiir h — 0
F@O+E) = ")+ f(y))k + ||k|| - Ro(k) mit Re(k) — 0 fiir k — 0

Wir machen Gebrauch davon, dass wir die Freiheit haben, wie k — 0 realisiert wird. Dazu setzen wir
k:=g' (z°) - h+ ||h|| - R1(h) (€ R™). Wenn h — 0, dann auch k — 0! Damit folgt:
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(fog) (e +h) = Flg(a® +h) = F(9(+°)) + /(") [V + | Ru(h)] + 1K) ()
:ﬂmﬁ»+f@w¢@%h+wnfuﬂ-mvw+wﬂ&m>

=:R(h)

Zu zeigen: R(h) — 0 fiir h — 0. Zunéchst gilt:
k|| < ||g'(2®)A]| + [[R] - | R1(R)|| < benutze Stetigkeit der linearen Abbildung g¢'(z°)

k
scwwwwwmwm:HJsc+mmm (+)

Wenn h — 0, dann gilt aber:
1. Ri(h) — 0= f'(y°) - Ry(h) — 0 (mit Stetigkeit von f’(y"))

2. k— 0= Ry(k) = 0= [ Ra(k) — 0

Insgesamt ergibt sich R(h) — 0 fiir h — 0. Damit ist der 1. Teil des Satzes gezeigt. Der 2. Teil, das
Produkt der Jacobi-Matrizen, ergibt sich unmittelbar, da das Hintereinanderausfithren linearer Abbil-
dungen der Multiplikation der entsprechenden Matrizen entspricht.

|
Beispiel 6.8 m=n=k=2
g= (91) g1(71,T2) = 1122 _ (f1> f1(y1,y2) = siny; + cosyo
92 92(5517952) =1 + T2 fa Y1 - COS Y2

Die Funktion F' = f o g ist also von der Gestalt:
F= (F1> Fi(z1,22) = fi(g1(21,22), g2(x1,22)) = sin (z122) 4 cos (z1 + 2)
Fy Fy(x1,22) = f2(91(21,22), g2(21,22)) = 2122 - cos (w1 + x2)

Gesucht: F'(z) = f(g9(z)). Man kann entweder einfach DF(z) bestimmen oder die Kettenregel an-
wenden.
Dazu muss man zuerst (Df) (y) und (Dg) (z) bestimmen.
;N [cosyr  —sinyp N (T2 T
Fly) = (COS Yo —y1sin yg) und ¢'(z) = ( 1 1 )

xg cos(z1x9) — sin(zy + x2) x1 cos(z1x2) — sin(zy + x2)
xgcos(xy + xo — x1wosin(xy + x2) 1 cos(xy + x2) — wyxe sin(zy + x2)

F'(z) = (fog)(x) = (Df Dy)(x) = (

Beispiel 6.9 Sehr wichtiger Fall der Kettenregel: m=k, n=1
g1(z)
iR =R, fy)=fy1, - ¥m), g:R—=R™  g(x)= :
gm ()
=F:R—=R, F(z)=[f(g1(2),...,9m(2))
91 (x)
F'(x) = f'(9(2))-9'() = (S(9(@)), ..., - (9(2))) = L (g(@))- gy (2) +-. .+ 2L (g(2)) gl ()
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Beispiel 6.10 ,Implizite Differentiation* - Formale Betrachtung

f sei eine Funktion von 2 Variablen (f(y1,y2) und ¢ : (a,b) — R. Es sei f(z,p(z)) =0 Vz € (a,b).
Gesucht ist ¢’(z). Anwendung des obigen Beispiels: Betrachte g : (a,b) — R? mit g(x ((p?x >

f:R®* =R, (fog)(z) = f(z,0(x)) = 0Vz € (a,b)

0= 225100+ 2 gho) = 2ot 1+ 2Lt )

21 (2, p(x T, p(T

s (@, p(x) iz (7))

1. Diese Problematiken werden uns im Kapitel iiber ,implizite Funktionen*“ genauer beschéaftigen.
2. In (6.13) muss der Nenner von 0 verschieden sein.

3. Haufig wird diese Betrachtung angewendet, wenn man eine Gleichung der Form f(z,y) = 0 nach y
auflésen mochte. Dann wird y = y(x) =: p(z), dann will man auf ¢’ die Gleichung (6.13) anwenden.
Achtung: ¢ : (a,b) — R muss auch wirklich existieren!

Beispiel 6.11 In diesen beiden Fillen existiert ¢(z) nicht.

Sei f(z,y) = 1+22+1y? = 0. Wende formal (6.13) an. Dann ist y/(z) = ¢'(z) = — 4 Beachte: Dies ist Unsinn,
da f(z,y) =0 in R nicht lésbar ist. = y'(z) = ¢'(z) = —% Unsinn! f(x,y) = 0 nie zu erfiillen.
Anderes Beispiel: Sei f(z,y) = 2% +y?> —1=0., also y = \/1 —z?2und ¢y = 75 = 7=

Formal erfiillt der Punkt (1,0) die Gleichung f(1,0) = 0, aber y/(1) existiert nicht.

6.2.2 Mittelwertsatze und Anwendungen

Satz 6.12 Satz von Rolle
Sei f in [a, b] stetig, in (a, b) differenzierbar und f(a) = f(b) = 0. Dann 3¢ € (a,bd) : f'(c) =

Beweis

Gelte 0. E.d.A. f # 0,3z¢ € (a,b) : f(zp) > 0. Dann sei G = sup f(x) > 0. Nach Sétzen iiber
z€a,b]

stetige Funktionen gilt: G < oo und Jec : f(¢) = G. Wir behaupten f/(¢) = 0 und betrachten dazu

den Differenzenquotienten ¢(c, h) := M Fiir kleine h gilt: f(c) > f(c+h). Auferdem existiert

lim g(e,h) = f'(c), da f in

(a,0) 3 ¢
h>0=q(c,h) <0= f'(¢) <0
h<0:>q(c,h)20:>f’c)20}

d1fferenz1erbar ist.

Satz 6.13 Mittelwertsatz

Sei f in [a, b] stetig, in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) =



6.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen und Anwendungen Seite 72

Beweis durch Zuriickfithrung auf Satz von Rolle
Betrachte die Hilfsfunktion g mit g(z) := f(z) — f(a) — =% (f(b) — f(a)). Dann ist g(a) = 0 und
g(b) = 0, d.h. g erfiillt die Vorbedingungen des Satzes von Rolle. Also 3¢ € (a,b) : ¢'(¢) = 0. Man

erhalt:
1 f(®) — f(a)

0=g/(c) = £/(e) = 7—(F(b) — F(@)) = £'(c) =

1. cist i. A. nicht eindeutig bestimmt.

2. Der Satz von Rolle gilt auch fiir f(a) = f(b) # 0. Zum Beweis muss man einfach f um f(a) = f(b)
verschieben.

3. Eine Umformung des Mittelwertsatzes ergibt sich, indem man c anders beschreibt: 39 € (0,1) mit ¢ =
a+9(0b—a) (etwa O = £=2)

a

4. Dann lautet der Mittelwertsatz wie folgt: 3¢ € (0,1) : f(b) — f(a) = f'(a+ (b —a)) - (b—a).

Satz 6.14 Quotientenmittelwertsatz
Seien f, g in [a, ] stetig, in (a,b) differenzierbar und ¢'(x) # 0 Va € (a,b). Dann gilt:

f() = fla) _ f'(c)
g(b) —g(a)  g'(c)

Achtung: Das c ist im Z&hler und Nenner dasselbe.

Jc € (a,b) :

Beweis
Aus dem MWS und ¢'(z) # 0 Vx € (a,b) folgt g(b) — g(a) # 0. Wende den Satz von Rolle auf

— ) — f(a) - 9@ —9(a) _ ta
hz) = f(z) — f(a) o) —g(a) (f(b) = f(a))

an. Also ist h(a) = h(b) = 0= Jc € (a,b): h'(c) = 0. Daraus folgt durch Auflésen nach g:éi)) der Satz.
]

Eine Anwendung ist die folgende sehr wichtige Regel.

Satz 6.15 Regel von de I’'Hospital
Seien f, g in [a,b] stetig, in (a,b) differenzierbar, f(a) = g(a) = 0 und ¢'(x) # 0 Vx € (a,b). Dann
f(z)

gilt:
!
(@) =A= lim —~r=A4
r—a—+0 gl(:E) z—a+0 g .’E)

Beweis

Aus dem Satz von Rolle und g(a) = 0,¢'(z) # 0 Vz € (a,b) folgt: g(x) # 0 Vz € (a,b). Wihle
nun eine Folge (z,,) mit @ < x, < b und z,, — a + 0. Auf die Intervalle [a,z,] wende jeweils den
Quotientenmittelwertsatz an.

f(xn) f($n) - f(a) f/(cn) A

dec,, € (awxn) : g(xn) - g(ﬂﬁn) — g(a) - g’(cn)

Die Konv. ergibt sich aus z,, — a+ 0 = ¢, — a + 0. Oben sieht man, dass lim Lm) = A.

z—a+0 gz

N2
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Diese Regel hat sehr viele Modifikationen.

1. A kann +oo sein. @ kann ebenfalls —oco sein. Der Satz gilt in diesem Falle analog mit lil}r)no
Auch b = oo ist moglich.

2. Statt f(a) = g(a) =0 reicht lim f(z)= lim g(x) =0 (dasselbe fir co).
z—a-+0 r—a-+0

3. Gegebenenfalls muss man die Regel mehrfach anwenden, wenn man lim ch :g;g noch nicht bestimmen

kann.

Beispiel 6.12

lim e; (: = =n def.) Betrachte die Ableitungen: lim “elm =00 = lim % =00
Tr—00 r—00 r—00

Der Einfachheit halber schreibt man zwischen beiden Grenzwerten ein Gleichheitszeichen, auch wenn noch

nicht gesichert ist, ob die Grenzwerte existieren.

l—cosxz __ 1 sinz __
= =Im&HE=0

z—0 T
Gegebenenfalls muss man erst umformen, bevor man die Regel anwenden kann.

lim

lim 2% = lim e®!82
x—04+0 x—0+0
. . 1 .
Betrachten den Exponenten: lim zlogx = lim k’# = lim == lim —-2=0
x—0-4+0 z—04+0 = z—0+0 — 22 z—040

= lim e"l87 =¢0 =1
x—040

Die folgenden Begriffe sind bereits aus der Schule bekannt.

Definition 6.16
Sei f: (a,b) — R und z¢ € (a,b)

1. f hat in x ein lokales (relatives) Extremum, wenn es eine Umgebung U(xg) gibt, fir die
gilt:
e fiir relative Minima: f(x) > f(zo) Vo € U(xo) \ {zo}
e fiir relative Maxima: f(x) < f(zo) Vz € U(xo) \ {0}

2. f hat in z¢ einen Wendepunkt, wenn in x ein lokales Extremum der Ableitung f’ vorliegt.

Im folgenden Satz sei f in [a, b] so oft differenzierbar, wie es im Satz gebraucht wird.

Satz 6.17

1. fist in (a,b) genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f/(z) > 0 (f'(z) <0) Vz e
(a,b).

2. fistin (a,b) genau dann streng monoton wachsend (fallend), wenn f in (a, b) monoton wachsend
(fallend) ist und kein Teilintervall I C (a,b) existiert, fur dass gilt: f'(z) = 0Vz € I.

Beweis Alle Teilbeweise sind dhnlich. Wir zeigen 1. fiir wachsende Monotonie.
Hin-Richtung: Betrachte M Vao € (a,b). Fir h > 0ist f(xg+ h) — f(zg) >0, fir h <0
ist f(zo+ h) — f(xo) <0. Also ist w > 0= f'(z9) > 0.
Riick-Richtung: Sei a < 1 < 22 < b. Wende den Mittelwertsatz auf [z1, 2] an:
fx2) = fla1) = fl(z1 + 022 —21)) - (22 — 1) 2 0= f(22) > f(21)

€lz1,22] >0

-~

>0
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Zu 2.: In einzelnen Punkten darf die Ableitung verschwinden. f(z) = x
wachsend, aber f'(0) = 0.

3 zum Beispiel ist streng monoton

Satz 6.18

Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und zg € (a,b).

1. notwendige Bedingung fiir relative Extrema: f’(z¢) =0
hinreichende Bedingung fiir relative Minima: f/(z9) = 0 A f”(z¢) > 0
hinreichende Bedingung fiir relative Maxima: f/(z9) = 0 A f”(x¢) < 0

2. notwendige Bedingung fiir Wendepunkte: f”(x¢) =0
hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte: f”(xzg) = 0 A f”(xg) # 0

Man kann weitere Bedingungen aufschreiben (unter Einbeziehung hoherer Ableitungen), etwa fiir re-
lative Extrema: f'(zg) = ... = f®D(zg) = 0A f(29) #0

Im Folgenden wird der Mittelwertsatz fiir Funktionen mehrerer Variablen diskutiert.

Satz 6.19 Mittelwertsatz

Sei G C R™ offen, f : G — R differenzierbar und z°, z° + h € G so, dass auch noch die Verbindungs-
strecke zwischen z° und z° 4+ h in G liegt. Dann gilt:

39 € (0,1) : f(z° + h) :f(x°)+z% (z° + 9h) - Ry
i=1 "

Vergleiche diesen Mittelwertsatz mit dem Mittelwertsatz fiir eine Variable:
fb)—=f(a) = f'(a+9(b—a))-(b—a) = mita=2" und b= 2°+h = f(a°+h) = f(2°)+ f' (2 +9h)-h

Beweis Zuriickfithrung auf den Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen
Setze g : [0,1] — G, g(t) = 2"+ th (also ist W (g) die Verbindungsstrecke zwischen x° und z° + h) und
po=Ffog:[0,1] = R,p(t) = f(z° + th). ¢ ist in [0, 1] differenzierbar. Mit Kettenregel ist:

¥'(t) = f'(9(1) - 4'(t)
Wende den Mittelwertsatz auf ¢ und [0, 1] an.

39 € (0,1) : (1) = »(0) = (0+9(1-0)) =¢'(¥)

1-0

9 9

¢O =) g0 = (5o 5 ) 00) b
=h

Also insgesamt:

N

(2’ +n) = f(z°) +Z; 6;1- (z° + 9h) - by
=¢(1) =p(0) " u

1. Mit dem Mittelwertsatz kann man den Satz von Schwarz zeigen.

2. Achtung: Fiir Abbildungen f : R™ — R" gilt ein &hnlicher Satz nicht, aber es existieren sogenannte
Schrankensétze. Man kann die Differenz der Funktionswerte durch die Ableitung abschétzen. (Dafiir
brauchen wir Hilfsmittel aus der Integralrechnung.)
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6.3 Taylorformel und Taylorscher Satz

Motivation: Sei f(x) = ap + a1(x — xg) + ... + an(z — o)™, wobei zp € R fest und = € R beliebig
gegeben. Wodurch sind die a; bestimmt?

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt: Die a; sind bestimmt durch die Funktionswerte an (n+1)
Stellen.

oo
Betrachte eine beliebig oft differenzierbare analytische Funktion f(x) = > an(z — xo)" fiir ein x aus
n=0
n)
dem Konvergenzintervall der Potenzreihe. Unmittelbar folgt: a,, = w

Umgekehrt: Sei f € C*(a,b), also in (a,b) beliebig oft differenzierbar. Bilde formal:

™) (g ad
ap = fn<!0) fir ein g € (a,b) und gan(a@ —xzo)"

Konvergiert diese Potenzreihe? Wenn ja, hat dann ihre Summe etwas mit f(z) zu tun?
Ja, manchmal.

Theorem 6.20 Taylorformel fiir Funktionen einer Variablen
Sei I = (a,b), f € C™*! (I). Dann gilt fiir alle x, 29 € I :
/ (n) D) (2o + Iz —
f(.’E) :f(l'0>+f (.CC(]) (x_mo)_{__'_fi(xo)(x_xo)n_{_f (TO ('T IO)) ($—$0)n+1 (614)

11 n! (n+1)!

mit einem ¢ € (0,1), wobei ¥ = ¥(x, zp). Dabei heift

(n41) (g r—x
o Ry(z,20) = f ((noj_rlﬁ)g 0))

(x—x0)"*! Restglied der Taylorformel in der Lagrange-Form

o T,(z,x0) := f(xo) + %(m —zo)+...+ M(m — x9)" n-tes Taylorpolynom von f an

n!
Zo

1. Die Darstellung als f(z) = T, (z,x0) + R mit einem beliebigen Rest wire witzlos, denn das gilt
immer.
(Setze R := f(x) — T, (z,x0).) Das Wertvolle an (6.14) besteht in der expliziten Beschreibung des
Restgliedes.

2. Es existieren noch andere Darstellungen des Restes (siehe Literatur / spitere Ubungen).

3. Firn =0ist (6.14) der Mittelwertsatz.

4. (6.14) heifst: f wird durch T,, mit Fehler R,, approximiert.

Beispiel 6.13 Warnung vor Fehlinterpretationen

L f(x) = (z —x0)* = Tulx,w0) =0, Ry(x,x0) = (x — )"

e o #0

2. f(x) 0 0
Dieser Fall ist noch schlimmer. f ist beliebig oft differenzierbar Vz € R. Fiir g = 0 erhélt man:
f0(0) = 0 Vn. Das heift, dass Ty (z,29) = 0 Vn. Alle Informationen iiber f(z = 0) stecken im
Restglied, also wird f durch 7, ganz schlecht ,approximiert”. Mit anderen Worten: Eine beliebig oft
differenzierbare Funktion muss sich durchaus nicht in eine Potenzreihe entwickeln lassen.
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Beweis des Theorems
Seien n, z, xg fest. Trivialerweise existiert ein ¢ € R mit:

)n+1

"L R r—x
fa) =3 L) @ g EZRNT (6a5)
k=0

(n+1)!
Natiirlich ist 0 = o(x, zp). Wir bestimmen p geschickt und betrachten dazu

n (k) T — n+1
F(t):=f(z) - / k!(t) (x —t)* - ((nj)l)!g (6.16)
k=0

Hierbei liegt ¢ in dem Intervall I mit den Grenzen x und xg. F ist in I; stetig differenzierbar und
aufgrund von (6.15) und (6.16) ist F(x) = F(x9) = 0. Nach Satz von Rolle existiert ein 9 €
(0,1) mit F'(zg + Hx — x9).
n (k+1)
o ) SETI(E)
Py =0- ¢ -3 |

k=1

F® (@)
k!

(z — )"

k- (x—t)F1 + o

(x —t)F +

Y
fir k=0

Beachte, dass sich in der Summe fast alles weghebt.

(n+1)
:_fj;@&x_wn+ﬂf

Im Idealfall ist lim R, (z,x0) = 0.

n—oo

Satz 6.21 Satz iiber die Taylorentwicklung von Funktionen einer Variable

Sei I ein offenes Intervall um zp und f € C°°(I). Dann hat f fir # € I genau dann die
Taylorentwicklung

£k (g
f(a:)zzfi(o)(x—xo)k (6.17),

k!
k=0

wenn das Restglied R,(x) in der Taylorformel gegen 0 geht fiir n — oo0. (6.17) heift
Taylorreihe von f an xg.

Beweis
Wenn R,, — 0, wird aus (6.14) die Taylorreihe. Wenn (6.17) gilt, dann hat (6.14) die Gestalt:

k) (g 0 e(k) (g
f(:c):zf k(' 0)($_x0)k+ Z f k(l 0)(x_x0)k
k=0 k=n+1

Rest — 0, weil Reihe konvergiert

1. Wenn (6.17) gilt, sagt man: ,,f ist an z( in eine Taylorreihe entwickelbar“. Funktionen, die durch
Potenzreihen bzw.
Taylorreihen darstellbar sind, heiffen analytisch (siehe Kapitel 3.4). Wenn f gegeben ist durch

flx) = Zak(x — x0)* mit @, 2 € T,

k=0

C . . . O]
dann ist die Potenzreihe auch genau die Taylorreihe von f an zq, also: a = fT
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2. Achtung: ,Analytisch” ist stirker als ,beliebig oft differenzierbar® (siche zum Beispiel e_z%).
3. Um zu zeigen, dass R, — 0, muss man das Verhalten der Ableitungen von f kontrollieren.
Giinstiger Fall: |f(n | < aC"Vx € I mit a,C > 0 fest

£ (20 +9(3—0)
= [Ry(2)| = L tdeeol] )

n+1| < (aC

remyi |z — 2™ — 0 fiir n — oo

Beispiel 6.14

Sei f(x) = ;== in einem Intervall I um 0 mit 1 ¢ I. Gesucht ist die Taylorreihe an o = 0.

o0

ﬁ ist gerade die Summe der geometrischen Reihe > 2™. Dies ist auch die gesuchte Taylorreihe.
n=0

Zum eigenen Uben: Zeigen Sie, dass das Restglied der Taylorformel fiir n — oo gegen 0 geht.

Beispiel 6.15 Exponentialfunktion (analog fiir Sinus und Cosinus)

Sei f(z) = e” und zg = 0. Wir verwenden hier nur (ez)(") = = f("(0) =1 Vn.

S n
Daraus ergibt sich die Taylor-Entwicklung e = 3 %7, wenn R, (z,0) — 0 fiir n — oo.
n=0

n41 n+41
Rn(xa 0) = (Z+1)!f(n+1) (xO + 19(1. - .’Eo)) - (n+1)l619 —0
[ ——

:E(]:O

Jetzt wollen wir die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Variablen finden. Das einzige wirkliche Pro-
blem ist geschicktes Aufschreiben. Dies soll an einer Funktion zweier Variablen demonstriert werden.

Sei 29 = (29,29) und 2° + h = (2 + hy,29 + h). AuRerdem setzen wir B%i = D;, also zum Beispiel

88 xf = D, f. f sei in der offenen Menge G C R? definiert und hinreichend oft stetig differenzierbar. Fiir
hinreichend kleine ||h|| liegen 20, 2% + h und die Verbindungsstrecke zwischen diesen Vektoren ganz in

G.

Analog zum Beweis der MWS definieren wir g(t) := f(z° +th) t € [0,1],9 : [0,1] — R, also
g(0) = f(z°) und g(1) = f(2° + h) Wir werden ¢/, ..., g"*) geschickt aufschreiben und auf g (eine
Funktion einer Variablen) die Taylorformel anwenden.

Kettenregel: ¢'(t) = 8f (g; —I—th) M+ 8f (xo—i-th) i %
g (t) = gmf (2% +th) - h1+ Fag L(20+th) - h le hi+Daf - hy = (h1 Dy + hy - Da) f

Hierbei sind D; f und Ds f wiederum Funktionen von z° + th, weshalb sich analog ergibt:
g"(t) = hi(D1f)" + ha(D2f)" = h1 [l1D1(D1f) + heD2(D1 f)] + ha [R1D1(D2f) + haD2(D2 f)]
g"(t) = [h3D} + h1hoD1Dg + hihaDaDy + h3D3] f = (kD1 + hoD2)? f

Durch Induktion zeigt man g®)(¢) = (hy Dy + hoDs)* f(2° + th). Hierbei vereinbaren wir: (h1D; +
heD2)'f = f. Sei nun f € C"T(G) = g € C"*1(]0,1]). Wende die Taylorformel fiir g an ¢t = 0 an.
Dann existiert ein ¢ € (0,1):

/i H,j (n+1)
g"(0) g' g\
1) = q(0 (0 —
g(1) 9(0) +4'(0) + o1 T + (n+1)!

=f(z+h)

n

1 0
= f(z° + th) :AZ“”‘(/lel + hoDo)F £ (%) +

1

m(thl + hQDQ)n+1f($O + ﬁh)
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Theorem 6.22 Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Variablen

Sei G € R™ offen und f € C"1(G). Die Punkte 2°, 2° + h und die Verbindungsstrecke zwischen
diesen Punkten liege in G. Dann existiert ein 9 € (0,1):

n

1
F@4h) = ) Dt +hmD) S )t 7,

(hiD1 + ... + kD))" L f (2 4+ 9R)  (6.18)

Restglied

Fiir kleine n ergeben sich wichtige Spezialfille. Fiir n = 0 ist (6.18) der Mittelwertsatz:

fz®+nh) = f(2) 4+ (MD1 + ... + hpDy) f(2° + 9h)

= f(z%) +2Mhi = f(@) + ((f' (2" +vn)",h) (6.19)

; ox;
=1

Fiir n = 1 folgt:

Fa 4 1) = 1)+ (PR + 5 30 FLEE (620
k=1

1. Wenn das Restglied gegen 0 geht, erhélt man eine Taylorreihe, also eine Potenzreihe mit mehreren
Variablen.

2. Die Matrix H(z) := ( 8:1:8'2{)}; k) i der zweiten Ableitungen von f heifst Hesse-Matrix.
TR

(6.20) kann so geschrieben werden: f(2° + h) = f(z°) + (f/(2°)T,h) + % (Hh, h)

9% f

=
J ijaxk’

9% f

a. 9. '
Tk 8:6]8:%

(Hh)x =Y Hyjh; = (Hh,h) = (Hh)phi = hi,

j k
Beispiel 6.16

Entwickle f(x,y) = e*T¥sinzy an (0,1) bis zur dritten Ordnung. Man kann alle dritten Ableitungen ausrech-
nen und in (6.18) einsetzen oder auf bekannte Reihen zuriickgreifen und dann ausmultiplizieren.

(zy)®
3!

(z +y)*
2

e =1+ (z+y)+ ... sin(ey) = ay — T

6.4 Lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variablen

Definition 6.23

Sei G € R™ offen und f : G — R. Man sagt, f hat an 2° € G ein lokales/relatives Extremum,
wenn eine Umgebung U = U(2?) C G existiert, sodass Va € U gilt:

e fiir lokale Minima: f(z) > f(2°)
e fiir lokale Maxima: f(z) < f(2°)

Punkte aus G, in denen f’ verschwindet, heifien kritische oder stationiire Punkte, d.h. 20 ist
kritisch, wenn f’(z") = 0. Dabei ist 0 die lineare Abbildung x 0.
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Satz 6.24 Notwendige Bedingung

f sei wie in 6.23 definiert und moge partielle Ableitungen nach allen Variablen besitzen. Wenn z° ein
lokales Extremum von f ist, dann gilt f,, (2°) =0 mit k =1,...,m.
Falls f/(2°) existiert (z.B. weil % fiir alle k stetig ist), dann heift das, dass f/(z%) = 0. 20 ist also

ein kritischer Punkt von f.

Beweis
Trick: Betrachte die Hilfsfunktionen g mit k = 1,...,m, die definiert sind als

— 0 0 0 0
gr(x) = f(a], . T T Tygs s Tyy)
Die g;, sind Funktionen einer Variablen, die jeweils an x% ein relatives Extremum haben.

Daraus folgt fiir die notwendige Bedingung: 0 = %(:cg) = %(wo)

Fiir die Formulierung hinreichender Bedingungen benotigen wir Kenntnisse aus der linearen Algebra.

Definition 6.25
Sei A = (a4;) eine symmetrische Matrix, d.h. alle Eigenwerte von A sind reell. Wir benutzen in R™

das Standardskalarprodukt. Beachte: (Az,z) = > ajrxjry. A heiit
ok

e positiv definit, wenn (Az,z) > 0 Ve € R™\ {0}
e negativ definit, wenn (Az,z) < 0 Vz € R™\ {0}
e indefinit, wenn Jz,y € R™ : (Az,z) > 0N (Ay,y) <0

Satz 6.26 aus der linearen Algebra
1. Fiir A sind aquivalent:
(a) A ist positiv definit.
(b) Alle Eigenwerte von A sind grofer als 0.
(¢) 3C > 0: (Az,2) > C ||z||* Yz € R™ (@ <Aﬁ, W> > (Vo € R™\ {0})
2. Fiir A sind dquivalent:

(a) A ist negativ definit.
(b) Alle Eigenwerte von A sind kleiner als 0.
(c) 3C >0: (Az,z) < C|z|? V& € R™

3. A ist genau dann indefinit, wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.

Beweis Fiir den ganzen Beweis siche die Lineare-Algebra-Vorlesung.
Wir zeigen 1. (b) = (c). Seien Ay, ..., A\, Eigenwerte von A und fi, ..., fi, eine Orthonormalbasis aus
den zugehorigen Eigenvektoren.

r=x1-fi+...+Tm-fm=>Ar =21 -Af1+...+Tm-Af,, =i fi+ ... FTpAnfm
(Az,z) = (miMfi+ ...+ S, 21 1+ T - fin) :Alx%+...—|—)\mx,2n 2i:r1ninm/\i HIE||2
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Satz 6.27 Hinreichende Bedingungen
Sei f € C?(G) und 2° € G eine kritische Stelle, d.h. f/(z°) = 0. Mit H(z") := ( 0% (x0)> sei die

Bx]-:ck
Hesse-Matrix von f an x° bezeichnet. Dann gilt:

o Ist H(2") positiv definit, so hat f an z° ein (echtes) lokales Minimum.
o Ist H(z°) negativ definit, so hat f an x° ein (echtes) lokales Maximum.

e Ist H(z") indefinit, so hat f an 2° kein lokales Extremum.

Beweis
Wir beschrinken uns auf den Fall, dass H(2") positiv definit ist. Die anderen Fille folgen vollig
analog. Benutze nun die Taylorformel (6.19) und beachte hierbei, dass f'(z°) = 0. f(z°+h) = f(2°) +

m
1 82 f(x049h)
2 "Zl 0,0z hi h
27]7

m 2 .TO 2 .’I,'U
£+ h) = f(z°) + L z ey ”+;Z<af( +0h)  9%f( ))hihj

5 ] 81‘28.%] 8$Za$j
=:R(h)

f(x0 4 h) = f(af 2<H )h, h>+R(h)

Umschreiben ergibt: £ ”h” 2\|hH r (H(2%)h, h) + |2 )
——
=:r(h)

wir zeigen, dass ein § > 0 existiert, sodass fiir alle A mit ||h|| < ¢ die linke Seite von (*) positiv ist. Es
gilt aufgrund der Dreiecksungleichung :

[hil - [yl
<
I1R]* QZ

9% f

0% f 0

0 _
8:@8@ (fL‘ + ﬂh)

1 0%F 0% f
< — _
‘T(h” -2 zz]: 8:518% ($ + ﬁh) 8@8:53 (SU )

2
Dieser Ausdruck konvergiert fiir h — 0 gegen 0, da az 8’; ~an 20 stetig ist.

Dass H(x") positiv definit ist, bedeutet: 3C > 0 : <H(£L’O)ﬁ W> >C>0 (**) Also existiert ein

§ > 0, fiir das fiir alle h mit ||h|| <6 gilt: 2° + h € G und |r(h)| < &, dh. =§ < r(h) < §. Aus (%),
(xx) folgt also, dass fiir ||h|| < ¢ gilt:

f@®+h) - f(=%)

1 1 1
> — —_ = =
> SC4r(h) > S0~ C=0

HhH2
Das heift, in der Umgebung U (x {w H:U — xOH < (5} gilt:
f(z) —f@%)>0
~~
2 f(20+9h)
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Beispiel 6.17

1. f(z,y) :==2® + y* — 3y, fr = 32 — 3y, f, = 3y®> — 3z. Dann sind (0,0) und (1, 1) kritische Punkte.
Bilden der Ableitungen: fy, = 6z, foy = fyz = =3, fyy = 6y
: . 6z -3 0 -3 6 -3
Die Hessematrizen lauten: H(z,y) = (_3 6y> H(0,0) = <_3 0 ) H(1,1) = (_3 6 >
Da H(0,0) indefinit ist, liegt an diesem kritischen Punkt kein lokales Extremum von f vor.
H(1,1) hingegen ist mit den Eigenwerten 3 und 9 positiv definit, also gibt es an (1, 1) ein lokales Mini-
mum von f.

2. f(z,y) = 2% — y? hat nur den kritischen Punkt (0,0) einzige kritische Stelle.

Da H(0,0) = (2

0 _02> indefinit sind, liegt dort kein Minimum an f vor.

3. f(x,y) = 2° — y* hat den kritischen Punkt (0,0). Das Kriterium versagt:

H(0,0) = <8 8), aber an (0,0) liegt (wie man leicht sieht) kein lokales Extremum von f vor.




6.5 Anfangsgriinde der Vektoranalysis Seite 82
6.5 Anfangsgriinde der Vektoranalysis

6.5.1 Richtungsableitung mit Gradient

Sei G C R™ offen und f : G — R,2° € G. Um %(mo) zu bilden, betrachtet man den Differenzen-
quotienten z — ¥ lings der i-ten Koordinatenachse. Sei nun v = (v1,...,v,)7 ein Vektor, der eine
Richtung repréasentiert.

Definition 6.28
Sei v € R™ fest. Wenn der Grenzwert

f(2® +tv) — f(2°)

li 21
150 t (6:21)
existiert, heift er Richtungsableitung von f in Richtung v im Punkt 2°. Fiir ||v|| = 1 nennt man den

Grenzwert Richtungsableitung von f nach v im Punkt z°. In diesem Falle schreibt man (D, f) (z),
D, f(z") oder g—g(xo).

Satz 6.29
Sei f in 20 differenzierbar, dann existiert in 2 die Ableitung in jeder Richtung v und es gilt:
gf(ﬂfo) = gg’gfl(ﬂfo) VL. ;Jn(xo)vm = f'(z"  (6.22)

Das heifit, die lineare Abbildung f/(z") wird auf v angewendet. (Das Ergebnis ist eine Zahl.)

Beweis Zuriickfiihrung auf Funktionen einer Variablen
Sei p(t) = f(2° + tv). (6.21) bedeutet: ¢'(0) wird betrachtet. Da f differenzierbar ist, kann die
Kettenregel angewendet werden.

/0= =3 200 = (2 2wn)

Folgerung 6.30 Einfachste Variante der Gradientendefinition
In R™ sei (-,-) das Standardskalarprodukt, (e;) die Standardorthonormalbasis, f und z° wie oben.

Dann existiert ein eindeutig bestimmter Vektor w € R mit

7@ =2 (@) = (w,0) wo e R (o] = 1)

w heift Gradient von f an zV. Man schreibt w = grad f(z°).

Im Falle des Standardskalarproduktes und beziiglich (e;) ist also:

9
%(950)

grad f(z0) = : e R™

f'(=°) € LR™,R) = (R™) = (R™)"
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(R™)" bzw. (R™)* heift Dualraum zu R™ bzw. Raum der linearen Funktionale.

0
8—1{(%0) = (grad f(z°),v) (6.23)
Folgerung 6.31 Anspruchsvollere Variante der Gradientendefinition

Sei (-,-)" ein beliebiges Skalarprodukt in R™ und f und z° wie oben. Dann existiert ein eindeutig
bestimmter Vektor w € R™ mit f/(2%)v = (w,v)" Vv € R™.
w heikt Gradient von f an z° bzgl. (-,-)’. Man schreibt manchmal w = grad. y f(29).

f'(z%)v héngt iiberhaupt nicht von (-,-)" ab, aber w.

Satz 6.32
Sei f:G CR™ — Rin z° € G stetig differenzierbar.

1. Ist grad f(2?) = 0(€ R™), so verschwinden alle Richtungsableitungen.
2. Ist grad f(z") # 0, so gibt es unter allen Richtungsableitungen %(1’0) (also [|v|| = 1) eine

grofste, namlich in Richtung des Gradienten, d.h. fiir v = % ist %(330) = grad f(zV).

Sprachgebrauch: grad zeigt in Richtung des grofsten Anstiegs.

Beweis

1. Folgt unmittelbar aus der Gradientendefinition.

2. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung [(a,b)| < ||a|| - ||0]|

O (@)

= ‘<grad f(aco),vﬂ < ngadf(xo)H ‘&: ngadf(mO)H

=1

= [larad £a0)] < 9L (a%) < [lgract £

o gradf(z?) . 9f oy grad f(z%) \ _ 0
Firv = m 1st % = <grad f(.fC ), ngadf(:L‘O)H> = ngad f(fE )H
]
Der Nabla-Operator
Bzt %(550)
V= ¢ | V@)= ¢ | =enadf@)
o ai{n ()
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6.5.2 Felder, Divergenz, Rotation

Sei G C R™ offen.
e Eine Abbildung ¢ : G — R heifst skalares Feld in G.
e Eine Abbildung v : G — R™ heiftt Vektorfeld in G.

Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Feldern ist bereits erklart. Im folgenden sei R™ mit dem
Standardskalarprodukt und der Standard-Orthonormalbasis (e;) versehen. Wenn ¢ ein skalares Feld
in G ist, dann ist grad ¢ ein Vektorfeld in G.

Allgemein heifst ¢ Potential zum Vektorfeld v, wenn gilt:

v = grad ¢ oder (v.a. in der Physik) v = —grad ¢

Spéter werden wir sehen, wie man zu gegebenem v ein Potential bestimmen kann.
Sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld in GG, dann heifst das skalare Feld

%‘F v
O0r1 Oz

dive :=

Divergenz oder Quellenfeld von v. Wenn divv = 0, heifst v quellenfrei.

Beispiel 6.18

Sei B ein magnetisches Feld. Ist div B = 0, dann heifst das, dass keine magnetischen Ladungen existieren.

Sei jetzt m = 3 und v ein in G stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit das Vektorfeld
81)3 81)2 8v1 6@3 81}2 81}1
t = —_— —_— R —
oLy (8.%2 8%3) e1+ (8x3 a:z:l ez + 811,’1 83:2 s
Rotation des Vektorfeldes v. Ein Vektorfeld v mit rot v = 0 heifst wirbelfrei.

€1 €2 €3

- . _ |0 5] 5]
Eselsbriicke: rotv = YoT Jo Oun

(% () V3
Mit dem Nablaoperator vereinfachen sich die Formeln fiir Gradient, Divergenz und Rotation:

gradp = Vo

divv:V'v:<V,v>=Z

rotv =V x v

6.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Unter einer linearen Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ver-
steht man eine Gleichung der Form

2™ 4 a,_ 12V 4t ad +aor = f (1)
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Fiir f = 0 erhélt man die zu (1) gehérende homogene DGL
2™ 4.+ aii+agr =0 (Lhom)

Hierbei sind a;, f € R/C gegeben. z ist eine mindestens stetige Funktion.

n
z = z(t) und 2™ = in (haufig ist t die Zeit)

Unter einer Losung von (1) bzw. (1pom) versteht man eine n-fach stetig differenzierbare reellwertige
(bzw. komplexwertige) Funktion, definiert auf einem t-Intervall I C R/C, sodass (1) fiir alle ¢t € I
erfiillt ist.

Unter einem Anfangswertproblem (AWP) an der Stelle ¢y versteht man folgende Aufgabe: Gesucht
ist eine Losung von (1), die auf einem Intervall I definitert ist, sodass fiir ein fest vorgegebenes tg € I
die folgenden Anfangsbedingungen erfiillt sind:

x(to) = o, &(to) = 21, ..., 2" V(t) = Tp_1

Dabei sind x1,...,2,_1 n vorgegebene Zahlen. Ein Anfangswertproblem ist also eine Differentialglei-
chung n-ter Ordnung mit n Anfangsbedingungen.

Beispiel 6.19 Schwingungsgleichung fiir eine eindimensionale Schwingung

mi(t) + di(t) + ca(t) = F(t)

Dabei ist m die Masse, d der Ddmpfungsfaktor, ¢ die Federkonstante und F' die duffere Anregung. Umgeschrie-
ben:

F(t) +2ki(t) +widz(t) = f(H) mit 2k = £ >0, =< >0,f =

2

<
m

Typische Aufgabenstellungen:
e Existenz von Losungen von (1) bzw. (1pom)
e Struktur der Menge aller dieser Lésungen

e Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des AWP

Es ist glinstig, (1) bzw. (1hom) in kompakterer Form aufzuschreiben. Abkiirzung: D = %
(1), (1lhom) : D"z + an_1D" 'z + ...+ a Dz + agx = f bzw. 0
:P(D)zt,Polynom
PD)=D"+4a,_1D" ' +...+aD+ap
= PD)z =0 (2) (= (lhom))
Hierbei sind D : x +— ‘é—f und D* : z — ‘31% lineare Abbildungen, die Funktionen auf Funktionen

abbilden.

Was bedeutet in dieser Symbolik, dass (1) bzw. (1pom) lineare DGL sind?: P(D) ist eine lineare
Abbildung.

PD)(Mx+y) = AP(D)z+ P(D)y fiir zwei n-mal stetig differenzierbare Funktionen z, y und A € R/C

Lemma 6.33
Die Menge aller Losungen der homogenen DGL (2) bzw. (1,0 ) bildet einen Vektorraum.
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Beweis
Seien z, y Losungen (d.h. P(D)z = P(D)y = 0) und A € C. Daraus folgt:
PD) Az +y) = AP(D)xz + P(D)y = 0 = Az + vy ist Losung

z =0 (& z(t) = 0Vt € I) heifst triviale Losung von (2). Es gilt auferdem das Superpositions-
prinzip:

1. Die Losungen von (2) bilden einen Vektorraum.

2. Wenn z, y Losungen von (1) sind, dann ist z — y Losung von (1pepm):

P(D)x = P(D)y = J = P(D)(z — ) = P(D)x — P(D)y =0

3. Sei iy, eine beliebige, aber feste Losung von (1). Dann gilt: Jede beliebige Losung von (1) hat
die Form z = xj,n+ beliebige Losung der homogenen DGL (1pop,)-

Welche Dimension hat der Losungsraum von (1pom)? Wenn er endlichdimensional ist, wie findet man
eine Basis? Diese beiden Fragen konnen vollig befriedigend beantwortet werden. Dazu wird das zu
P (D) gehorende charakteristische Polynom betrachtet. Dieses hat die Form p(\), d.h.

PA) = A"+ an A"+ ard+ag (3)

Dieses Polynom muss auf Nullstellen und deren Vielfachheit untersucht werden.

Einige Bemerkungen zu Polynomen

1. Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p vom Grade n > 1 hat in C mindestens eine
Nullstelle.

2. Aus (1) folgt: Jedes Polynom n-ten Grades hat in C genau n Nullstellen, wenn man jede Nullstelle
mit ihrer Vielfachheit zdhlt. Ay hat als Nullstelle die Vielfachheit o > 1, wenn

PA) = (A= A0)™ - ¢(A) mit g(Ao) # O

Hilfsbetrachtung: Fiir jede Nullstelle A\ von p existiert ein Polynom 7 mit p(\) = (A — Ag)r(A).

Beweis
Wende folgende Beziehung an:

Ao = A= X)L X200 TN (5
Wenn p(Ag) = 0, dann gilt:
p(N) = p(A) —p(Ao) = (A" = AF) + an 1 (A" = X5 + ...+ ar(A = Xo)

Setze (x) fiir alle (\¥ — AF) ein. Daraus folgt p(\) = (A — Ao)7(\).
|

Betrachtet man die Nullstellen einschliefslich ihrer Vielfachheit: w1, ..., iy, so hat jedes p die Darstel-
lung

PA) = (A —p)(A—p2) ... (A= pn)
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Andere Zerlegung: Seien A1, ..., Ax die paarweise verschiedenen Nullstellen von p mit den Vielfachheiten
ai, . ..,qp, dann gilt offenbar

PA) = (A= A)T (A= A2)%2 .. (A= Ap)F

Spezialfall: p habe nur reelle Koeffizienten. Trotzdem kann p komplexe Nullstellen haben, aber: Wenn
XAo € C eine Nullstelle von p mit der Vielfachheit aq ist, dann ist auch Ay € C eine Nullstelle von p
mit der Vielfachheit ag. Das ist fiir die Anwendungen auf DGL wichtig! (,Man kann dadurch komplexe
Losungen vermeiden.*)



