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Vorwort

Bevor Ihr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir vor allem den Studienanfingern eine
wichtige Botschaft mitgeben: Dieses Skript ersetzt weder den Besuch der Vorlesung noch das selbst-
stdndige Nacharbeiten des Stoffes. Wer das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des
Skriptes im weiteren Studienverlauf fiir Probleme sorgen.

Wir weisen darauf hin, weil das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier
ist eine Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum
Beispiel miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den
Groschen fallen lassen.

Nochmals mochten wir uns an die Studienanfanger wenden: Hoffentlich begreift Thr genauso wie wir
die ersten Semester Eures Studiums als Chance, Euren personlichen Lernfluss zu finden. Das Studium
verlangt in dieser Beziehung nach eigener Erfahrung wesentlich mehr von einem Studenten ab als eine
Schule. Umso wichtiger ist es, herauszufinden, wie man moglichst viel Inhalt in mdglichst kurzer Zeit
aufnehmen, systematisieren und abspeichern kann.

Eines ist sicher: Das blofte Durchlesen des Skriptes reicht meistens nicht. Zur Aufnahme des Stoffes und
fiir einen ersten Uberblick reicht in den meisten Féllen das klassische Mitschreiben in der Vorlesung,
bei wenigen auch das aufmerksame Zuhoren. Zum Systematisieren ist der Besuch der Ubungen und das
Bearbeiten der Ubungsaufgaben unerlésslich (auch wenn einige Erstsemester das immer wieder mal
anders sehen, aber das gibt sich). Eine andere gute Idee ist oft auch die Bildung von eigenen kleinen
Lehrgruppen von drei bis vier Personen, auch wenn man da aufpassen muss, sich nicht abzulenken.

Bevor wir abschweifen, fassen wir noch kurz zusammen, wofiir dieses Skript wirklich geeignet ist: einfach
gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nachschlagen; aufserdem zum Wiederholen
fritheren Stoffes, sofern ein ausreichendes Grundverstiandnis vorhanden ist. Nach diesen einleitenden
Worten wiinschen wir Euch viel Spafs bei der Arbeit mit diesem Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion
www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Ihr Lust habt, meldet Euch iiber unsere Webseite.
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6 Differentiation

6.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Wiederholungen

Zu losen ist im Allgemeinen eine Differentialgleichung (DGL) der Form:
2™ 4 a,_ 12D 4 4 aer = f
Mit der Kurzschreibweise D = % ergibt sich:
(D" +ap D" '+ tag)z=f (1)
Die entsprechende homogene DGL ergibt sich fiir: f =0 (2)
Mit dem charakteristischen Polynom
p(A) =N 4 a, N+ e+ ag (3)

ist (2) dquivalent zu p(D)x = 0. Wir suchen nun die Losungen dieser Differentialgleichung. Genauer:
Wir suchen eine Basis des Losungsraumes.

Satz 6.34 Partialbruchzerlegung

Sei R = g mit den Polynomen P und @, wobei grad P < grad ). O.E.d.A. sei der hichste Koeffizient

von @ = 1. @) habe die Nullstellen 1, ..., x; mit den Vielfachheiten ay, ..., ag, also:
Q=(x—x1) ... - (x — )

Dann hat R folgende Darstellung;:

P Al Al Al
R($) — (.%') — 1 2 - o +
Q) (z—mz1) (z—21) (z — @)™
= T ooaF Acy + A T ooaF A,
) T e T e e

Zur Losung von (2) verwenden wir den Ansatz x(t) = e™. Durch Einsetzen in (2) und Dividieren durch
e entsteht die Gleichung p(\) = 0.

Die gesuchten Nullstellen von p seien Ag,..., A, mit den Vielfachheiten ki, ..., k. Aus der Partial-

bruchzerlegung von ﬁ erhalt man folgende Darstellung;:

- 1 __al gm ()
T DY) I C NS W il § Sy v TR S w v 1
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Wenn man beide Seiten mit p(A\) multipliziert, gilt also VA € C:

m

L=qN)p1(N) + -+ gu(Npm(V) mit pi(A) = [ = AP

<.
-

e
=

Fiir A setzen wir nun D ein: (1 entspricht der identischen Abbildung I)

Ir=qD)pi(D)z+...+ gn(D)pn(D)z  (4)
—_— —_—
=1 =Tm
T, X1, .., Ty sind (C°)-Funktionen von ¢. Sei nun x eine Losung von (2), d.h. p(D)x = 0. Dann gilt:

(D = ND)Fay = (D — N 1)M q(D)p (D) = (D) p(D)r =0
0

= =
Das heift, jedes 2; aus der Zerlegung (4) erfiillt die Teilgleichung (D — A\ I)*a; =0 (5)
Umgekehrt erfiillt jede Losung 2 von (5) (d.h. D — X\ I)*y = 0,y = y(t)) auch (2), denn

p(D)y = p(D) (D — N)Fy =0
=0

Diese Uberlegungen fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 6.35

Sei p(A) = (A = AP ... (A = \n)Fm die Produktdarstellung des charkteristischen Polynoms zu (2).
Dann ist jede Summe bzw. Linearkombination von Losungen der Teilgleichung (5) auch Loésung von
(2). Umgekehrt wird jede Losung von (2) als Summe von Losungen von (5) erhalten. Man hat also
nur eine Gleichung der folgenden Art zu 16sen:

D—-A)"z=0mit \e C,meN (6)

Ein wichtiger Schritt dazu ist in folgendem Lemma enthalten:

Lemma 6.36
Fiir eine beliebige Funktion x € C*°(R) gilt:

D™ (e*x(t)) = e (D + ol)™z(t) mit t € R

Beweis durch vollsténdige Induktion iiber m
Fiir m = 1 ergibt sich mit der Produktregel:

De™z(t) = ae™z + i = e (i + ax) = e (D + al)x
Nun sei die Gleichung fiir m gezeigt.
D™ (e*z) = D[D™(e*'z)] = (Induktionsvoraussetzung) = D(e®*(D + al)™z) = (Produktregel)

=D(e™) - (D+al)™z+e™D(D +al)"z =a-c"'(D +al)"z+ (D +al)" ' D
= (D + al)™(D 4 al)z = (D + ol )"z
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x geniigt genau dann der Gleichung (6), wenn e (D — XI)™x = 0 (reine Multiplikation mit e~*).

Wegen des vorigen Lemmas ist dies genau dann der Fall, wenn
D™ (e Mz(t) =0 (7)
(7) ist aber einfach zu losen.

D"y(t) =0=DMD™ y) =0=D" "y =c,_1 = D" %y = cp_1t + o
y(t)=e~Ma(t)

Insgesamt: y(t) = co + cit + ... + ¢p_1t™ 1 Also hat die Lésung von (7) die Form
z(t) =eM(cog+ et + ...+ epoit™ )

mit beliebigen Konstanten ¢y, ..., ¢pn-1-

Satz 6.37 Zusammenfassung

Seien Ai,..., A, die Nullstellen des charkteristischen Polynoms p von (2) mit den Vielfachheiten
k1, ..., km. Damit erhdlt man sdmtliche Losungen der Differentialgleichung (2) als Linearkombination
von Losungen der folgenden Gestalt:

e)\lt te)\lt . tkl—le)\lt

: (8)
At godmt  gkm—lgAmt

e te

Da die Menge dieser Losungen (8) linear unabhéngig (als Funktion auf R) ist, ist die Dimension des
Losungsraumes von (2) genau n. Die Losungen sind aus C*°(R).

Der Beweis fiir den folgenden Satz ist schwieriger (siche Kapitel zu gewohnlichen DGL):

Satz 6.38

Jedes zu (2) gehorende Anfangswertproblem ist eindeutig losbar.

Wiederholung
Ein Anfangswertproblem besteht aus:
e einer Differentialgleichung (™ + a,_12™ 1 + ...+ apz =0

z(to) = zo

e beliebig vorgegebenen Anfangswerten Zoy...,Tp—1 € R

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms kénnen auch k(lmplex sein. Hat p reelle Koeffizienten, so
taucht mit jeder komplexen Nullstelle A der Vielfachheit k& auch A mit gleicher Vielfachheit k als Nullstelle
auf. Zusammen mit dem Superpositionsprinzip erlaubt das, komplexe Losungen zu vermeiden.

2D (tg) = 2

Das System (8) (die Basis des Losungsraumes) heift auch Fundamentalsystem von Lésungen von
(2). Bezeichnet man die Losungen (8) mit z1,...,z,, dann nennt man « = ¢1z1 + ... + ¢y, (¢ € R
beliebig) allgemeine Lésung von (2).

Die Losungen der inhomogenen DGL (1) unterliegen wieder dem Superpositionsprinzip: Wenn y1, yo
Losungen von (1) (inhomogen) sind, dann ist = y; — yo Losung der homogenen Differentialgleichung.
Also ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung gleich einer speziellen Losung der
inhomogenen Differentialgleichung plus der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung.
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Beispiel 6.20
Anfangswertproblem: & — 32 + 2z = 0 mit 2(0) = —1 und £(0) = 3

1. Ansatz: z(t) = e* = charakteristisches Polynom: A2 — 3\ + 2 = 0 = Nullstellen: \; = 1, \y = 2
2. Allgemeine Losung: z(t) = cie! + coe?!

3. Losung des Anfangswertproblems (= Bestimmung ¢y, ¢a):

cqg + c = -1
i’:(O):CQ + 2c = 3

[

} = = —5,c0 =4 = x(t) = —5e' + 4

Beispiel 6.21

Gesucht ist eine allgemeine Losung von & — 2+ = 0. Mit z(t) = e ergibt sich das charakteristische Polynom
A? —2X +1 = 0 mit der doppelten Nullstelle A\; » = 1. Das Fundamentalsystem ist also von der Gestalt ¢, fe'.

Die allgemeine Losung ist damit z(t) = ¢; - ¢’ + o - te’

Beispiel 6.22

Wir suchen die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung & — 3% + 2x = 4t + 1 und die Lésung

des Anfangswertproblems: x(0) = %, #(0) = 1. Die zugehorige homogene DGL wurde bereits gelost und lautet

zp(t) = cre’ + cpe®

Wir benétigen eine spezielle Losung x5 der inhomogenen Differentialgleichung. Unser Ansatz hat dazu die
gleiche Struktur wie die rechte Seite der DGL, d.h. wir suchen z,(t) = at + b, also @,(t) = a und Z4(t) = 0.

Dies setzen wir ein:
—3a+ (2at+b) =4t +1

2at +2b—3a =4t +1

Der Koeffizientenvergleich liefert:

th: 20=4=a=2
0 22-3a=1=b=71
~—~
—6

Also lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:
7 t 2t
2(t) = 2s(t) + 2n(t) = (2t + 5) + cre” + cze

2(0)=2+4c14c

Anfangswertproblem: 20)=1=2+c1 +c

Wenn die rechte Seite einer inhomogenen DGL von der Form f(t) = sint ist, dann kann man den folgenden
Ansatz versuchen:

}:>61:1762:—1

yo(t) =a-sint+b-cost

Dieser Ansatz muss aber modifiziert, wenn ein sogenannter ,Resonanzfall“ vorliegt.
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Umwandeln eines komplexen Fundamentalsystems in ein reelles

Beispiel 6.23
Die homogene DGL & + z = 0 hat das charakteristische Polynom A2 + 1 = 0 und damit die Nullstellen \; = i

und Ay = —i. Das komplexe Fundamentalsystem ist also:
x1(t) = e = cost +isint

=e % =cost —isint

—~
~
=

T2

Mit dem Superpositionsprinzip erhédlt man das reelle Fundamentalsystem:

(t) = L(21(t) + 22(t)) = cost

(t) = 3; (x1(t) — w2(t)) = sint

T
€T

RN
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7 Integralrechnung fiir Funktionen
einer Variable (Riemann-Integral)

Es existieren verschiedene Zugéinge zum Riemann-Integral. Das Vorgehen ist pragmatisch ohne jeden
Detailbeweis. Das Riemann-Integral geniigt fiir fast alle praktischen Belange, ist aber fiir theoretische
Belange unzureichend. In diesem Fall muss man das Lebesgue-Integral verwenden.

7.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 7.1

1. Eine Fkt. f : R — R heifit Treppenfunktion, wenn es Zahlen ap < a1 < ... < a, gibt mit
a) f ist konstant in den offenen Intervallen (a;,a;+1),7=0,1,...,n—1

b) f(x) =0Vz ¢ [ag, an).

2. Eine Funktion f : [a,b] — R heift Treppenfunktion auf [a,b], wenn es eine Zerlegung
Z:a=ap<a; <...<a,=D>bvon [a,b] gibt, so dass obige Eigenschaft a) efiillt ist.

1. Die erwahnten Konstanten fiir die Intervalle (a;, a;+1) miissen nicht voneinander verschieden sein.
2. Die Funktionswerte von f in den Intervallendpunkten ay sind beliebig.

3. Ist f eine Treppenfunktion, dann auch c- f Ve € R.
Beispiel 7.1

1 z€l

Sei I ein beliebiges Intervall. Dann ist die charakteristische Funktion dieses Intervalls x(z) = {O ¢ 1
x

eine Treppenfunktion (auf dem abgeschlossenen Intervall T).

Niitzlich ist folgender Gleichheitsbegriff: Zwei Treppenfunktionen f, g heiflen fast iiberall gleich,
wenn fiir alle bis auf endlich viele z € R f(x) = g(x) gilt. Man schreibt: f = g f.ii. (Achtung: In der
Lebesgue’schen Integrationstheorie wird ein allgemeinerer Begriff von ,fast tiberall* benutzt.)

Sei nun f eine Treppenfunktion auf [a, b] beziiglich der Zerlegung Z (siehe Definition 7.1) mit:

e ze(ap-r,ak),k=1,...,n
f()_{o x ¢ [a,b]

n
Dann ist fast iiberall f = > exxr., Ix = (ak—1,ax).
k=1
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Die Darstellung einer Treppenfunktion (f.i.) als solch ein f ist keineswegs eindeutig.

Lemma 7.2

Die Menge T'(a, b) der Treppenfunktionen auf [a, b] bildet eine Algebra tiber R, d.h. fir f, g € T'(a,b)
und ¢ € Rsind f+g,c- f, f- g wieder in T'(a,b).

Definition 7.3 Integral einer Treppenfunktion
Sei f € T'(a,b) und sei f beziiglich einer Zerlegung Z : g = a < 21 < ... < x,, = b gegeben durch

n
f = ZCkXIk mit Ik = (:L'kfl, xk)

b

Dann setzt man: [ f(z)dz := > cp(ar — zp—1) = > ckl(k).
a k=1 k=1
Hierbei ist [(I}) die Linge der Intervalls Ij. Diese ist gleich fiir alle Sorten von Intervallen (offen,

halboffen, abgeschlossen).

Damit die Definition sinnvoll ist, muss man zeigen, dass sie von der jeweiligen Darstellung von f
(insbesondere von der Zerlegung) unabhéngig ist. Allgemein zeigt man: Wenn f = g f.i. in [a, b], dann

[ f(z)dz = [ g(z)dz

Satz 7.4 Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen
Seien f,g € T'(a,b) und A\, x € R. Dann gilt:

b b b
L [(\f+pg)(@)de =X [ f(z)dz + p [ g(z)dz

=\f(x)+pg(x)

b b
2. f(z) < glo)ti= [ f(z)dz < [g(z)dx

b

[ f(z)da

a

b
3. < [1f(@)]dz < (b—a) - max |f(z)]

xz€[a,b]

Beweis

Beweisidee zu 1.: Zu f und g gehoren die Zerlegung Z und Z’. Wir betrachten die Verfeinerung
beider Zerlegungen: Z” = Z U Z’. Betrachte dann eine neue Darstellung von f und g jeweils bzgl. Z”.
Dann ist Af + pg einfach zu bilden.

Zu 3.: Nach Definition gilt fiir f = cpxy,:
k

b

/ f(z)dz| =

a

ckl Iy)

<Z|Ck| (Ix) < ), max |f(z)| - I([x) = max [f(z)]-(b—a)

z€la,b] z€la,b]

b
J1f(@)|dz
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b

Die Abbildung T'(a,b) > f — [ f(z)dz € R ist also eine lineare Abbildung T'(a,b) — R, d.h. ein lineares

a

b
Funktional aus T'(a,b). Aukerdem gilt nach 2.: Wenn f > 0 f.ii., dann ist [ f(z)dz > 0. Das heift,

b

[+ [ f(z)dx ist ein lineares positives Funktional auf T'(a,b).

Nun wollen wir dieses Funktional unter Erhaltung der Linearitdt und Positivitat auf einen moglichst

groflen Vektorraum von Funktionen fortsetzen. Dafiir gibt es einige Varianten. Wir benutzen diejenige,
die zum Riemann-Integral fiihrt.

Definition 7.5 Ober- und Unterintegral

Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschriankte Funktion. Dann nennt man:
bx b
J f(z)dz :==inf ¢ [h(z)dz : h € T(a,b), f < h} Oberintegral von f

b
f(z)dx := sup {fg(ac)dx :g€T(a,b),g< f} Unterintegral von f

S}
* =<

Beide Mengen {---} sind nicht leer, denn da f beschrinkt ist, existiert C, D € R mit C < f(x) <
D Vx € [a,b] und h = D bzw. g = C sind Treppenfunktionen aus {--- }.

Beispiel 7.2

b b by
1. Wenn f eine Treppenfunktion ist, dann gilt natiirlich: [ f(z)dz = [ f(z)dz = [ f(z)dz
a a¥ a
bx b
2. Sei f die Dirichletfunktion auf [0,1]. [ f(z)dz =1, [ f(z)dz =0
a o¥
Satz 7.6 Eigenschaften von Ober- und Unterintegral
Fiir alle beschriankten f, g auf [a, b] gilt:
b bx
L. [ f(z)dz < [ f(z)dz
a* a
by by by
2. [(f(z)+g(z))dz < [ f(z)dz+ [ g(x)dz (Subadditivitét)
g* - a a
[ Af(z)dz =X [ f(z)dz mit A >0
b b b
3. [(f(z) +g(x))dz > [ f(z)dz + [ g(z)dz (Superadditivitit)
a* a* a*
b b
J Af(z)dz =X [ f(z)dz mit A >0
ll* a*
by b b bx
4. Fir A< 0 gilt: [ Af(z)dz =X [ f(z)dz und [ Af(z)dz =) [ f(z)dz
a a* a* a
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Beweis zu 2., Teil 1 (als Beispiel fiir das Beweisschema)
by

f f(z)dx = inf{
f g(x)dx = inf {

hi(z)dz, hy € T(a,b),hy > f} =:inf F'

o SR

ho(z)dx, hy € T(a,b), hg > g} = infG

b*

f(f(a:) g(z))dx = inf f d:z:sGT(ab)s>f+g}::infS
Aush1>fh2>g:>h1+hg>f+gfolgt
f(h1+h2)dx€S<Z>F+G {a+B:a€eF,peG}CS

a

b b
b
[ (h1 + ho)dz = /hldx+/h2dx = inf S <inf(F 4+ G) = inf F + inf G

a
a

S——
€F e

Definition 7.7 Riemann-Integral
Eine auf [a, b] beschrinkte Funktion f heift Riemann-integrierbar (R-integrierbar), wenn

bx b
/f(x)dx:/f(a:)da;

b bx b
Dann setzt man [ f(z)dz := [ f(z)dx (z S f(x)da:). Zusitzlich vereinbaren wir [ f(z)dz = 0
*

a b
und [ f(z)dz = — [ f(z)dz. Die Menge aller auf [a,b] R-integrierbaren Fkt. nennen wir R(a,b).
b

a
b b b
In [ f(z)dz bezeichnet z die Integrationsvariable. Diese ist vollig frei withlbar: [ f(z)dz = [ f(s)ds = .. ..

a a

Beispiel 7.3
Fiir die in Bsp. 7.2 besprochenen Funktionen gilt: Alle Treppenfunktionen sind R-integrierbar (d.h. T'(a,b) C
R(a,b)), die Dirichletfunktion jedoch nicht.

Satz 7.8 Riemann’sches Integrabilitatskriterium
b
f € R(a,b) & Ve>0:3g,h €T(a,b),g< f<h: [(h(z)—g(z))dz<e (7.1)

Anschauliche Darstellung: f ist durch die Treppenfunktionen so eingeschlossen, dass der Inhalt zwischen
den Graphen von g und h kleiner als ¢ ist.
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Beweis
Hin-Richtung:

ba b EIhGT(a,b),hZf:fbf(w)dzL‘+%Zfbh( Yda
/f(m)dx:/f(x)dm: 3 2 ~ (7.1)
P o 3g € T(a,b),g> f: [ flx)de -5 < [g(x)da
b b b
J f(z)dz < [h(z)dz = [ h(z)dz
Riick-Richtung: ¢ 9 % % =
{f(x)dx > [g(z)dz = ig(fﬂ)du’ﬂ
by b b 1) bx b
= /f(x)dx—/f(x)dx < /(h—g)(af)d:c < e= [ f(x)dz = /f( )dx = f € R(a,b)

Satz 7.9

1. Jede auf [a, b] stetige Funtion ist R-intergierbar.

2. Jede auf [a, b] monotone Funktion ist R-intergierbar.

Beweis zu 1.
Wir wenden an, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen (hier [a,b]) gleichméfig stetig sind.
Sei € > 0 gegeben und § > 0 so gewéhlt, dass gilt: [z —2'| < 0 = |f(z) — f(2))| <e

Zerlege nun [a, b] Aquidistant mit den Intervallgrenzen xx = a+k-h mit k =0,1,..., N. N sei so grof,
dass h := IFT“ < 0.

Setze nun Iy := [z, Tp41], My = miIn f(x), My := mz}xf( x). Also ist M}, —my < ;=-. Definiere nun
xely Tl

zwei Treppenfunktionen:

g mit g(x) := my, Vx € [, xp41),9(b) = f
h mit h(z) = My, Yz € (2, Tpt1), h(b) == f

> i) S50 g};‘/b o) < 5 0= =
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Satz 7.10 Eigenschaften des Riemann-Integrals, Struktur von R(a,b)
Seien f,g € R(a,b) und A\, u € R.

b b b
1. Mf 4+ png € R(a,b) und [(Af + pg)de =X [ f(z)dz + p [ g(z)da

a

2. f-g € R(a,b)

b
Aus 1. und 2. folgt: f — [ f(z)dz ist ein lineares und positives Funktional auf R(a,b).
a

b
3. f<g= [f(z)dz < [g(z)dx

4. |f,f*,f~ € R(a,b)

r x>0
0 <0

0 x>0

Hierbei ist f* : [a,b] — R,z —
-z <0

und f~: [a,b]—>]R,x»—>{

5. Seia < ¢ < b,dann f € R(a,b) < f € R(a,c)Af € R(c,b) undff(x)d:): = fcf(x)dx+fb f(z)dz.

a

Beweis

Zu 2.: Beweis durch Fallunterscheidung

1. Fall: Seien f,g > 0, |f(x)] < ¢, [g(x)] < c. Sei € > 0 sowie s1,s2,u1,u2 € T(a,b) so gegeben,
dass s1 < f < sound u; < g < ug. O.Ed.A. sei 0 < 51 < 89 <2cund 0 < uyp < us < 2¢ sowie
b b

[(s2 — s1)(z)dz < 4 und J(ug — up)(z)dz < +- Dann sind hy := sy —up und hy := sy — uz auch

a a
Treppenfunktionen mit 0 < hy < f- g < hg in [a,b]. Wir schreiben hy — hy geschickt auf:

ho — h1 = (52 — 51)11,1 + S‘Q(UQ — ul) < 2("(82 — 81) + 2(:(u2 — ul)

b b b
= /(hg — hy)(z)dx < 20/(32 —s1)(z)dz + 26/(u2 —uy)(z)der <e= f-g€ R(a,b)

a
2. Fall: Seien f, g beliebig. Setze ¢1 := ir[lfb}f(:n) und co = ir[lfb]g(x). Dann sind F := f — ¢y und
re|a, xE|a,
G := g — ¢y beide > 0.

=f9=F+ca)(G+ec) =F -G+ cF+c1G+cica € R(a,b)

Zu 3.: Aus f € R(a,b) und f > 0 folgt:

b b

bx
/f(a?)dx = /f(:n)d:n = inf /h(aj)dx,h €T(a,0),0< f<hy>0

a a
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Satz 7.11
Sei f € R(a,b). Dann gilt:

b b
L \[f@)dz| < [|f(2)|dz < (b—a)- i |f (@)
a a xE|a,
2. Aus m < f(x) < M auf [a, b] folgt m(b fb z)de < M(b—a).
Beweis

1. Offenbar ist — |f(z)| < f(z) < |f(z)|. Mit 7.10.2 folgt:

b b
—/|f($)|Da:§/f(1:)dx§/|f(x)|D:z:<:>1. Ungleichung

b b
Die zweite Ungleichung folgt dann mit |f(z)| < C := sup |f(z)| = [|f(z)|dz < [Cdz =
z€[a,b] a a
Cb—a)

b
2. folgt sofort aus 7.10.3 mit [ mdz = m(b — a) und analog fiir M.
a

Satz 7.12 Mittelwertséatze der Integralrechnung
1. 1. Mittelwertsatz: Seien f,g € R(a,b),g > 0 auf [a,b]. Dann existiert ein p mit
inf f(z)==m<pu<M:= sup f(x) (7.2)
z€la,b] z€[a,b]

b b
sodass gilt: [ f(z)g(z)dz = p [ g(z)dz (7.3)
2. 2. Mittelwertsatz: Sei f monoton und g stetig auf [a, b]. Dann existiert ein ¢ € [a, b] mit

b c
[ f(@)g(z)dz = f(a) [ g(z)dz + f(b fg

b b
Betrachte fiir 1. den Spezialfall g =1, f > 0: [ f(z)dz = p [ 1dz = u(b — a).
Wenn | stetig ist, dann folgt aus dem Zwischenwertsatz: 3¢ € [a,b] : f(£) = p.

Beweis

1. Aus (7.2) folgt: m - g(z) < f(x) - g(x) < M - g(z)

m/ d:z:</f d1:<M/

b
1. Fall: Fiir [ g(z)dz = 0 folgt aus (7.4): f f(x)g(x)dz = 0, also ist (7.3) fiir alle p richtig.

b
ff(w)g(w)dﬂﬁ
2. Fall: Wenn fg )dx > 0, setze p := *—————. Daraus folgt (7.3).

fg x)dx
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2. ist ein Nebenprodukt beim sogenannten Riemann-Stieltjes-Integral (siehe spéter).

Alternativer Zugang zum R-Integral

Unser bisheriger Zugang ist nur fiir reellwertige Funktionen, nicht fiir komplexwertige, vektorwertige
Funktionen, etc. geeignet. Sei Z := {a = 29 < 21 < ... < x, = b} eine Zerlegung von [a,b] und I} :=
[z, zr11] und (&) ein System von Zwischenpunkten, d.h. & € I. Bilde folgende Summen:

n—1

e Zwischensumme S(f, Z) := ‘Zo F&) (i1 — x4)

n—1
e Obersumme O(f, Z) := <sup f(x)) (xig1 — ;)
i= zel;
0 €
:M.L

e Untersumme U(f, Z) := "gl <mf f(z )) (@is1 — )

z€l;
—_—
=m;
by b
Dann gilt mit unseren alten Begriffen: [ f(z)dx = me (f, 2), | flx)de = sup U(f,Z2)
a

oF

Mit den Zwischensummen gilt: f ist R-integrierbar genau dann, wenn fiir jede Zerlegungsfolge (Z,)
mit 7(1,,) = grofte Teilintervalllinge (,Feinheit) von Z,, — 0 gilt: S(f, Z,,) hat fiir beliebige Zwischen-
punktsysteme einen Grenzwert, welcher von Z,, mit n(Z,) — 0 und von den Zwischenpunktsystemne
unabhéngig ist.

b
Dann gilt: f flx)dz = hm S(f, Z). Das Integral ist hierbei i.A. keine Zahl, sondern ein Element als
dem Werteberelch W(f )

7.2 Hauptsatz (Fundamentalsatz) der Differential- und
Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist das wichtigste Instrument zur Berechnung
von Integralen. Der folgende Satz ist dabei ein bedeutendes Teilresultat.

Satz 7.13

1. Sei f € R(a,b). Dann ist F, definiert durch F(z) = [ f(t)dt fiir z € [a, b] stetig und F(a) = 0.

a

2. Wenn f stetig ist, ist obiges F' differenzierbar und es gilt F’ = f.

1. f f(t)dt ist wohldefiniert!

2. Dle Integration mit variabler oberer Grenze ,verbessert” also die Eigenschaften (Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit) von f.
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Beweis
Zweckmaéhig ist folgende Bezeichnung: (c, d) sei das abgeschlossene Intervall mit den Grenzen ¢ und d,

[e,d] (e <d)

unabhéngig von deren Ordnung. Also ist (¢, d) :=
[d,c] (c>d)

Zu 1.: F ist in x stetig, denn

z+h z+h
|F(z +h) — /f t)dt — /f w/f(t)dt < <t€<i1;1t>+h>|f(t)|> - |h]

Zu 2.: f ist in ¢ stetig, d.h. Ve > 0:30 > 0:Vz € [a,b], |z — 20| < :|f(z) — f(zo)| <€
Das bedeutet im Speziellen Vt € (x, o) : |f(t) — f(z0)| < & (da |t — zo| < 0) (%)
Beachte ferner:

/f(xo)dt = f(zo) - (x — o) und F(z) — F(x¢) = /f(t)dt - /f(t)dt = /f(t)dt (xx)

T

Fx)— F F(x) — F(xo) — f(zo)(z — 2 o 1
’ (x;_m0($0) _f(xo)‘ :‘ <I> (127>_;O(10)(1 10) (:) P /[f(f) —f(LI,'())]dt
fir | — x| < ¥ [z — @o| _
S(bzw.té(m,m))‘ T — xo /’f flzo)ldt| < & o —xo|

= F'(x0) = f(z0)

Wir haben sogar mehr gezeigt: In allen Punkten xy € [a,b], in denen f stetig ist, ist F' differenzierbar
und F'(z9) = f(z0)-

Definition 7.14

Eine Funktion F heift Stammfunktion von f auf [a,b], wenn F'(z) = f(z) Va € [a, b)].

Der Satz 7.13.2 besagt also: Stetige Funktionen besitzen eine Stammfunktion.

Lemma 7.15

Sei F' auf [a, b] eine Stammfunktion von f. G : [a,b] — R (G differenzierbar) ist genau dann Stamm-
funktion von f, wenn F' — G = const. in [a, b].

Beweis
Wenn F' — G = ¢ konstant ist, dann ist die Ableitung (F — G)' = F' — G’ =0, also F' = G’ = f. Die
Riickrichtung ergibt sich in volliger Analogie.

|
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Theorem 7.16 Haupt-/ Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Sei f auf [a,b] stetig und G eine beliebige Stammfunktion von f. Dann folgt:

b

[ 161t =60) - 6(0) = G@L;

a

Beweis

Seien f und F' wie im Satz 7.13 (d.h. F(z) = ff(t)dt), also ist F' eine Stammfunktion von f und
F(a) = 0. F ist Stammfunktion. Nach Lemm; 7.15 gibt es ein ¢, sodass F(x) = G(x) + c¢. Da
0= F(a) =G(a)+c, ist c = —G(a). Also ist F(b) = fbf(t)dt =G(b) + c=G(b) — G(a).

Diskussion der Ergebnisse

1. Stetige Funktionen sind R-integrierbar und haben eine Stammfunktion, also kann das R-Integral
nach dem Hauptsatz beschrieben werden.

2. Bei unstetigen Funktionen wird es problematisch:

Beispiel 7.4

f(x):{o —-1<z<0

1 0<2<1

1
Natiirlich ist f € R(a,b), denn [ f(z)dz =1 (aus Definition). Allerdings hat f auf [—1, 1] keine Stammfunk-
51

tion F, denn es miisste gelten: F’ = f. Dann wére aber fiir F’ der Zwischenwertsatz verletzt.

Beispiel 7.5

Fla) = T xsin% x>0undf(x): % wsin%—%sin x>0
0 x=0 0 z=0

F ist eine Stammfunktion von f in jedem Intervall [0,b] mit b > 0, f ist aber nicht R-integrierbar in [0, b], da
f nicht beschréankt ist.

1

x

Bezeichnungen

Wenn f stetig ist und F' eine Stammfunktion von f ist, dann schreibt man [ f(¢)dt = F+C oder [ f(¢)dt =
F und nennt F bzw. [ f(t)d¢t unbestimmtes Integral von f (auf [a, b]). Eigentlich ist das unbestimm-
te Integral (auf [a,b]) die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f (auf [a,b]). Manchmal nennt man

b
[ f(z)dz bestimmtes Integral und C' Integrationskonstante.
a

Warnung: Man achte immer darauf, in welchen Intervallen die Betrachtungen giiltig sind.

7.3 Integrationsmethoden

Beispiel 7.6 trivial

3

Fir z > 0 ist f(x+ﬁ)2dx:f(x2+2\/5+%)dx:%Jr%:c%JrlongrC’.
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Partielle Integration
Unter Ausnutzung der Produktregel (uv) = u'v + uv’ ist
/(uv)/dx = /u’vdx + /uv'dx = Juw'de = = [u'vd
Ju'vdz = wv — [w'dx
b

b
Fiir das Riemannintegral auf [a, b] ist etwa [wv'dz = uv|Z — [Wvdz.
a a

Beispiel 7.7 Stammfunktion des Logarithmus

Wir wenden einen Trick an. Fir alle 2 > 0 ist

/logxdx:/1-logxd:v:x-logx—/x~(logx)'dx:x~logm—x+0

Substitutionsregel

Diese Regel nutzt die Kettenregel F'(u(x)) = (F ou)'(x) - v/(x) fiir stetig differenzierbare F,u. Sei F
eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

/ (Fou) (z)dz / Fu(@)) - o (x)de = / Fu()) - ' (z)da

| —
=F(u(z))

Fiir das bestimmte Integral folgt:

b

b
/ﬂmmmmwx=/Fwwwwszw»—ﬂww>

a

I
—
i
=

Symbolisch ist «/(z)dz = $%dz = du.

Beispiel 7.8

Wir bestimmen [ Ifildx und das entsprechende bestimmte Integral in den Grenzen [1,2] mithilfe der Sub-
stitutionsregel. Mit u(z) = 22 + 1 und f(z) = £ ist f(u(z)) = x%u und ' (x) = 2z. Eine Stammfunktion von
fist F mit F(z) =log Z (fir z > 0).

2z
_ 2 _ 2
F(u(x)) =log(z= + 1), d.h. / o 1dx =log(z“ + 1)+ C Va

Das bestimmte Integral ist

2 1422=5

2x du 5
/mdx: / 7zlogu|2:log5—log2

1 14+12=2

Alternative Formulierung der Substitution

b
Wir suchen [ f(z)dz und substituieren dazu x = w(t) mit der stetig differenzierbaren, bijektiven
a
Funktion u : [a, 5] — [a, b].
b u™! (b)

[t@ae= [ ruon

a w(a)
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Beispiel 7.9

.
Das Integral [ v/r?2 — z2dz ist zu bestimmen. Setze z :=r - sint, also do = r - cos dt.
e

jus
2

. z
/\/r2 —22dz = / Vr2 —r2.sin?t-r - costdt = r? / cos? tdt = grz
—Tr

e
[NE)

Integration rationaler Funktionen

Suche [ g%g dzx fiir Polynome p und q.

1. Schritt: Wenn der Grad von P grofer oder gleich dem Grad von @ ist, fiihrt man zuerst eine
Polynomdivision mit Rest durch. Es entsteht ein Polynom und eine neue rationale Funktion, des-
sen Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist. Im folgenden kénnen wir daher o.E.d.A. nur rationale
Funktionen betrachten, fiir die diese Relation gilt.

2. Schritt: Jetzt wenden wir die Partialbruchzerlegung an. Seien x1, ...,z die Nullstellen von @) mit
den Vielfachheiten aq,...,ay, also Q(x) = (z — x1)* - ... (x — z)*. Nach dem Satz iiber die
Partialbruchzerlegung ist also

k
P(z)  Aj Al Af Ady
= e/ 4+ ...+ e
Qlx) z—x (r —xp)™ T — Tk (x — xp )
Beispiel 7.10
Sei R(x) = ggg = z(iﬂ)% also sind die Nullstellen von @ x1 = 0 mit a1 = 1 und o = 1 mit o = 2. GeméiR

dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung macht man folgenden Ansatz:

r+1 a b c
R@):th)z:;*(x_nzm_l S

a,b, c sind zu bestimmen. Hier fiihrt immer Koeflizientenvergleich zum Ziel: Durch Multiplikation beider
Seiten von (1) mit Q(z) = z(z — 1)? erhilt man:

z+1=a(r—1)2+bx+cx(xr—1)

Nun bringt man alles auf eine Seite und ordnet nach den Potenzen von z:

a—1=0 a=1
(a+c)z?+(b—2a—c—Dz+(a—1)=0=>b—-2a—c—1=0p = b=2
a+c=0 c=-1

Es existieren viele verschiedene Methoden neben dem Koeffizientenvergleich, um Partialbruchzerlegung her-

zustellen.
x+1 1 n 2 n 1
rz—-1)2 2 (z—12 z-1

Es kénnen auch komplexe Nullstellen von @) auftreten.
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Beispiel 7.11

1 a b c
R(z)= ———<=—
(z) x(x2+1) = z+i x—1i
a, b, c ergeben sich durch Koeffizientenvergleich: a = 1,b = ¢ = —%. Um die Integration zu vereinfachen,

beseitigen wir komplexe Anteile.
1 1 1 1 1 1 /xz—i4+x+1 1 T
R(z) = - — = S U N N [ S
(z) x 2(m+i+x—i) x 2<(x—z)(x+z)> x  x2+1

Reelle Nullstellen bereiten in der Integration keine Probleme. Bei einer komplexen Nullstelle A der
Vielfachheit « hat Q immer auch die Nullstelle A der Vielfachheit o (da die Koeffizienten von @ reell
sind). Es folgt:

(z—=Nz-N) =22 A+Nz+ [MA*=22— (2Re Nz + |\? = 2% +pz +¢
N————

>0 Vzx

= [@=N@-N]" =@ +pr+q)° V8

Indem man jeweils die Nenner (z —A)? und (z — X)? zusammenfasst, erhilt man nur reelle Ausdriicke.
In der Partialbruchzerlegung fithrt dies also auf Anteile der folgenden Art (mit reellen A; und B;:

Ayx+ By Aox + Bo " Apx+ By,
?+pr+q (@2+pr+q? T (22+pr+gm

(+)

Beweis
Sei Q(x) = (22 + px + ¢)™ - Q1(7), sodass Q1(x) nicht mehr durch 2% + pz + ¢ teilbar ist. Man kann
zeigen, dass ein Polynom Pj(x) mit reellen Koeffizienten existiert, sodass

P(x) _ P(x) __ Mz+N Py(x)
Qx)  (?+pr+qmQi(r) (2®+pr+qg™ (22 +pr+q)"Qi(2)

(%)

Die sukzessive Anwendung von () liefert den Anteil (+).
]

3. Schritt: Integriert man nach Beseitigung komplexer Anteile die einzelnen Terme der Partialbruch-
zerlegung, so hat man Stammfunktionen der folgenden Art zu bestimmen:

1. Einfache reelle Nullstellen:

A Al — >
/ dz = Alog|z —a| = og(x—a) w>a
T—a A-logla—z) z<a

2. Mehrfache reelle Nullstellen: (Beachte > a und = < a.)

A A 1
/(x—a)mdx:_m—l‘(x—a)m—l (m>1)

3. Einfache komplexe Nullstellen: (durch Substitution z + £ =t)

/ Ax+ B d Al (2+ n )+2B—Ap " 2z +p
————dx = = log(z® + pr + q) + ——— arctan —————
x2+px+q 2 & w/4q_p2 1/4q_p2
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4. Mehrfache komplexe Nullstellen: (mit ¢t =z + £, a? = #)

/Ax—i—Bd_Al 1 BAp/dt
@ tprtqm  2m—1 (+a2)yn] 2 (t2 — a®)m

Das rechte Integral kann rekursiv berechnet werden.

P(x)

Hat man [ o) dx berechnet, dann gilt diese Gleichung in allen Intervallen der z-Achse, die keine Null-
stellen des Nennerpolynoms enthalten.

Beispiel 7.12

P(x) z+1 1 2 1 / z+1
= ==+ - =

Qz) =z(x-12 2z (z-12 z-1 z(x—1)

Hierin stehen alle Stammfunktionen in verschiedenen Intervallen, die weder 0 noch 1 enthalten.

2
sdz =log|z| + —— —log|z — 1|+ C
z—1

7.4 Typische Anwendungen des Riemann-Integrals

Zu Anwendungen wie Arbeit im Kraftfeld oder Bogenldnge von Kurven siehe spétere Kapitel.
Fliacheninhalte

Sei M C R2. Was soll unter dem (2-dimensionalen) Inhalt von M (also dem Flicheninhalt) verstan-
den werden? Man postuliert dazu: Einfache Mengen @) (Quadrate, Rechtecke) sollten als Inhalt den
elementargeometrischen Inhalt (,Lédnge mal Breite*) haben. Solche @ nennt man zweidimensionale
Intervalle. Den Inhalt von @ bezeichnet man als |Q|.

n
Dann bilde Intervallsummen M := J Q; mit den Intervallen Q;, sodass Q; und Q; fiir i # j keine
i=1

n
gemeinsamen inneren Punkte haben. Dann ist | M| = > |Q;|.
i=1
Eigenschaften
1. My C My = |M;| < |Ma| (Monotonie)

2. Wenn M = M; U My, wobei M; und M keine gemeinsamen inneren Punkte haben, dann ist
|M| = |My| + |Ma|.

Sei A C R? eine beliebige Menge. Was soll |A| sein? Betrachte alle Intervallsummen J, K mit J C A C
K. Betrachte dann sup |J| und inf |K|. Wenn sup |J| = inf |K|, dann setzt man |A| := sup |J| =
JcA K>A JcA K>A JcA

I}an |K| und nennt A quadrierbar bzw. Jordan-messbar.
)

Beispiel 7.13

Eine Menge aus Punkten ist i.A. nicht Jordan-messbar: I}an |K| =0, sup |J| existiert nicht.
o JCA

Beispiel 7.14

Die Menge aller Punkte mit rationalen Koordinaten im Einheitsquadrat ist nicht Jordan-messbar:

inf |K|=1,sup |J| =0 oder existiert nicht (je nach Supremumsdefinition).
K>A JCA

Nun kann man den Inhalt einer Menge zwischen dem Graphen einer Funktion und der x-Achse be-
stimmen:
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b
1. f(z) > 0Vz = |A| = [ f(z)dz - Die Intervallsummen entsprechen den Ober- und Untersummen.

2. Im allgemeinen ist |A| = jl |f(z)|dz = jf*’(:c)da: + fdf_(x)daf.

7.5 Uneigentliche Integrale

Der Riemann’sche Integralbegriff wird auf unbeschrinkte Integranden und Integrationsintervalle er-
weitert.

7.5.1 Unbeschrdankte Integranden

Definition 7.17 Unbeschranktheit des Integranden in einem Punkt des Integrationsinter-
valls

Fiir die Funktion f liege einer der folgenden drei Félle vor:

(a) fistin (a,b] definiert und fiir alle n € (0,b — a) in [a 4+ 1, b] Riemann-integrierbar.
b b

Ist lim [ f(z)dz = A, dann setzt man [ f(z)dz := A.
77—>0+0a+77 2

(b) f ist in [a,b) definiert und fur alle n € (0,b — a) in [a, b — 1] Riemann-integrierbar.
b—n b
Ist lig}ro [ f(z)dz = B, dann setzt man [ f(z)dz := B.
n— a a

(c) fistin [a,c)U (c,b] definiert und fiir alle n € (0, min {c¢ — a,b — c}) in [a,c — n] und [c + 7, b]
c—n b
Riemann-integrierbar. Ist lim [ f(z)dz = C; und lim [ f(z)dz = Cs, dann setzt man
n—0+0 o n—>0+()c+,q
b
f f(a;)da; = C1 + Cs.

a

Die so definierten Integrale heiftfen uneigentliche Integrale. Wenn die angegebenen Grenzwerte exis-
b

b
tieren, dann sagt man, das uneigentliche Integral [ f(z)dz konvergiert. Falls [ |f(z)| dz konvergiert,
a a
b

sagt man, dass das Integral [ f(z)dz absolut konvergiert.
a

Beispiel 7.15

b

Betrachte [ ﬁdx mit a € R. o < 0 ist uninteressant, es liegt ein gewohnliches R-Integral vor. Fiir a > 0

ist b kritisch. In [a,b — 1] liegt stets Riemann-Integrierbarkeit vor.
b—n b—n

Fall : a =1= [ ;—dz = log(b— 2)|>™" = log(b — a) — log 7). Daher existiert lig}ro [ 3-dz nicht.
a n— a

b—n b
Fall 2: o #1= [ 7@_190)" dx = —ﬁ (b— 1‘)1_"‘|a "= —ﬁ [nl_o‘ —(b— a)l_o‘] (%)

Fiir @ < 1 konvergiert die rechte Seite von (x) fiir n — 0+ 0 gegen ﬁ(b —a)t~“. Fiir a > 1 divergiert das
Integral.

= Das Integral konvergiert fiir alle o < 1.

Es folgt ein Beispiel fiir die Formulierung eines Konvergenzkriteriums.
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Satz 7.18 Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale

Fiir f, g liege einer der in Defition 7.17 beschreibenen Félle vor. Ferner sei | f(x)| < g(z) Vo € D(f) =
b b

D(g). Wenn [ g(z)dz konvergiert, dann konvergiert [ f(z)dz absolut.

a

a

Beweis Als Beispiel wird der Fall b diskutiert.
b—n
Nach dem Cauchykriterium fiir Grenzwerte von Funktionen (mit lig}r o J ...) gibt es fiir alle e > 0
n— a
ein > 0, sodass fiir alle 71,72 < n (0.E.d.A. no < n1) gilt:
b—n2 b—m1 b—mn2
g(z)dx — / g(x)dz| = / g(x)dz < ¢
a a b—m1
b—12 b—m b—n2 b—np b—n2
[ t@ae— [ saas = | [ swds < [ l@lde < [ glons <
a a —m b—m1 b—m

b—n b
Nach dem Cauchykriterium existiert also ligf}r . [ |f(z)| dz, also konvergiert [ f(z)dz absolut.
n— a a

Der Fall ¢ enthélt fiir den Anfénger eine Falle.
Beispiel 7.16

Betrachte f %dx mit der kritischen Stelle ¢ = 0.

—a

—n a
1 1
it Sde+ [ Zdz| = i [1-*”1‘@:1'1-1 loga — logn) =
’,]Eg}rol/xdr—f—/wdx] i og(—)|_, + logz[, | 0 nigio(ogn oga+loga —logn) =0

—a n

-7
Das Integral ist nicht konvergent, denn nach Definition 7.17¢ miissten die einzelnen Grenzwerte “{Br o 1l %dx
n—0+0_,

a
und lim f %dx existieren, was nicht der Fall ist.

n—0+0

Dennoch hat diese Schlussfolgerung etwas fiir sich.
Definition 7.19
f sei auf [a,c) U (c,b] definiert und auf jedem abgeschlossenen Teilintervall R-integrierbar. Falls

c—n b b b
ligr}ro [ [ f(z)dx+ [ f(z)dz| = A existiert, so definiert man A =: (H) [ f(z)dz =: v.p. [ f(z)dx
n— a ctn a a

und nennt (H) den Cauchy’schen Hauptwert (valeur principale) des uneigentlichen Integrals von
f(x) iber [a, b)].

Beispiel 7.17

(H) [ Lde=0

—a
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7.5.2 Unbeschrankte Integrationsintervalle

Definition 7.20

Fiir f liege einer der folgenden Félle vor: D(f) = [a,00), D(f) = (—00,b] oder D(f) = R. In jedem
Falle sei f iiber jedes komplette Teilintervall seines Definitionsbereiches R-integrierbar (d.h. f ist
lokal R-integrierbar).

Q 00
(a) Falls lim [ f(z)dz = A, setze [ f(z)dx := A.
00— a a

(b) Falls lim ff )daz = B, setze [ f(x)dz := B.

@——00
0 a o0
(c) Falls lim [ f(z)dz =Cy und lim [ f(z)dz = Cy (Va € R), setze [ f(z)dz = Ci + Cs.
e—00y, g——00

-0 %

Man sagt dann, dass die entsprechenden Integrale als uneigentliche Integrale konvergieren. Wenn
die jeweiligen Integrale tiber |f(z)| konvergieren, dann heifen die uneigentlichen Integrale absolut

oo
konvergent. Fiir den Fall ¢ ist wieder der Cauchy’sche Hauptwert definierbar: (H) [ f(z)dz =
—0o0

lim f f(x)dz, falls dieser Limes existiert.
0—00 *

Beispiel 7.18

o . .. ..
= = [z@ 1” ﬁ {9“171 — aal,l]. Dieser Grenzwert existiert nur fiir o > 1, dann

l—«

o0

Zu berechnen ist [ % mit a > 0.
a
14

0
Fir a # 1 ist f

i 1 1
ist f de = E . go—T°
a

Das Majorantenkriterium kann fiir unbeschrinkte Integrationsintervalle fast wortlich iibernommen

werden.

7.6 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Motivation

Auf der z-Achse liegen in den Punkten x1,...,x, Massen myq,...,m, mit der Gesamtmasse M =
my + ...+ my. Der Schwerpunkt ist X, = ﬁ (my-x1+ ...+ my - x,). Nun moge im Intervall [/, b']
irgendwie (kontinuierlich oder diskret) Masse verteilt sein. Gesucht ist der Schwerpunkt des Systems.

Dazu betrachten wir ein Intervall [a, b] mit a < o’ und ' = b, und die Massenverteilungsfunktion m(z)
mit m(a) = 0. m(x) = die in [a, 2| enthaltene Masse und m(b) = M. (Dadurch wird wegen a < a’
eine evtl. in @’ liegende Masse richtig erfasst.) Fiir a < a; < by < b ist m(b1) — m(ay) die in (aq, by]

enthaltene Masse.

Sei nun Z = {zg=a <z < ... <z, = b} eine Zerlegung von [a,b] und & = (&1,...,&,) mit z;_1 <
& < x; ein System von Zwischenpunkten von Z. Dann scheint es natiirlich zu sein, den Punkt

= Y G @) — o) (1)
k=1
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als Naherung fiir den Schwerp. zu betrachten. (7.5) erinnert an die Riemann’schen Zwischensummen.
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] und d(Z) = mgx[wk — xj_1| die Feinheit dieser Zerlegung. Eine
Zerlegungsfolge (Z,,) heifst Zerlegungsnullfolge, wenn d(Z,,) — 0.

Definition 7.21

Seien f, g auf [a, b] definiert und reell. Z = {zg =a < 21 < ... < z,, = b} sei eine Zerlegung von [a, b]
und £ = (&1, ...,&,) mit & € I, = [xp_1, zx] ein Zwischenpunktsystem.

Unter der Zwischensumme (Riemann-Stieltjes-Summe) von f bzgl. g zur Zerlegung Z und dem
Zwischenpunktsystem ¢ versteht man die Summe

0rg(Z,6) Zf &) | — g(xr_1)]

f heift iber [a,b] R-integrierbar bzgl. g, falls fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,) und beliebige &
der Grenzwert lim oy 4(Z2,) existiert. Dieser Grenzwert heift Riemann-Stieltjes-Integral (RS-
n—oo

b b
Integral) von f bzgl. g tiber [a,b]. Man schreibt [ f(z)dg(z) oder kurz [ fdg.

Rechenregeln fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

Wir setzen voraus, dass die jeweiligen Integrale existieren. Das Riemann-Stieltjes-Integral ist in f und
g linear, also

b

b b b b b
/(a1f1+042f2)d9=041/f1d9+042/f2d9 und /fd(ﬁlgl + B292) Zﬁl/fd91+ﬁ2/fd92

a

(Dies folgt direkt aus der Definition, da die Zwischensummen ebenfalls in f und g linear sind.) Aufser-
dem lésst sich das Integrationsintervall zerteilen: Fiir a < ¢ < b ist

/bfdgz/cfngr/bfdg

Die partielle Integration kann analog formuliert werden: Wenn f bzgl. ¢ integrierbar ist, dann auch g
bzgl. f und es gilt

b b
/ f(@)dg(z) = [f@)g(@) — / g(2)df (x)

Beweis
Sei Z eine Zerlegung von [a,b] und £ = (&1,...,&,) ein Zwischenpunktsystem von Z. Wir formen
die Zwischensummen um. Dazu bilden wir mit &y := a und &,41 = b eine neue Zerlegung mit den

Zwischenpunkten x; bilden.
> F&) [9(an) — g(x—1) Zg k) [f(€kv1 — F(&)] + 9(0)f(B) — g(a) fla)  (xx)
k=1

Wenn (Z,,) eine Zerlegungsnullfolge ist, dann bildet auch das zugehorige (Z],) auch eine solche, da

stets d(Z]) < 2d(Z,) gilt. Das heifst, beide Seiten von (xx) haben entweder gleichzeitig einen Limes
oder nicht. Wenn der Limes existiert, gilt die angegebene Formel.
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Riickfiihrung von RS-Integralen auf normale Integrale

Sei f € R(a,b) und g € C(a,b) (es reicht auch die Existenz und Riemann-Integrierbarkeit von ¢’ in
b

la, b]). Dann existiert [ fdg und es ist

st

b
Umgekehrt: Fiir f € R(a,b) und stetiges h lésst sich [ f(z)h(z)dz als RS-Integral schreiben:

b b T

[ t@ht)s = [ fapago) mic go) = [ )y

a a a

Beweis
Wir zeigen den ersten Teil. Dazu seien Z, £ wie iiblich definiert. Mit dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung folgt (mit ng € (zg,, xx):

> (&) lo(xr) — glzr) Zf &k)g Ty — Tp—1)
k=1
(&) = FOm)) o' () (ex — 1) + > FOm)g (mi) (wh — wp1)
k= k=1
Links steht die Zwischensumme o 4(Z), rechts als zweiter Summand die Riemann’sche Zwischen-
summe o(fg’, Z). Setze nun My :=  sup  f(z) und my := [inf ]f(ac) Dann folgt aus obiger
r€[TK,xK—1] TE|T,Th—1
Gleichung:
[o01.4(2) = o (£, 2)] = >_ (( ) 9 (1) (k= w1-1)
k=1

3

n

|F(&k) — Fm) | (me) | (zr — 1) < e Z(Mk —my)(z — 2p_1) =: 7(2)
k=1 k=1

Die letzte Summe entspricht der Differenz von Obersumme und Untersumme von f zur Zerlegung Z.
Da f € R(a,b), ist 7(2Z,) — 0 fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,), d.h. 054(Z2,) — o(fd', Z,) — 0.
[ ]

Fundamentalungleichung fiir Riemann-Stieltjes-Integrale

b
/ f(w)da| < ( sup f(a:)r) (b—a)
; z€[a,b]

Betrachte nun die Riemann-Stieltjes-Zwischensummen:

Fiir Riemannintegrale gilt:

n

< sup |f(@)]- ) lg(er) —gler—1)l (%)

z€a,b] =1

Zf &) | — g(zg-1)]
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Uber die rechte Seite weif man zuniichst nichts. Damit fiihrt (%) sozusagen zu einer neuen Klasse von
Funktionen.

Definition 7.22

Eine Funktion g heift von beschrinkter Variation auf [a, b], wenn es eine Konstante M > 0 gibt,
sodass fiir jede Zerlegung Z von |[a, b] gilt:

V(g,2):=> lg(zx) — glwe—1)| < M
k=1

Man nennt V(g) := sup V (g, Z) die totale Variation (Totalvariation) von g auf [a, b].
z

Direkt aus der Abschétzung () erhédlt man den folgenden Satz.

Satz 7.23

b
Sei f auf [a,b] beschréinkt und g von beschrinkter Variation auf [a,b], sodass [ fdg existiert. Dann

a

gilt:

b
/ f(z)dg(z)| < ( sup If(x)l) V()

Die Menge aller Funktionen von beschrankter Variation ist groft: Alle Treppenfunktionen, alle mono-
tonen Funktionen und alle stetig differenzierbaren Funktionen gehéren dazu. Aber: Stetigkeit allein
reicht nicht aus.Man kann zeigen: f ist von beschrankter Variation genau dann, wenn f als Differenz
zweier monotoner Funktionen darstellbar ist.

Beweis zur Beschranktheit der Variation monotoner Funktionen
Sei g (0.E.d.A.) monoton wachsend. Dann ist:

n n

> lg(ar) = gl@e—1) | = lg(zx) — glar—1)] = g(b) — gla) = V(g)
k=1 >0 k=1
|
Satz 7.24 Existenzsatz fiir RS-Integrale

b b
Wenn f stetig und g von beschriankter Variation auf [a, b] ist, dann existieren [ fdg und [ gdf.
a a

b b
— Fiir g(z) = z mit x € [a,b] ist [ fdg = [ fdx ein gewShnliches Riemann-Integral.

b
— Fiir g = c auf [a,b] ist [ fdg =0.
a
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Satz 7.25 Mittelwertsétze fiir RS-Integrale

b
1. (1. Mittelwertsatz) Wenn [ fdg existiert und f auf [a, b] beschrénkt, dann gilt:
a

b
3 € [inf £,5up f] : / fdg=plo®) - g(@)]  (7.6)

Ist f stetig, dann existiert auf Grund des Zwischenwertsatzes ein ¢ € [a, b] mit
b
[ 5= 10 s® - g(@)

2. (2. Mittelwertsatz) Ist f monoton wachsend und g stetig auf [a, b], dann existiert ein ¢ € [a, b]
mit ,
(&}

/fdg—f(a)/ngrf(b)/bdg

a a

Beweis

1. Mit m:= inf f(z)und M := sup f(x) folgt natiirlich m < f < M.

z€[a,b] x€|a,b]
b b b b
/ mdg =m / dg = m [g(b) — g(a)] < / fdg < / Mdg = M [g(b) — g(a)
fbfdg

Hieraus folgt (7.6) direkt fiir p:=

FOROR
2. Wende partielle Integration an:

b

b
/ fdg = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / gdf

a

Auf das letztere Integral wenden wir den ersten Mittelwertsatz an und beachten die Stetigkeit

von g.

b
3 € [a,b] / gdf = g(e) [f(b) — f(a)]

- / fdg = F®)gb) — f(a)g(a) — g() [f(b) — F(a)]
— £(@) - [g(e) — gla)] +£() - [9(8) — 9()] = (7.7)
:afdg :cfbdg
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Nun koénnen wir auch den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.12) zeigen. Dieser lautete
(mit monotonem f und stetigem g):

b c

/f(w)g(iv)dx = f(a)/g($)dx+f(b)/bg(iﬂ)dfv

a a

Beweis
x
Setze G(z) := [ g(t)dt. Da g stetig ist, ist G(z) in (a,b) differenzierbar, denn G’ = g. f ist monoton,
a
b

also von beschrénkter Variation auf [a, ], also existiert [ fdG.
a

b b b

Sei f : I = [a,b] — R™ eine Funktion mehrerer Variablen, also f = (fi,..., f,)?. Dann kann man iiber
b

den Zugang zum Riemannintegral iiber Zwischensummen [ f(¢)d¢ erkléren als
a

b b b T
/f(t)dt: /fl(t)dt,...,/fn(t)dt

Also ist f R-integrierbar, wenn alle f; (i = 1,...,n) R-integrierbar sind.

Satz 7.26 Dreiecksungleichung fiir Integrale
Sei f : [a,b] — R™ stetig. Dann gilt:

b

b
/ f(t)dt] < / 1F@) e

a

Beweis
Seien Z ={a =1ty <t; <... <ty = b} eine Zerlegung von [a, b] und ¢, entsprechende Zwischenwerte.
Die Zwischensumme ist von der Gestalt

m

or(Z) = Z F) i — i)

=1
Aus beiden Seiten betrachten wir die Norm und wenden rechts die Dreiecksungleichung an:

m

D —ti)

=1

los ()]l =

<SSO FEE =t = DO FE]] - i)
=1 i=1
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Betrachte nun eine Zerlegungsnullfolge (Z,,), also konvergiert auf der linken Seite

b

01 (Z0) — / f(t)dt

a
und aufgrund der Stetigkeit der Norm ist

b

- / F(t)dt

a

lim o (Z,)] = | lim o4(2,)

b
Also konvergiert fiir Z,, die rechte Seite gegen [ || f(¢)]| dt.
a
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8 Kurvenintegrale

8.1 Wege und Kurven

Der Kurvenbegriff ist schwierig. Man mdéchte zwischen dem ,,geometrischen* Gebilde Kurve und dem

,Entstehungsweg* unterscheiden.

Definition 8.1

1.

Ein Weg (¢, I) in R™ ist eine stetige Abbildung ¢ : I — R™ (I = [a, b]). Die kompakte Bildmenge
C := (1) heilt Spur des Weges ¢ und ¢ heikt auch Parameterdarstellung von C. Der Weg
heift geschlossen, wenn ¢(a) = ¢(b), d.h. Anfangs- und Endpunkt von C' stimmen tiberein.

. Eine Teilmenge C' C R" heifit Kurve (C*-Kurve), wenn es einen injektiven (C*-)Weg (¢, I)
gibt, dessen Spur ¢(I) = C ist.

. Eine Kurve C' heifit glatt oder regulir, wenn es eine zugehérige stetig differenzierbare Para-
meterdarstellung (o, I) gibt mit ¢'(¢) # 0Vt € I. Dieser Weg heifit auch glatt bzw. regular.

Bemerkung

1. Injektive Wege heifien auch Jordanwege, die zugehorigen Kurven Jordankurven. Man lésst bei

geschlossenen Wegen und Kurven eine nicht injektive Stelle zu.

. Wenn ¢ die Parameterdarstellung einer glatten Kurve ist, dann ist ¢’(¢) der Tangentialvektor an C

in o(t).

. Zusammensetzen von Kurven und Wegen: Seien (g, Ix) mit k = 1,...,n gegebene Wege, sodass

der Endpunkt von ¢; jeweils der Anfangspunkt von ;1 ist. Dann ist auf natiirliche Weise ein Weg
© = Q1,...,p, definiert. Fiir die zugehdrigen Kurven Cj, schreibt man C = C; & ... ® C,,. Meist
kann man erreichen, dass ¢ auf einem Intervall [ = I; U ... U [,, definiert ist, die I keine inneren
Punkte gemeinsam haben und ¢ insgesamt injektiv wird.

. Ein Weg heifit stiickweise glatt, wenn er bis auf endlich viele Punkte glatt ist. Dann kann man

den Weg als Summe von glatten Wegen darstellen. Analog fiir die zugehorige Kurve.

. Zur gleichen Kurve kénnen natiirlich viele (injektive) Wege gehoren. Auferdem kann zu einer glatten

Kurve durchaus eine nicht glatte Parameterdarstellung gehoren.

Vereinbarung

Wir benutzen den Begriff des Weges (bzw. der Parameterdarstellung), falls nicht anders gesagt, immer

im Sinne injektiver Wege bzw. Parameterdarstellungen.
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Beispiel 8.1

1. Seien A, B € R™ mit A # B. Die Strecke AB ist eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung:

©:[0,1] > R™ p(t) = A+ (B — A)

2. Polygonziige sind stiickweise glatte Kurven.

e

Graphen von Funktionen sind Kurven. Fiir f : [a,b] — R ist die Kurve C = G(f) = {(t, f(¢)) : t € [a,b]}
der Graph von f mit der Parameterdarstellung ¢(t) = (¢, f(t))?.

Durch t +— (tcost,tsint)? fiir ¢ > 0 ist die Archimedische Spirale definiert.
Der geschlossene Weg ((t) = (cost,sint)? mit I = [0, 27] stellt den Einheitskreis dar.

©(t) = (rcost,rsint, h-t)T ist die Parameterdarstellung einer Schraubenlinie.

o o

Die Zykloidenkurve mit der Parameterdarstellung ¢ — (t—sin¢, 1—cost)? ist nicht glatt, aber stiickweise
glatt.

Parametertransformation

Die gleiche Kurve kann verschiedene Parameterdarstellungen haben; das bedeutet anschaulich: C' kann
in unterschiedlichen Richtungen oder in verschiedenen Geschwindigkeiten durchlaufen werden.

Definition und Satz 8.2

Seien (g, I) und (v, J) zwei Parameterdarstellungen derselben Kurve C, d.h. C' = ¢(I) = ¢(J). Dann
existiert genau eine stetige und streng monotone Bijektion h : J — I mit ¢ = @ o h. Sind ¢, 9 glatt,
dann ist h stetig differenzierbar und A’ # 0. h nennt man dann auch Parametertransformation
(zwischen den Parametrisierungen).

Zum Beweis setze h := ¢! 0 4.

Die Menge aller Parameterdarstellungen (z.B. die stetig differenzierbaren) zerfallt in zwei Klassen. In
jeder Klasse liegen alle diejenigen, fiir die das zugehorige h monoton wachsend ist (B > 0). Fiir ¢, v
aus verschiedenen Klassen ist & monoton fallend (b’ < 0).

Definition 8.3

Unter der Orientierung (bzw. dem Durchlaufsinn) von C' versteht man die Festlegung auf eine dieser
Aquivalenzklassen (¢ ~ v < h monoton wachsend), die man dann positive Parameterdarstellun-
gen nennt. Entsprechend nennt man Parametertransformationen h mit A’ > 0 positiv. Fiir A’ < 0
spricht man von der Anderung des Durchlaufsinns.

Wenn man eine Parameterdarstellung (¢, I) hat, kann man daraus eine Parameterdarstellung (¢, I)
erhalten, die den Durchlaufsinn &ndert:

I=[a,b]=¢ (t) =pla+b—1) ( _

Weg- und Kurvenlange

Wir beginnen mit dem Begriff der Weglédnge (nicht nur fiir injektive Wege). Sei ¢ : [a,b] — R™ ein
Weg und Z2 = {a =1ty <t; <...<t, =b} eine Zerlegung von [a,b] mit den zugehdrigen Punkten
() = ©(t;) im R™. Die Idee ist, den Weg durch einen Polygonzug Pz zu approximieren. Genauer: Der
Weg wird auf [t;, ;1] durch diejenige Funktion angenihert, die die Strecke zwischen z(®) und z(+1)
beschreibt. Die Lange des Polygonzuges wird dann wie folgt definiert:

£(Pz) = Y o) =0 = S hett — st 8)
i=1 i=1
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Definition 8.4
Unter der Lénge L(p) eines Weges (¢, [a,b]) versteht man L(p) := sup L(Pz). Der Weg ¢ heifst
z

rektifizierbar, wenn L(p) < co.

Wir schreiben (8.1) ausfiihrlich:

r

L(P Z leo] tim1)[?

Beachtet man die Abschiitzung \/a? + ...+ a2 < |a1|+...+ |an], so gilt, wenn die Komponentenfunk-
tionen ¢; von ¢ von beschrankter Variation sind:

Z\% — @j(ti1)| < L(Pz) < ZZI% —@ilti)| Vi (%)

7j=1 =1

<VE(w))

Satz 8.5

Der Weg ¢ : [a,b] — R™ ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Komponentenfunktionen von ¢ von
beschréankter Variation sind.

Das bedeutet insbesondere: Stetig differenzierbare (also auch glatte) Wege sind stets rektifizierbar.
Natiirlich ist die Summe bzw. die Einschrankung rektifizierbarer Wege wieder rektifizierbar.

Weglidngenfunktion

Sei ¢ : [a,b] — R™ rektifizierbar. Definiere s : [a,b] — Ry wie folgt:

0 t=a
s(t) == { B
L(QO, [aat]) - L(SO‘[a,t}) te (CL, b]

Das heifst, s(t) ist die Lange des auf [a, t] eingeschrinkten Weges, insbesondere s(b) = L(p).
Satz 8.6 Eigenschaften der Wegléangenfunktion

1. Ist (¢, [a, b]) rektifizierbar, dann ist s monoton wachsend und stetig. Fiir injektives ¢ ist s streng
monoton wachsend.

2. Wenn ¢ auf [a, b] stetig differenzierbar ist, dann ist s auf [a, b] stetig differenzierbar und es ist
s'(t) = ||¢'(t)]]. Also gilt:

:/ng’(T)HdT:/\/90’1(7')2+...+g0’n(7')2d7

Insbesondere ist L(y) f |’ (7)|| d7. Diese Formel gilt auch noch fiir stiickweise stetig

differenzierbare Wege: Fiir ¢ = <p( )@ ... ® o™ ist L(p) = L(eM) + ... + L(™).
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Beweis

1. Die Monotonieaussagen lassen sich sehr leicht zeigen. Die Aussage iiber die Stetigkeit von s
erfordert mehr Kenntnis iiber die Variation stetiger Funktionen.
Satz: Ist g auf [c, d] stetig und von beschrankter Variation, dann ist V,*(g) (die Variation von g
auf [c, z]) eine stetige Funktion von z.

2. Zuerst bemerken wir: Fiir alle [c, d] C [a, b] gilt natiirlich |l¢(d) — ¢(c)|| < L(|. 4)- Dies nutzen
—_—— ?

Liange von ¢(c)p(d)
wir wie folgt: Sei t € (a,b) und 0 < h so, dass t + h < b. (Analog fir h < 0,t+ h > a.) Dann gilt:
lo(t+h) — @)l < (s0.) <s(t+h)—s(t)  (83)

Behauptung: S(Hh,)fs(t) h0 &' (@)l
Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Wende die Dreiecksungleichung fiir Integrale aus Satz
7.26 an.
ty ty
et —slte-ll = || [ ¢ar| < [ eear
k—1 tk—1
n b
2) =Y llelte) - et < [ /()] dr
k=1 g
b
Wir gehen zum Supremum iiber: L(¢) < [ [|¢/(7)|| d7, und wende die Betrachtungen auf gp|[t t+h]

s}

an. Dann folgt:

t+h
(8.3) (t+h

< _h/H(p )|dr (8.5)

= L(‘P'[z t+h] )

Hcp(t +h)— so(t)‘
h

Wende den Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 7.12) mit ¢ = 1 und f(7) = ||¢'(7)]| an

t+

Se = ¢(h),t < E(h) <t+h /y@ HdT_W '/1@17—”90 Dl

t

Fiir h — 0 geht £(h) — ¢ und aus (8.5) folgt unter Beachtung der letzten Gleichung und Anwen-
dung des Sandwichtheorems:

@] < jim D=0 <o) = 0 = )

Jetzt fragen wir: Was soll die Lange der Kurve C sein? Die Idee ist, eine Parameterdarstellung ¢ von C'
zu nehmen und die Lénge von C gleich der Lénge von ¢ zu setzen. Wie {iblich muss man diese Definition
rechtfertigen, d.h. hier die Unabhéangigkeit der Lange von der Parameterdarstellung beweisen.

Definition und Satz 8.7

Sei ¢ eine beliebige Parameterdarstellung einer Kurve C. Unter der Linge von C' versteht man
L(C) := L(p) (L(C) ist unabhéngig von der gewéhlten Parameterdarstellung). C' heifst rektifizier-
bar, wenn L(C) < oo.
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1. Statt eines Beweises: Hat man stetige Wege ¢, 1, die C' beschreiben, so folgt L(y) = L(¢) etwas
miithsam tiber Zerlegungen und die Anwendung von Satz 8.3 iiber den Zusammenhang von ¢ und
1 lber eine monotone Bijektion h. Es gilt stets: L(y) = L(¢~) fiir beliebige Wege ¢, also ist
insbesondere die Léange einer Kurve unabhéngig von ihrer Orientierung.

2. Die Lénge einer Kurve wird in offensichtlicher Weise auf zusammengesetzte Kurven iibertragen:
C=C1®..0C,=L(C)=LICy)+...+ L(Cy)

3. Ist C stetig differenzierbar (d.h. es existiert eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung ¢),
dann gilt nach Satz 8.6:

b
L(C) = / I¢' ()] dt

Beweis Zur Unabhéngigkeit von der Parameterdarstellung fiir stetig differenzier-
bare ¢

Sei ) = poh und t = h(u), also ist 3—5 = h/(u) sowie ¥ (u) = p(h(u)) = ¢(t). Wir betrachten o.E.d.A.

den Fall, dass h monoton wachsend ist, also A" > 0. Durch Substitution und mit der Kettenregel ist:

b d
:>/ng’(t)Hdt:/Hcp’(h(u))H W (u)du

4. Die Bogenlidnge s wird hiufig als ,natiirlicher Parameter bei der Parametrisierung von Kurven
benutzt. Dies soll bedeuten: sei ¢ : [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung von C'. s : [a, b] — [0, L(¢)]
ist die stetig monoton wachsende und stetige Wegliangenfunktion, die Umkehrfunktion zu s = s(t)
sei t = t(s). Dann definiere eine neue Parameterdarstellung ¢ von C: ¥(s) := p(t(s))
¢ hat folgende Eigenschaften:

— Ist o die Weglingenfunktion zu v, dann o(s) = s.
— Falls ¢ stetig differenzierbar ist, dann auch ¢ und es gilt |o/(s)| = [|¢'(s)|| = 1, denn mit der
Kettenregel folgt: o(t) = ¥(s(t)) = ' (¢t) = ¢¥'(s(¢)) - §'(t)
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8.2 Weg- und Kurvenintegrale

Definition 8.8

Sei C eine rektifizierbare Kurve mit der Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R™ und f eine auf C
definierte reellwertige Funktion (i.A. ist f in einer Umgebung von C' definiert). Unter dem skalaren
Kurven- oder Wegintegral von f {iber C versteht man das folgende RS-Integral, falls es existiert:

b
/f@ﬁ&Z/fW@Mdﬂ (3.6)
C a

Im Falle einer C'-Kurve bzw. -Parameterdarstellung ist

b
/ﬂ@@=/fwmﬂwww& (8.7)
C a

Man nennt ||¢'(t)|| dt = ds das skalare Bogenelement.

1. In der Regel ist f stetig. Dann existiert (8.6), da s monoton, also von beschrinkter Variation, ist.

2. Man zeigt wieder: (8.6) ist unabhéngig von der Parameterdarstellung und der Orientierung der
Kurve.

Eigenschaften von skalaren Kurvenintegralen

Sei C' rektifizierbar. Die RS-Integrale iiber f, g mogen existieren.

o [IM(x)+pg(x)ds =\ [ f(z)ds +p [ g(x)ds
C C C

< L(C) ~§gg|f(w)\

[ f(z)ds
C

e Integral iiber zusammengesetzte Kurven = Summe der Teilintegrale

Anwendungen

1. Die Gesamtmasse einer Kurve ergibt sich bei geg. Belegungsdichte ¢ zu M = [ p(x)ds.
C

2. Sei C mit der Dichte o belegt. Gesucht: Schwerpunkt P = (P, ..., P,)T der Kurve C.

1
pi:M/xig(:zl,...,:cn)ds,izl,...,n
C

3. Tragheitsmomente von Kurven

Beispiel 8.2

Gegeben sei ein Parabelstiick C: y? = 27,0 < z < 1. Diese sei mit Masse belegt: o(x,y) = y. Gesucht:
Gesamtmasse. Eine mogliche Parameterdarstellung ist ¢1(x) = x, p2(2) = vV22(=y), 0 <z < 1.

M:C[g(x)dszojy\/wﬁ(x)2+<p'2(x)2dx20/1\/%1/14—;dxzo/lmdx: é (\/ﬁ—l)
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Jetzt sollen vektorielle Kurvenintegrale betrachtet werden.

Definition 8.9

1. Sei ¢ : I = [a,b] — R™ ein (nicht notwendigerweise injektiver) Weg und F = (Fy,..., F,)T
ein stetiges Vektorfeld. Unter dem vektoriellen Wegintegral von F' (ldngs ¢) versteht man
folgendes RS-Integral:

b

/(F(x),d@ :/(Fldxl + .+ Fyday) ;:/<F( /b

@ ® a

) depi(t )]

Ist ¢ € CY(I), d.h. @ ist stetig differenzierbar, dann gilt:

b

[ F@),d) = [[File®) - 610+ ...+ Fulo(t) - h(t)]

© a

2. Sei (C, p) eine orientierte Kurve. Dann versteht man unter dem vektoriellen Kurvenintegral
von F (langs C') das Integral

Dieses RS-Integral kann man wieder als Grenzwert von Zwischensummen erhalten. Eine typische Zwi-
schensumme sieht so aus: Sei Z = {a =19 <t; <...<t, =b} eine Zerlegung von [a,b] mit den Zwi-
schenpunkten ¢, € [tg_1, ).

T

ore(Z) =D (Fle(t)), elty) = olti-1)) = Y Y Fulo(t)) - len(ty) — enlty—)] (%)

Jj=1 j=1k=1

Eigenschaften vektorieller Kurvenintegrale

1. Sind F, G stetige Vektorfelder auf C, dann [ (A\F + pG,dz) = X [ (F,dz) + p [ (G, dz).
C C C

2. Integral iiber zusammengesetzte Kurven = Summe der Teilintegrale

[(F,dz)| <

C

3.

L(C) - sup |F(z)|| — Dies sieht man aus (x), denn
zeC

r

> (Fet), lts) = o(ti-1)) <Z\ < (€SU) < 3 [FGED] - lo(t) - olty)]

j=1 7=1

Das heiftt, fiir alle Zwischensummen ap,cp(Z) gilt

lore(2)] < L(C)'ilelg 1E ()] = /(f(ﬂﬂ),d@ < L(C) -ilelgllF(f)H
C

4. Orientierungsabhingigkeit vektorieller Kurvenintegrale: Seien ¢, zwei dquivalente Parameter-
darstellungen der gleichen Kurve. Dann gilt:

/(F(x),dx> :/(F(a:),dx) und /(F(x),da:) = —/(F(a:),dx)

® P - ®
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Beweis fiir C'-Parameterdarstellungen
Seien ¢ : [a,b] — C, ¢ : [e,d] — C und h : [a,b] — [c,d], sodass ) = ¢ o h, also ¥(s) = ( (s)). Mit
der Substitutionsvariable t = h(s) (da gleiche Orientierung, ist h(c) = a und h(d) = b) ist s = h~1(¢)
und daher & = h’%s)' Aus der Kettenregel folgt ¢/'(s) = ¢'(h(s)) - h'(s), also
d d
[ (R.as) = [, ) ds = [(Fes)) (b)) ds = (hs) =
() c c
b b
- / (F0).9'(0) - H(5)) - =t = / (Fle(t),¢/ (1) dt = / (F(x), ds)
|

5. Zusammenhang vektorieller und skalarer Kurvenintegrale: ¢ sei eine glatte Parameterdarstel-
lung von C und F sei ein Vektorfeld. ¢'(t) = (] (t),..., ¢} (t))T ist der Tangentialvektor an
C in o(t) und £(t) = % ist der Tangentialeinheitsvektor. Zudem ist F{x) := (F(z),t) die

Tangentialkomponente von F und es ergibt sich

b

b
¢'(t)
[ #ean = [ (eiotensopa= | (Flet EGIE
(t)H S——r
p/C a =ds
b b
:/<F,f>ds:/ngs
a a
Die Orientierungsabhangigkeit steckt jetzt in F} bzw. t.
Beispiel 8.3
Berechnung der Arbeit A im Kraftfeld: A= [ (F(z),dx)
®/C
Vereinbarung: ¢ (F(z),dz) heifit: C ist geschlossen und positiv orientiert.

C
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8.3 Gradientenfelder und Wegunabhangigkeit

Beispiel 8.4 zur Motivation

Berechne die Integrale Ji := [ (ydz + (z —y)dy), k = 1,2,3 {iber folgende Wege und Kurven:
Pk

¢1: von (0,0) ,geradlinig* erst zu (1,0), dann zu (1, 1)
wa: von (0,0) ,geradlinig” erst zu (0, 1), dann zu (1, 1)
©3: von (0,0) auf einer parabelférmigen Bahn zu (1,1)

Das Integral J; wird berechnet (im Folgenden werden alle Parameterdarstellungen als (z(t), y(t)) geschrieben).
Die Parameterdarstellung fiir 7 lautet fiir den ersten Abschnitt z = t,y = 0,¢ € [0,1] und fiir den zweiten
Abschnitt x = 1,y = t,t € [0, 1]. Das Integral J; setzt sich also aus zwei Teilintegralen zusammen:

1 1 1
/0 1+ (t—0 dt+/t0+1—t 1]dt:/(1—t)dt:f
0 0 0

Analog ergibt sich fiir die anderen Integrale ebenfalls J, = J3 = % (Die Parameterdarstellung fiir o3 ist:
x=ty=1t%)

Nun berechne iiber dieselben Wege Ij, := [ [ydz + (y — z)dy] = I = —%7 I, = %, I3 = %. Woran liegt das?
Pk

Definition 8.10

Sei v = (v1,...,v,)7 ein stetiges Vektorfeld in einem Gebiet G C R™ (d.h. G ist offen und zusam-

menhéngend).

1. v heikt Gradienten- oder Potentialfeld, wenn ein skalares Feld U in G existiert, sodass
v = gradU. U heifft Stammfunktion von v und W := —U heiflt Potential des Vektorfeldes
v.

2. Das Integral [ (v,dz) heift in G wegunabhingig, wenn fiir zwei beliebige Punkte A, B € G

%)
und jeden beliebigen in G verlaufenden stiickweise glatten Weg ¢ das obige Integral denselben
B

Wert hat. Symbolisch: [ (v,dz) = [ (v,dz). Eine dquivalente Formulierung ist: Jedes Integral
© A

tiber einen geschlossenen Weg § (v, dz) = 0. Vektorfelder v, fiir die [ (v, dz) wegunabhéngig ist,

@ ®
heifen konservativ.

3. In volliger Analogie ergeben sich die Begriffe fiir Kurven.

Wann ist v ein Gradientenfeld und wann konservativ?
Satz 8.11

Wenn v ein Gradientenfeld ist, dann ist die Stammfunktion bis auf eine Konstante (also eine konstante
Funktion in G) eindeutig bestimmt.
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Satz 8.12

Ein stetiges Vektorfeld ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn es konservativ ist. Genauer:

1. Wenn U € CY(G) (d.h. U ist in G stetig und besitzt stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung)
und fiir beliebige A, B € G der Weg ¢ ein stiickweise glatter Weg von A nach B ist, dann gilt:

also konservativ

/(grad U,dx) =U(B) —U(A) <

%)

= Gradientenfeld,>

x
2. v sei konservativ. Dann ist durch U(z) := [ (v(y (%)
A

mit einem beliebigen, festen A € G eine C 1(G) Funktion definiert, sodass gilt: grad U = v.

Beweis

1. Sei o = (¢1,...,0n)T : [a,b] — R", sodass p(a) = A, ¢(b) = B. Mit der Kettenregel ist

WD) _ ). ..o alt) ZSZ( (1)) - ¢'(t) = (grad U (1)), ¢/ (1))

a dt
; / dU (p(t
= / (gradU(z),dx) = / (grad U(p(t)), ¢'(t)) dt = /(di())dt =U(B)—-U(A)
) a a

2. Ist das Integral wegunabhédngig, dann ist die Funktion U durch den Stamm eindeutig definiert
und man kann den Weg von A nach x beliebig wihlen. Sei zg € G fest und h so klein, dass die
gesamte Strecke S = g, o + h mit der Parameterdarstellung ¢(t) = x¢ + th,t € [0,1] ganz in
G liegt. Vorbetrachtung:

/ v(wo),dy) = 0/1<U (z0), . >dt v(wo), O/1dt v(z0), h) (%)

Die Wegunabhéngigkeit des Integrals liefert:

xo+h o zo+h
Ulwo + h) — U(zo) = / (v, dy) - / (v, dy) = / (v, dy)
A A 0
|U(xzo+ h) — U(zo) — (v(x0), h (%) B ol
hl HhH / dy) /< (o
= Tl / 0),dy)| < ||h|| Zlelgllv( y) — v(wo)ll~£E%=iggllv(y)—v(wo)l

Dieser Ausdruck geht fiir h — 0 gegen Null, da v stetig ist. Also ist U an zq differenzierbar und
U'(z0) = v(z0)T = (v1(0), ..., vn(x0)). Daraus folgt die Behauptung v = grad U.

Gibt es besser handhabbare Kriterien fiir die Wegunabhéngigkeit?
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Satz 8.13

Sei v ein stetig differenzierbares Gradientenfeld in GG. Dann erfiillt v folgende Integrabilitétsbedin-

gungen in G:
8% . a'l}k

8$k N 6.%'1

mit 1 <i,k<n (IB)

Beweis
Einfache Anwendung des Satzes von Schwarz:
oUu 0v; 0 oU 9 0U _ v

v=eradl = = g = G T Oan 0n;  Omy 0w O

Fiir n = 3 bedeutet (IB): rot v = 0. (IB) sind notwendige, nicht hinreichende Bedingungen fiir Gradien-
tenfelder.

Beispiel 8.5

6v1 S (9’02

T
Sei v(z,y) = (ﬁ, ﬁ) in einem ringférmigen Gebiet um (0,0). Es gilt (IB): Gl = 722, aber es gilt

nicht immer § ... = 0.
©

Definition 8.14
Eine Teilmenge M C R"™ heifst

1. wegweise zusammenhingend (bogenzusammenhéngend), wenn es fiir je zwei beliebige Punk-
te A, B € M einen Weg ¢ gibt, der ganz in M verlduft und der A und B verbindet.

@ : [a,b] — M mit p(a) = A,p(b) =B

2. Gebiet, wenn sie offen und (wegweise) zusammenhéngend ist.

3. einfach zusammenhingend, wenn M zusammenhéngend ist und jede ganz in M verlaufende
geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne M zu verlassen.

Beispiel 8.6

Eine Kugeloberfliche im R3 ist einfach zusammenhingend; die Oberfliche eines Torus ist zusammenhéngend,

aber nicht einfach.

1. Letzteres ist eine sehr anschauliche Definition, exakte Formulierungen finden sich in der Literatur.

2. Man kann zeigen, dass die Begriffe ,wegzusammenhingend“ und ,zusammenhéngend* sind gleich-
wertig. (Ein metrischer Raum (M, d) heift zusammenhéngend, wenn er sich nicht als Vereinigung
zweier nichtleerer, offener und disjunkter Teilmengen schreiben lsst.)

3. Fiir den Begriff einfach zusammenhéngend“ gibt es Abschwichungen: M C R heiftt sternformig,
wenn gilt: 35 € M : VA € M : AS C M. M heilt konvex, wenn gilt: VA, B € M : AB € M. Offen-
sichtlich folgt aus Konvexitit Sternférmigkeit, und sternférmige Mengen sind einfach zusammenhén-
gend. Der groke Unterschied ist: Konvexitiat und Sternférmigkeit sind geometrische Eigenschaften,
einfaches Zusammenhéngen ist hingegen eine topologische Eigenschaft. (Das heiftt, sie bleibt bei
stetigen Abbildungen erhalten.)
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Satz 8.15

Sei G C R" ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und v ein stetig differenzierbares Vektorfeld
in G. Dann ist [ v genau dann wegunabhéngig (also v konservativ), wenn (IB) erfiillt ist. (Fiir den

©
speziellen Fall n = 3 bedeutet dies, dass rot v = 0 in einfach zusammenhéngenden Gebieten notwendig
und hinreichend fiir die Konservativitit von v ist.)

Beweis

Der Bewelis ist sehr aufwéindig, die allgemeine Form finden Sie in der Literatur (z. B. Wiist: Mathematik
fiir Physiker). In der Regel wird der Satz fiir sternféormige G gezeigt. Sei 0.E.d.A. G sternférmig bzgl.
dem Ursprung O (d.h. S = 0). Sei weiterhin = € G beliebig und ¢ die geradlinige Verbindung von O
nach z: ¢(t) = tz mit ¢t € [0, 1]. Setze

U(z) = / ),dy) = /1<vtw >dt
0

=T

Wir zeigen v = grad U. Es ist

(v(tx),z) = v1(tz)z1 + . .. + vu(tx)x, mit vi(tx) = vi(tey, ... toy)

0
. (v(tx, ) 1(tx) + sz 1(tz) + le axz (tx) = v1(tx) + (grad v (tx), tx)

Auferdem gilt

% (tvy(tz)) = vi(tz) + t%vl(taz) = vy (tx) + t (grad v (tz), x)

Also ist insgesamt

1 1 1
OU@) _ d [ ita),ayar Y / 4 ), 2y ar / L on (b)) dt = [tor (t2)]]} = 01 ()
0 0

o0xq dzq
0

Bei (1) wurde von der Vertauschung von Grenzprozessen Gebrauch gemacht (siehe Kapitel 9.1). Vollig
analog erhélt man %UT(;) = vi(z).
]
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9 Verschiedene Erganzungen

9.1 Gleichmallige Konvergenz

Definition 9.1

Sei M eine nichtleere Menge (M kann eine Teilmenge eines R”, ein metrischer Raum oder auch
komplett beliebig sein) und (f,,) eine Folge komplexwertiger Funktionen, definiert auf M. Man sagt,
(fn) konvergiert punktweise gegen eine auf M definierte Funktion f (Schreibweise: f,, — f), wenn
fu(x) — f(x) Vo € M, das bedeutet:

Ve >0,z € M :3ng =np(e,z) :Vn >ng : | fu(z) — f(z)] <e

Beispiel 9.1
1. Auf M =[0,1) fn(z) = 2™ konvergiert f, — 0, d.h. f =0 auf M.

0 z€][0,1)
1 z=1

2. Auf M =0, 1] konvergiert f, — f mit f(z) = {
Die Grenzfunktion f ist (in = 1) unstetig, obwohl alle f,, stetig sind. Das driickt sich als eine Verletzung
der Vertauschung von Grenzprozessen aus:

1= lim lim f,(z)# lim lim f,(z)=0

n—oo x—1—-0 rz—1—0n—oo

Beispiel 9.2
Auf M = R konvergiert f,(x) = L sin(nz) — 0, aber f,(x) = cos(nz) konvergiert nicht, d.h. es gilt nicht:

n

Beispiel 9.3

e (0,1
Auf M = (0,1] sei f,, gegeben durch f,(x) {n v € ’i] . Also konvergiert f,, fiir alle z gegen Null. (Bei

0 ze€ (1]

1
M =[0,1] setze f,(0) =0.) Aber es ist [ f,(x)dz = 1 Vn, das bedeutet
0

1

1
Tim [ fo(w)ds # / [nlln;o fn(x)} da
0 0




9.1 GleichmaPRige Konvergenz Seite 45

Wie man sieht, ist die punktweise Konvergenz fiir die Vertauschung von Grenzprozessen vollig unge-
eignet. Man braucht einen stédrkeren Konvergenzbegriff.

Definition 9.2

Seien M eine beliebige nichtleere Menge und f,, sowie f auf M definierte komplexwertige Funktionen.
Man sagt, (f,) konvergiert gleichméfiig auf M (Schreibweise: f, = f) gegen f, wenn gilt:

Ve > 0:3ng=ng(e) : Ve € M,n>ng: |fu(z) — f(z)| <e
(Anders als bei der punktwertigen Konvergenz muss ng hier von x unabhéngig sein.)

Natiirlich gilt: Wenn f,, = f, dann f,, — f. Die Umkehrung ist falsch (siehe Beispiel 9.3).
Satz 9.3

Sei M C R™ oder ein metrischer Raum und (f,,) eine Folge stetiger komplexwertiger Funktionen auf
M. Wenn (f,) gleichméfig gegen eine Funktion f auf M konvergiert, dann ist f stetig. (Kurz: Die
Stetigkeit bleibt bei gleichméfiger Konvergenz erhalten.)

Beweis
Zu zeigen: Sei xg € M beliebig fest. f ist in xg stetig, d.h.

Ve>0:30>0:Ve e M : ||z —xol| <d=|f(x) — flzo)| <e

Wiéihle £-Argument fiir die Stetigkeit und Konvergenz von fi,:

fn—>f:EInO:V;UEM:|fn0(x)_f(ag)|<§

fn Stetig: 30 >0: ||JZ‘ - xOH <d= ‘fno(x) - fno(x0)| <eg

Mit der Dreiecksungleichung ist

1f(2) = f(zoll < WF (@) = fao @ + o () = Fro (20)[l + || fng (0) = fl2o)l| <€

Eine wichtige Folgerung ist dieses Theorem. Siehe dazu auch Satz 5.8.

Theorem 9.4 C(K), topologischer Teil

Sei K C R™ kompakt (oder ein kompakter metrischer Raum). Dann ist C(K), die Menge der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf K, versehen mit der Supremumsnorm ||| (|| fll,, := sup || f(z)]])
TeEK

ein vollstandiger normierter Raum.

C(K) ist sogar eine C*-Algebra. Dieser Begriff wird spéiter definiert.



9.1 GleichmaPRige Konvergenz Seite 46

Beweis
In Kapitel 5.3 wurde gezeigt, dass C'(K') ein Vektorraum und ||-||, eine Norm ist. Es bleibt noch die
Vollsténdigkeit. Vorbetrachtung: Was bedeutet f, — f mit der Supremumsnorm?

1o = £l = sup [ fu(z) — f(z)| — 0 fiir n — oo
zeK

Ve >0:3ng(e) :Vn>ng: ||fn— fllo <€
Vn>ng,x € K :|fn(z) — f(2)] < ||fn— fllo, also fr, = f

Man sieht nun leicht: Wenn f,, = f, dann f, & f, denn

Ve >0:3ng(e) : Yn > np,z € K : |fp(z) — f(z)| <e

=Vn >ng:sup|fn(z) — f(z)|<e= fr, —> ”H

zeK

f

Also ist die Konvergenz bzgl. der |-||,, gleichwertig mit der gleichméafigen Konvergenz. Sei nun (fy)
eine ||-|| . -Cauchyfolge, d.h.

Ve > 0:3ng(e) : Ym,n>ng: || fu— [l <e (%)
Zu zeigen: Es existiert ein f € C(k) mit f, = f. Wir finden einen Kandidaten fir f mit
(¥) = Vm,n =no,x € K : [fo(z) = fm(2)| < fn = finlloo <& (%%)

Das heift, die Zahlenfolge (f,(z)) ist fir jedes x € K eine Cauchyfolge in C. Da C vollstandig ist,
existiert lim f,,(x) =: f(x). (f ist der punktweise Limes von f,.) Es verbleibt:
n—oo

1. fn = f — Dies sieht man aus (xx) mit m — oco: Vn > ng,z € K : |fp(x) — f(x)| < e
2. f € C(k) — Da alle f, stetig sind, ist nach 9.3 auch f stetig.

Satz 9.5
Seien f, € Ra,b] und f,, = f. Dann ist f € R[a,b] und es gilt:

lim fn = /b lim fo(z))dz = / f(z)dz

n—odo TL—>OO
a

Beweis
f € R|a,b] wird spéter gezeigt (siche Lebesgue-Kriterium fiir die Integration von Funktionen mehrerer
Variablen). Angenommen, wir wissen jetzt, dass f € R|a, b] ist.

b

/fn(:c)daz—/ /b ) da </|fn ~ f(2)|dz

a

z€[a,b] z€la,b]

b
< (Sup Ifn(x)—f(x)|> '/dxé (b—a)- sup |fu(z) - flz)| =0

a
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b b
Also konvergiert [ fn(z)dz — [ f(z)dx

Beim Vertauschen von Grenzwert und Ableitung gibt es eine Feinheit, zum Beispiel bei

1
fa(z) = —sinnz und f,(z) = cosnz

n
N—— konv. nicht
=f=0

Die Ableitungen f;, miissen also auch konvergieren.

Satz 9.6

Sei (fy) eine Folge von auf [a, b] stetig differenzierbaren Funktionen, die punktweise gegen f konver-
gieren. Zudem konvergiere f/, = g. Dann ist f auf [a,b] stetig differenzierbar und es gilt f’ = g, also
insgesamt

% [lim fn(x)] = lim difn( ) Va € [a, b]

n—oo n—oo

Beweis
Da die f] stetig sind und gleichméfig gegen g konvergieren, ist auch g stetig. Nach Satz 9.5 ist aufgrund
der punktweisen Konvergenz der fi,:

[ ottt = / [t f()] dt = 1im / fot)dt = tim [fo(2) ~ fala)] = f(z) ~ f(a)

a a

Da g stetig ist, ist f g(t)dt nach z differenzierbar, also auch f und es ergibt sich

dx dx
a
|
Den folgenden Satz gibt es in vielen Varianten.
Satz 9.7 Ableitung eines Integrals nach einem Parameter
Sei f = f(s,t) auf Q := [a,b] X [c,d] stetig und F(s ff s,t)dt eine Funktion auf [a,b]. Auf @
d
moge % =: g existieren und stetig sein. Dann ist F' auf [a, b] differenzierbar und F’(s) = [ 8f[§z,t) dt,
(&)

insgesamt also
a | [ 0f(s.1)
s, t

Beweis
Sei sg € (a,b). Wende den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an (0 < 9(h,t) < 1).

d

d
F h)—F h,t) — , 0
ot D= ) _ ot S0ty [0

C
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d d
0 0 0
= / 8—:5(80, t)dt —|—/ |:8£(So + ﬂh,t) — 87‘5(50, t):| dt

—0 fiir h—0

Das existiert, dass die Ableitung F’(s) existiert und es ist

d
F,(S) :}Lgr(l) F(50+h}1—F(30) :/gﬁ(so’t)dt

[

9.2 Bemerkungen zur Variationsrechnung

Die Variationsrechnung ist ein sehr umfangreiches Gebiet; hier kénnen nur einfachste Ideen erklart
werden. (Sehr ausfiihrlich wird das Thema zum Beispiel im Fischer/Kaul, Band 3, behandelt.)

9.2.1 Beispiele und Problemstellungen

1. Im R™ seien zwei Punkte A, B gegeben. Gesucht ist diejenige Kurve C', die die kiirzeste Entfernung
zwischen A und B realisiert. (Natiirlich weif man, dass AB gesucht ist.) Mathematisch sagt
man: Es sind stiickweise stetig differenzierbare Verbindungskurven gesucht. Zur Vereinfachung
betrachten wir n = 2 und suchen eine Kurve mit der Parameterdarstellung (z, y(z)) mit « € [a, b].

b
Dann muss die Liange der Kurve [(y) = [ /1 + ¢/(z)?dz minimal werden.
a

2. Johann Bernoulli 16ste 1696 das sogenannte Brachistochrone-Problem: Ein Massepunkt ruht in
A, wird losgelassen und soll reibungsfrei in kiirzester Zeit nach B gelangen. Gesucht ist die Form
der Bahnkurve. Fiir die mathematische Formulierung sei 0.E.d.A. A = (0,0) und B = (x0,%0)-
Die Bahnkurve ist eine Funktion y = y(z) mit y(0) = 0 und y(z¢) = yo. Auberdem ist die
Anfangsgeschwindigkeit y'(0) = v(0) = 0. Da die Energie erhalten bleiben muss, gilt

m
E = Fyin + Epot = 51}2 — mgy(z)

Da an (0,0) die Energie £ = 0 ist, muss immer E = 0 gelten:

%ﬁ =mgy(z) = v = \/m

Sei s(z) die Bogenldnge des Kurvenstiicks an (0,0) bis (z,y(x)), also

T

s(a) = [ VT e

0

Andererseits ist v = %. Sei L die Gesamtldnge der Kurve und 7' die Gesamtdauer der Bewegung

von A nach B.
r 2 T14a T 1ty
S +y'(x
T:T = = — = _— = —_—
(y) /dt /Uds /dedx / 29y(2) dz
0 0 0

0
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3. In der Mechanik wird ein physikalisches System mit dem Prinzip der kleinsten Wirkung durch
die Lagrangefunktion £ beschrieben.

L= L(t,q(t),qt))

Hierbei sind die ¢; die verallgemeinerten Koordinaten und die ¢; die verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten des Systems. Die Bewegung verlauft so (d.h. die ¢; sind so), dass die Wirkung
W(q,-..,qn) minimal wird.

W (gt qn) = / Lt (1), 4s())

t1

Im Allgemeinen hat man bei dieser gewissen Klasse von Variationsaufgaben eine C2-Funktion L auf
einem Gebiet 27, C R x R™ x R™, ein Intervall [a,b] C R und zwei Punkte A, B € R™. Wir betrachten
das folgende Variationsintegral:

b b

L) = / L(z, v(2), v/ (2))dz = / L(z,0,0')dz

a a

auf der Variations- oder Vergleichsklasse V' aller glatten Wege und Kurven
v:[a,b] = R™ mit v(a) = A und v(b) = B

fiir welche das Variationsintegral existiert. Die Menge aller glatten Wege und Kurven wird mit C* ([a, b], R™)
oder, fiir m = 1, mit C* ([a, b]) bezeichnet. In V kann man zwei Normen einfiihren:

o [lullco == sup Ju(@)] = sup /ui(z)+...+u,(z)

z€la,b x€|a,b]
o [lullor = llullgo + [/l o
Dann gilt offenbar (£ : V — R):
D(L)={v: (z,v(z),v(z)) € QL Vz € [a,b]}

Da v und v’ jeweils m Koordinaten haben, ist es giinstig, folgende Bezeichnungen einzufiihren:

e fiir Punkte aus Qp: (x,v1(z),...,0m(2),v](z),..., v}, (2)) = (X, Y1, s Yms 215 - - - » Zm)
o Lyi=95 Ly =5k L, =3 mit 1 <kl<m

o L,:=(Ly,...,Ly,) und VL := LZ; (Gradient von L bzgl. der y-Koordinate)

e L,:=(L,,...,L,, ) und V,L:=L7T

© Lyy = (Lywy); Lyz = (Lyyz), Lzz = (Lzz)

((m,m)-Matrizen aus den jeweiligen zweiten Ableitungen)

Wir definieren eine kompakte Formulierung fiir den folgenden Sachverhalt: v sei in einer hinreichend
kleinen Umgebung von u bzgl. irgendeiner Norm ||-||: [|[v — u|| <« 1.

Definition 9.8

Ein Funktional £ : V' — R auf einer beliebigen Vergleichsklasse V' C D(L) besitzt an der Stelle u € V
ein

1. starkes lokales Minimum, wenn £(u) < L(v) Yv € V mit |lu —v||.0 < 1
2. schwaches lokales Minimum, wenn £(u) < L(v) Yv € V mit |lu —v|[,« < 1

Jedes starke lokale Minimum ist auch ein schwaches lokales Minimum.
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Nun suchen wir notwendige Bedingungen fiir das Vorliegen solcher lokaler Minima. Diese Bedingungen
findet man durch folgendes Vorgehen (nach Euler): Zu jeder Variationsklasse V = {v € D(L) : v(a) = A, v(b) = B}
betrachten wir den sogenannten Variationsvektorraum

0V = {p € C" (0,0, R™) : p(a) = p(b) = 0}

Die Elemente aus §V heiflen Variationsvektoren. Die Idee beim Aufsuchen notwendiger Bedingungen
besteht im Folgenden: Wenn an u ein lokales Minimum vorliegt, dann wird £(v) mit £(u) nicht fir
beliebige v € V' verglichen, sondern es werden nur solche v berticksichtigt:

v=1u+sp mit ¢ € JV und ||s]| < 1

Die Elemente ¢ € §V haben folgende Eigenschaften:

1. Fiir alle v € V und s € R haben v und v + sy die gleichen Randwerte A und B:
v(a) =v(a)+sp(a) = A und v(b) = v(b) + sp(b) = B
—~ =~
=A =0
2. v und v + s sind bzgl. der Normen ||-|| -0 und |||~ fiir [s| < 1 hinreichend benachbart, insbe-
sondere gilt wieder v+ sp € V.

Das sieht man folgendermafen: Die Menge K := {(z,v(x),v'(x)) : x € [a,b]} ist eine kompakte Teil-
menge der offenen Menge €. Dann liegt natiirlich auch auch eine Umgebung von K in €y, (hier ohne
Beweis), das heift, es existiert ein r > 0 mit:

{(@y,2) e Ry —v(@)|| + ||z = '(@)|| < r Ve € [a,b]} € Qp
Also ist v+ s € D(L), falls |s| - (|[¢(2)| + ||¢'(x)]]) < r Vz € [a,b], denn

lv—(v+sp)llcr = llv = (0 +59)llgo + [[v" = (" + 5¢) || oo = 5] - (Iellco + [|']] o)
Beziiglich einer Minimumstelle u gilt also insbesondere £(u) < L(u + s¢) und somit
2

d d
gﬁ(u + s9) - =0 und @E(u + s9) - >0 (%)

Achtung: (%) beinhaltet nur notwendige Bedingungen, da nicht alle Variationsvektoren beriicksichtigt
> 0.
0

Im folgenden Satz werden die Ableitungen aus (x) ausgerechnet und mit Bezeichnungen versehen.

wurden. Hinreichende Bedingungen sind viel komplizierter! Keinesfalls reicht %L(u + sp)
S
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Satz 9.9
Sei u € V' gegeben. Dann gilt fiir jedes ¢ € §V und alle s mit |s| < 1 (sodass u + sp € V):

5L(u)() == icmw

b
ds / (x,u,u)o(x) + Lz(l‘,u,u')go'(x)] dz

[<VyL7 0) + (V.L,¢)]dz  (9.1)

|
Se— o

b
B / [<30’ Lyyp) +2(¢, Lyz@> +{¥, L2290/>} dz (9.2)

a

d2

82L(u)(p) = 12 —L(u+ sp)

s=0

Wenn u € V sogar zweimal stetig differenzierbar ist, dann gilt fiir alle ¢ € §V:

setie) = [ (9= 29.0) wt)s 02

In (9.1) bedeutet (mit dem Standardskalarprodukt im R™)

801 Ly1 901
Ly-@Z(Lyl,...,Lym)- =< AU A >=<VyL,<,0>
Pm Ly, ©Om

Analog ist L, - ¢’ = (V,L,¢"). In (9.2) bedeutet

¥1 ©1
(0, Lyyp) = <<) s (Lyy) <)>
Pm Pm

Die Linearform 6L(u) : 6V — R, ¢ — 6L(u)(p) heift erste Variation von £ an der Stelle u, die
quadratische Form §2L(u) : 6V — R, ¢ +— 62L(u)(y) heift zweite Variation von £ an der Stelle
u. Es existieren verschiedene gleichwertige Symbole fiir die Variationen:

(Lykyz) ist eine (m, m)-Matrix.

6L(u)(p) = 6L (u, p) = )

Oy a5
Letzteres ist besonders in der Physik beliebt.

Beweis Zu Satz 9.9
Aus dem Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen folgt

d
(M/L(a:,u+scp,u’+sso’)dw—/§L(ar,u+s<p,u’+ss0/)dw
S

o
%L(w7U+ss@,u’+8¢’)=Ly1 o1+ + Ly, - om+ Loy -1+ 4 Loy, -0y

/

Ly-» L.
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Daraus folgt (9.1) und, durch nochmaliges Differenzieren, (9.2). Wende nun auf den zweiten Summan-
den in (9.1) partielle Integration an und beachte, dass p(a) = ¢(b) = 0:

b b b
d
/ngo'd:x = /(Lzlgo’l, ey Ly on )da = [ngo]g —/ (LZ> pdz = (9.3)
N—— dz
a a =0 a

9.2.2 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Idee ist nun, die Variationsaufgabe auf die Losung einer Differentialgleichung zuriickzufiihren. Aus
(%), d.h. (f—sﬁ(u + S‘P)‘S:o = 0, folgt der folgende Satz.
Satz 9.10

Jede starke oder schwache lokale Minimumstelle u von £ : V' — R ist ein stationérer (kritischer)
Punkt, d.h. 6£(u) = 0.

Fiir die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen sind einige Vorbereitungen nétig: Unter einer Test-
funktion auf einem Gebiet 2 C R"™ verstehen wir eine C°°-Funktion ¢ : R®™ — R, deren Tréger

supp ¢ := {z € R : p(x) # 0}
kompakt ist und in €2 liegt.
Beispiel 9.4

1 z€(0,1)

, dann ist supp f = [0, 1].
0 sonst

Sei f: R — R gegeben durch f(x) = {

Der Vektorraum aller Testfunktionen auf ©Q wird mit C2°(§2) bezeichnet. Entsprechend bezeichnet
C(2,R™) den Vektorraum aller Testfunktionen ¢ = (1, ..., @m) mit ¢ € CX(Q) fir k =1,...,m.
Es gibt beliebig viele ,scharf lokalisierten“ Testfunktionen.

Satz 9.11
Zu jeder (offenen) Kugel U,(a) = {z € R" : ||z — a|| < r} C R™ gibt es eine Testfunktion ¢ mit

¢ > 01in Uy(a)
© = 0 auferhalb U, (a) ()

J p()dz =1
Rn

Da die Integration iiber R™ noch nicht erklart ist, soll die Normierungsbedingung lediglich zur Kenntnis
genommen werden.

Beweis
Die Funktion ¥ mit 9 (t) = e % fiir t > 0 und P(t) =0 fiir t <0 ist C*° auf R. Bilde nun

@590($):C‘¢<T2—||$—GH2>, ¢ = const.
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Esist ¢ € C*°(R™) und ¢ erfiillt die erste und zweite Bedingung des Satzes, durch geeignete Wahl von
¢ kann man auch die dritte erfiillen.
]

Satz 9.12 Fundamentallemma der Variationsrechnung
Ist f:R" D Q — R stetig und ist [, f - pdz = 0 fiir alle ¢ € C°(Q), so ist f = 0.

Beweis

Angenommen, es existiert ein a € Q mit f(a) # 0 (0.E.d.A sei f(a) > 0), so existiert aufgrund der
Stetigkeit von f eine kugelfsrmige Umgebung U,(a) mit f(z) > 3f(a) fiir alle € U,(a). Betrachte
nun ein ¢ € C°(Q) mit den Eigenschaften (xx) aus Satz 9.11. Das ergibt einen Widerspruch:

Oz/f-gpd:x:/f-godm>;f(a)/<pdx:;f(a)>0
Q

Ur(a) Ur(a)

|
Folgerung 9.13 Fundamentallemma in der vektorwertigen Variante
Ist f:R™ D Q — R™ stetig und ist [, (f, @) dz > 0 fiir alle ¢ € C(Q,R™), so ist f = 0.
Beweis
Dieses Lemma erhélt man direkt aus dem vorherigen, indem man fiir £ = 1,...,m die Funktion
i = cye wahlt, wobei die e; die Einheitsvektoren des R™ in der k-ten Koordinatenrichtung sind.

|
Satz 9.14 Euler-Lagrange-Gleichungen

Eine C?-Kurve u € V liefert genau dann einen stationiren Punkt von £ : V — R, wenn u die
Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt:
& [$2 @@ @) = F @u@)'@) g
Vektoriell: <L [V, L (z,u,u')] = V, L (z,u, ')

Jede Losung von (ELG) heikt Extremal von £ oder L.
Beweis
Nach () und (9.3) gilt fiir alle Extremale u € C? und ¢ € 6V:

b

) = [ <VyL (o) — L [V.L () ,¢> de =0

Nach dem Fundamentallemma der V. folgen daraus die Gleichungen (ELG). Die Umkehrung ist trivial.
|
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen heifsen oft nur Euler-Gleichungen und in der Mechanik nur Lagrange-
Gleichungen (2. Art). Sie stellen notwendige Bedingungen fiir starke und schwache Maxima oder Minima.
Hinreichende Bedingeungen sind schwieriger. Meist ergibt sich die Hinldnglichkeit aber aus dem Kontext.

Wir schreiben die ELG nochmals fiir m=1 auf und verwenden die meist iibliche Schreibweise: Die Diffe-
rentiation erfolgt nicht nach v und z, sondern nach u und v’

d

7Lu’ - Lu
dz

Die linke Seite bedeutet ausfiihrlich (mit der Kettenregel):

d
diLU/ (SE, ’U,(I,C)7 u/(x)) = Ly + Lu’uu/ + Lu’u’u//
x

Einige Spezialfalle

Da wir in unseren Beispieln die Kurve (u) meist durch folgende Parameterkoordinaten beschreiben
haben, d.h. durch x und y(z), benutzen wir jetzt L = L(z,y,y').

1. L hénge nicht explizit von y ab. Dann lauten die ELG:

d
d—Ly/ =1L, o= Ly (z,y') = const.
x

Kann man diese Gleichung explizit nach 3’ auflosen, erhédlt man y durch Integration.

2. L hange nicht explizit von ¢’ ab. Dann lauten die ELG:

Ly =Ly (z,y(x)) =0

Kann man explizit nach y auflésen, hat man die Darstellung der Extrema.

3. L hinge nicht explizit von x ab (Bsp.: physikalisches System ohne explizite Zeitabhingigkeit).
Dann ist
L(y,y') =y'Ly (v,¥)
ein sogenanntes erstes Integral der ELG, d.h. eine Grofe, die langs jeder Extremalen konstant
ist.

Beweis
Zu zeigen ist, dass % (L — y’Ly/) = ( ist, wenn y eine Extremale ist, d.h. die ELG gelten.

d
dz (L - y,Ly’) = [Lyy/ + Ly’y”} - [?J”Ly’ + y/Lyyy/ + y/Ly’y/y”} =y [Ly - y/Lyy - ?J”Ly’y’] =0

=(ELG)=0
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Beispiel 9.5 Losung des ersten Beispiels am Anfang des Kapitels

b
Suche ein Minimum von [ /1 + y/(x)?dx, also ist L = /1 + y’2. Nach dem Spezialfall 1 ist
a

d y !
—L,=0= L, = ———= = c = const.
dx Y Y /1 + y/2
Auflésen nach y' ergibt eine Geradengleichung
y'? ) ) . y'2
W:C :>y:d::|: 1+y/2:>y:d1'+0

9.3 Umkehrabbildungen und implizite Funktionen

Problem 1

Sei G € R™ offen und f = (f1,..., fm)’ : G — R™ gegeben. Wann ist das eine eindeutige Abbildung,
d.h. wann existiert f~! mit fo f~! = f~! o f = id? Kann man die Ableitung (f_l)/ bestimmen, ohne
f—1 explizit zu kennen?

Bemerkung Zur Erinnerung

1. f sei eine Funktion einer Variablen. f~! existiert, wenn f’ # 0 ist. Die Ableitung ist ( f _l)l (y) =

1
)
2. A:R™ — R™ sei eine lineare Abbildung, gegeben durch eine Matrix A. A~! bzw. A~! existiert fiir
det A # 0.
Theorem 9.15 Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen

Sei G C R™ offen und f : G — R™ k-mal stetig differenzierbar. Fiir 2° € G sei f’(z") invertierbar,
also

gL 7gf1
D(f1,... o o !
det f'(2°) = lw(xo) = det } : #0
(X1, ey T, Ofm . Ofm
0z O0Tm =20

Dann gilt:

1. BEs existieren offene Umgebungen U = U(z%) und V = V(y°) = V(f(2")), sodass f eine
eineindeutige Abbildung von U auf V ist. (f bildet U bijektiv auf V" ab.)

2. Die Umkehrabbildung g := (f|U)71 ist in V' k-mal stetig differenzierbar und es gilt: Die Ablei-
tung ¢'(y) ist die zu f'(z), genommen an z = g(y) inverse Matrix: ¢'(y) = [f/(g9(y))]

Den Beweis finden Sie in der Literatur (z.B. Harro Heuser, ,Lehrbuch der Analysis, Teil II%).

Folgerung 9.16 Satz {iber die offene Abbildung
Sei G C R™ offen und f : G — R™ stetig differenzierbar. Auferdem sei f/(x) fiir alle z € G in-
vertierbar. Dann ist f(G) eine offene Menge. Ist f insgesamt eineindeutig (nicht nur lokal wie im

vorhergehenden Theorem), dann ist f ein Diffeomorphismus, d.h. f~! ist auch stetig differenzier-
bar.

Beweis zum ersten Teil
Nach Theorem 9.15 gibt es zu jedem z° zwei offene Umgebungen U = U(z") und V = V(f(2?)), die
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durch f eineindeutig aufeinander abgebildet werden. Also existiert zu jedem Punkt y € f(U) (d.h.
y = f(z)!) eine Umgebung (némlich V'), die noch ganz in f(G) liegt, denn V' = f(U) C f(G). Das
bedeutet: f(G) ist offen.

|

zum zweiten Teil

In der Formulierung ist zu beachten: Aus den Vorgaben folgt zwar, dass f in jedem Punkt lokal invertierbar
ist, nicht aber, dass f global invertierbar ist. Zum Beispiel ist f : R\ {0} — R,z — 22 fiir alle x lokal
eineindeutig, aber nicht global.

Als Néchstes betrachten wir eine wichtige Anwendung des Theorems 9.15.
Problem 2
Betrachte F : G € R? — R und die Gleichung

F(z,y) =0 (1)
Beispiele: 22 +14?>—-1=0 (2)
?+y*+1=0  (3)

Sei M := {(z,y) € R*: F(z,y) = 0}. Ist M nichtleer? Im Beispiel (2) ja, im Beispiel (3) nein. Ist
M # &, dann sieht man folgendes: Wenn man z (oder y) frei gewédhlt hat, dann kann man, um (1) zu
erfiillen, das y (oder x) nicht mehr frei wéhlen. y héngt also von x ab. Kann man diese Abhéngigkeit
beschreiben? Genauer: Kann man (1) ,nach y auflésen*?

Das soll bedeuten: Existiert eine Funktion f auf einem Intervall (a,b), sodass F(x, f(x)) = 0 fiir alle
z € (a,b) ist? Wo liegt das Problem? Betrachte die Gleichung (2). Natiirlich ist y = +v/1 — 22, doch
ohne zuséatzliche Forderung ist es unmdoglich, {iber das Vorzeichen zu entscheiden.

Es ist noch schlimmer: Sei [—1, 1] in zwei disjunkte Mengen X; und X zerlegt, d.h. X; U Xy = [—1,1]
und X7 N Xy = @. Setze

Dieses f erfiillt 22 + f(x)? = 1, ist jedoch im Allgemeinen nicht stetig!
Prazisere Aufgabenstellung

Ist die Menge M wenigstens lokal der Graph einer (stetigen oder hinreichend oft differenzierbaren)
Funktion, d.h. sei (zo,y0) € M, gibt es dann eine Umgebung U (zo, f(x0)) mit U N M = Graph von

17
Heuristische Uberlegung
Sei (xg,yo) € M. Die Taylorentwicklung von F' an (xg,yp) ergibt:

oF oF
F(z,y) = F(zo,v0) + %(fvo’yo) (= 20) + @(9307310) (¥ —yo) + Rest R

Wir vernachléssigen R beachten F'(xg,y0) = 0 und lésen F(x,y) = 0 nach y auf:
F F
687(3307@/0) (& — o) + a@y($07%) (Yy—y0) =0

Das gilt (lokal), wenn %(mo, yo) # 0. Um nun alles fiir allgemeine Abbildungen formulieren zu kénnen,
flihren wir einige Bezeichnungen ein.



9.3 Umkehrabbildungen und implizite Funktionen Seite 57

Seien G C RY und H C RY nichtleere, offene Mengen. F' : G x H — R sei stetig differenzierbar. F'
besteht aus ¢ Komponenten Fj(z,y) = Fi(21,...,Zp, 1, ..., Yq). Betrachte die Gleichung F'(z,y) =0,
d.h. das (i.A. nichtlineare) Gleichungssystem

Fl(xla---axpayla"'qu):O

Fy(x1,...,2p,91,...,Y¢) =0
Wie kann man dieses Gleichungssystem ,nach den yi,...,y, auflosen”?
Theorem 9.17 Satz iiber implizite Funktionen
Sei F': G x H C RP*Y — RY stetig differenzierbar und (z°,y°) € G x H mit
1. F(2%4") =0

9 %i(a;O’yO) = M(gjo,yo) ist invertierbar

- d(ylwqu)

Dann existieren Umgebungen U = U(z°) C G und V = V(y") C H und eine stetige Abb. f: U — V
mit

1. f(2°) = y" und F(z, f(z)) = 0 Vo € U (Die Nullstellenmenge von F innerhalb von U x V ist
gerade der Graph von f.)

2 fla)=— (L) Ew@y )

Die f; sind gerade die ,,y; nach der Auflosung®. Die Formel (x) erhélt man mit der Kettenregel:

. _dF _OF (OF 0f _ OF,  OF __(9F\ 7 oF

F(z, f(z)) =0 = O_dx_8x+8y 9r oy’ Or = f= <8y> Ox
~~ ~
F’ N

Beweis
Das Konzept ist, das Theorem 9.15 auf eine geeignete Hilfsableitung anzuwenden. Sei

®:Gx HCRPY - RPXY mit &(x,y) = (z, F(z,y))

Auf ® konnte man 9.15 anwenden, da von R™ auf R™ (m = p + q) abgebildet wird. Nach der ersten
Voraussetzung ist ®(z°,y°) = (2°, F(2°,y")) = (2Y,0). Fiir @ zeigen wir nun die lokale Invertierbarkeit
um (3:07 yo) und bestimmen dazu die Ableitung an dieser Stelle. Da

(P:(P(:U7y):(P(xlv'”?xp?Fl(:’Ulv"‘7$p7y17"‘7yq)""an(xlw"?‘,rp?ylv"'?yq))7

ist die erste Zeile von ®’ ein Spaltenvektor aus den Ableitungen der ersten Komponente von @, also
x1, nach allen Variablen (x1,...,2p,91,...,Y4). Die p-te Zeile besteht aus den Ableitungen der p-ten
Komponente (z,) nach allen Variablen. Fiir die (p + 1)-te Zeile der Ableitung muss F7 (...) abgeleitet
werden und so weiter.

Eyp | 0
o ., Ok | 0P . OF E 0
CI)/( ) = 01 Ozp oy Oyq _ ’r
»Y = : : : : | aF | aF
: : : : or 1 2
oF,  OF, | 9F, OF, v

o1 Oxp oY1 e 0yq
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An (;UO, yo) ist % (330, yo) invertierbar. Da auch E,,, die p x p-Einheitsmatrix, invertierbar ist, ist @’
insgesamt invertierbar. Damit gelten fiir ® die Voraussetzungen des Theorems 9.15, also ist ® in (2, 3°)
lokal invertierbar und es existieren Umgebungen U’ = U’ (2°,4%) und V' = V' (@ (29,4°)) = V' (2°,0),
sodass ® ein Diffeomorphismus von U’ nach V' ist. Die Umkehrabbildung ®~! hat eine zu ® analoge
Struktur: Es existiert eine Abbildung ¥ : V/ — RY? mit

(&) = (&, ®(&n) V(€ n) eV’

Damit erhilt man fiir (x,y) € U”:
F(z,y) =0 @(z,y) = (2,0) & (z,y) = ¢ }(2,0) & y = ¥(z,0)

Insbesondere ist y° = W(z?,0). Da ® stetig ist, existieren Umgebungen U = U(2°) und V = V(3?),
sodass aus x € U folgt: y = U(x,0) € V. Jetzt definieren wir f: U — V durch f(x) := ¥(z,0), damit
ist f stetig differenzierbar und F' (z, f(z)) = 0.

Theorem 9.17 ist schon ,optimal* formuliert: Man weiff aus den Bezeichnungen schon, nach welchen
Variablen man auflésen kann.

Beispiel 9.6 Ausfiihrliche Diskussion zu F(z,y) = 22 + y> — 1

Die Ableitungen sind F(z,y) = 2z und F,(z,y) = 2y. Ist etwa (2°,9°) = (%, %), dann ist F(2%,94%) =0
und F (xo, yo) sowie £y, (mo, yo) # 0. Man kann also sowohl nach z als auch nach y auflésen: z = /1 — 32

und y = v1— 22 An (2°,5°) = (1,0) ist F},(1,0) = 0 und F,(1,0) # 0, also muss man nach y auflosen.

9.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wie kann man Kurven und Flichen im R? beschreiben und dies auf geeignete Teilmengen, sogenannte
Mannigfaltigkeiten des R™ verallgemeinern? Wir gehen so vor, dass man den abstrakten Mannigfaltig-
keitsbegriff leichter erlernen kann.

Sei T C R” offen. ® : T — R™ heift regulédr, wenn ® injektiv und differenzierbar ist und

ot ot

(I)/(t) — a((p:b?@n) — .1 .k
O(ti,... t) .~ -~

oty Oty

den Rang k hat. @1 : ®(T) — T ist stetig.

Definition 9.18

Eine Teilmenge M C R heifst k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn folgendes gilt: Fiir
jedes a € M existieren offene Mengen U,V C R™ mit a € U und ein Diffeomorphismus ¥ : U — V/,
sodass gilt:

\I/(UﬂM):Vm(ka{On_k}):{er:ka:...:yn:O}

Hierbei ist 0,,_; das Nullelement des R"~*. Eine (n — 1)-dimensionale UM heift Hyperfliche.
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1. Beachte: Der Rang von U'(z) ist n fiir alle z € U.

2. Die Voraussetzung, dass ¥ ein Diffeomorphismus ist (denkbar wire auch die Forderung nach einem
Homodomorphismus, also einer in beiden Richtungen stetigen Abbildung), verhindert Pathologien.

3. Man kann fiir V' o.E.d.A. ganz einfache Mengen nehmen, zum Beispiel Wiirfel, Kugeln oder auch
den gesamten R”.

Beispiel 9.7 Graphen

Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann ist der Graph G(f) := {(«, f(x)) : © € (a,b)} eine eindimen-
sionale UM des R2. Zum Beweis setze U = V = (a,b) x R. Offenbar ist U eine offene Menge, die ganz G(f)
enthélt. Setze

®o) = o= ) = V) = () )
®’(z,y) ist stets invertierbar und es ist ®~1(s,t) = (s,t + f(s)).

Allgemeiner: Sei U’ C R" offen und f : U’ — R"~* stetig differenzierbar. Analog zum Spezialfall ist G(f) =
{(z, f(z)) : x € U'} eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. ® wird wie oben definiert und es ist

v - (B )

Hierbei sind die Ej, Einheitsmatrizen im entsprechenden R”.

Beispiel 9.8 Einheitssphére

Sp—1 1= {a: ER: |z|P =22 +...+22 = 1} ist eine typische (n — 1)-dimensionale Untermannigf. des R™.

Satz 9.19 Weitere Charakterisierungen des Untermannigfaltigkeitsbegriffes
Seil <k<n-—1und M C R”. Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:

1. M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

2. [Beschreibung durch Gleichungen| M ist eine lokale Nullstellenmenge bzw. M ist lokal durch
Nebenbedingungen definiert, d.h. fiir alle a € M existieren eine offene Umgebung U = U(a)
und n — k stetig differenzierbare Funktionen f; : U — R mit

MNU={zelU: fit)=... = fui@)=0} und Rangaa({;j:jf;—';) i

(Das heifst, keine der Gleichungen f;(x) = 0 ist tiberfliissig.)
3. [Darstellung als Graph einer Abbildung/ Fiir alle a € M gibt es (nach evtl. Umnummerierung

der Koordinaten) offene Umgebungen U’ C R* von o’ := (a1,...,a;) und U” C R** von

a” := (ags1,...,an) sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U’ — U" mit

Mn (U xU")={(a,2") eU' xU": 2" = g(2)} = Graph(g)

4. [Parameterdarstellung] Fiir alle a € M existiert eine offene Umgebung U C R™ von @ und eine
offene Menge T' C R” sowie eine regulire Abbildung ® : T — R™ mit

OT)=UNM (= W)
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Beispiel 9.9 Die Beschreibung durch Gleichungen kennt man aus der linearen Alge-
bra.

1. Eine Ebene im R? wird durch a2z, + asxs + asrs + a4 = 0 beschreiben, also ein f; = f.

9f ) = (al,az,a:s)

6(-]:17'7"271‘3

Hierbei diirfen nicht alle aj, as, a3 gleichzeitig Null sein, damit Rang (a1, as,a3) =1 ist.

2. Eine Gerade wird durch zwei Ebenengleichungen beschrieben und stellt damit den Schnitt zwischen den

entsprechenden Ebenen dar:

fl(l‘) = aix1+asxrs+azrs+ays = 0
fg((E) = bix1 + baxo + bsxs + by = 0
_o(fuf) . (@1 a2 a3
d(x1,z2,3) b1 by b3

Diese Matrix muss den Rang 2 haben, sonst sind die Ebenen parallel (bzw. sogar identisch).

Definition 9.20

Seien T und ® wie in Satz 9.19.4 definiert. Dann heiflt (®,7") lokale Parameterdarstellung von M.
Mit ¥ := &~ (auf W := M NU) heikt (¥, W) Karte um a und die (t1,...,tx) := ¥(a) heiken
lokale Koordinaten von a. Das Paar (®,7T) heifst auch lokales Koordinatensystem von M um
a. Ein System von Karten, dass M {iberdeckt, heifst Atlas fiir M.

Beweis fiir Satz 9.19

Aus 1. folgt 2.: Seien U, V und ¥ wie in Definition 9.18 erklirt. Setze f := (Vg y1,...,¥,) : U — R*7F,

MU ={z: f(x) =0} ={x: il\(/xl :...:I;i(/x-)/:O}
Viya1 (@) V()

Da U ein Diffeomorphismus ist, ist Rang ¥/(x) = n, d.h. alle Zeilen von ¥’ sind linear unabhéngig.

arUen (@) o gV (2)
Rang f'(z) = Rang : : =n—k
ddTl\I/n(x) &\I/n(x)
Aus 2. folgt 3.: Seien U und f wie in Satz 9.19.2 definiert, also MNU = {z : fi(z) = ... = fu(x) = 0}.

Da Rang f/(x) = n — k, miissen n — k Spalten linear unabhéngig sein; 0.E.d.A. seien dies die
letzten n — k Spalten. Betrachte folgende Aufteilung der Variablen x = (z1,...,z,):

o' = (21, ap) und 2" = (T a)

% ist eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann man
nach den letzten n — k Variablen auflosen, d.h. es existieren Umgebungen U’ von ¢’ und U” von
a” und ein stetig differenzierbares g : U' — U” [d.h. g = (g1, ..., 9n—k) und g; = g; (x1,...,2y)]

mit f (2, g(2')) =0V’ e U'.
(¢/,9(z')) e MNU=Mn (U xU") ={(a',9(a')) : 2’ € U'} = Graph(g)
Aus 3. folgt 4.: Seien U’ und U” wie in 9.19.3 definiert sowie U := U’ x U” und T := U’. Setze

&:T — R™
®(z') := (2/,9(2)) = Graph(g) = M NU
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Aus 4. folgt 1.: Dies ist die komplizierteste Implikation. Mehr auf einem der néchsten Ubungsblitter.
]

In 9.19.2 bedeutet Rang f’ = n — k gerade, dass die Gradienten der f; linear unabhéngig sind.
Beispiel 9.10

1. M =5,1= {x ER":zf+...+22 = 1} ist natiirlich die Nullstellenmenge einer einzigen Funktion
FiR\ {0} =U — R =R"* mit k =n—1 mit f(z) = ||lz]* — 1.

2. Seien 0 < r < R fest gewahlt. ® : R? — R? sei gegeben durch
O(p, V) = ((RJrrcosz?) cosp, (R+rcost)siny , rsinﬂ)

mit ¢, ¥ € [0, 27]. (Aus Periodizitétsgriinden reicht das.) Das entspricht (bei geeigneter Einschrankung
von ¢ und 9) einer lokalen Parameterdarstellung eines Torus. Dieser Torus entsteht durch Rotation der
Kreislinie

R399 — (2(9),2(0)) = (R+rcos19,rsin19>

um die z-Achse. Wenn in der (z, z)-Ebene eine Kurve durch die Parameterdarstellung @ = ¢(u) und
z =(u) mit p(u) <0 und o < u < 3 gegeben ist und diese um die z-Achse rotiert, dann beschreibt
jeder Kurvenpunkt einen Kreis mit dem Radius ¢(u). Also erhélt man als ,Parameterdarstellung der
Rotationsflache:

= (u)cosv, y=(u)sinv, z=1(u) (Zivui%r)

Wir formulieren eine wichtige Eigenschaft von Untermannigfaltigkeiten, die eine wesentliche Grundlage
fiir eine allgemeine Mannigfaltigkeitsdefinition bildet.

Satz 9.21 Parametertransformation und Kartenwechsel

Seien M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (W7, W) sowie (Wa, W) zwei Karten
um a € M mit W := W; N W, # @. Dann sind die Bilder S; := ¥;(W) offene Teilmengen der
jeweiligen T; := U;(W;) und 7 := ¥y 0 \Ill_l : S1 — S ist ein Diffeomorphismus. (Entsprechend
tibertragen sich auch hohere Differenzierbarkeitseigenschaften von ¥y und Wy auf 7.) Die Abbildung
7 heifst Kartenwechsel.

Tangentialraume an Untermannigfaltigkeiten

Wir benétigen im Folgenden Kurven(stiicke) auf M durch a € M. O.E.d.A. sei so ein Kurvenstiick
durch a : (—¢,e) — M gegeben, wobei a(0) = a ist.

Definition 9.22

Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und a € M. Ein Vektor v € R" heift Tangentialvektor
an M im Punkt a, wenn es eine stetig differenzierbare Kurve « : (—¢,e) — M gibt mit a(0) = a
und o/(0) = v. Die Menge aller dieser Tangentialvektoren wird mit T,(M) bezeichnet und heifst
Tangentialraum an M im Punkt a.

Ein Normalenvektor von M in a ist ein Vektor w € R™ mit (w,v) = 0 Yo € T,(M) (unter
Verwendung des Standardskalarproduktes in R™). Die Menge aller Normalvektoren an M im Punkt
a heifst No(M).
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Satz 9.23 Eigenschaften des Tangential- und des Normalraumes

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und a € M. Dann gilt:

1. T,(M) ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R™. Eine Basis fiir T, (M) erhélt man so:
Sei T C R¥ und @ : T — M (vgl. Satz 9.19.4) mit ®(c) = a ein lokales Koordinatensystem fiir

M um a. Dann bilden die Vektoren g%(c), e g%(c) eine Basis von T,(M).

2. No(M) ist ein (n — k)-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis fiir N, (M) erhdlt man so: Sei
f=(f1, s fo-r) : U — R"F stetig differenzierbar und a € M N U, sodass (vgl. Satz 9.19.2)

MNU ={z: f(z) =0} und Rang W(a) = n — k. Dann bilden die Vektoren grad f;(a)

mit 1 < j < n — k eine Basis fiir N,(M).

Ny (M) ist per Definition trivialerweise ein Vektorraum. Man sieht aber zunéchst iiberhaupt nicht, dass
T, (M) ein VR ist.

Beweis
Setze V := lin{g%(c), ey g%(c)} und W := lin{grad fj(a) : 1 < j <n —k}, also ist dimV = k und

dimW =n — k. Wir zeigen: V C T,(M) und W C N,(M) — Dann folgt aus Dimensionsgriinden und
mit W LV die Gleichheit der jeweiligen Mengen.

k
1. SeiveV,dh.v=>d; gf’( ). Definiere folgende Kurve
i=1

a:(—ge) =R s+— P (c+ (di,...,dE)s) = P (c1 +dis,ca + das, ..., c, + dis)
Also ist « ein Geradenstiick um c¢. Die Kettenregel liefert:

k
o(0)= d;- 5 = vETu(M)

i=1 i

=v

2. Ng(M) ist ein Vektorraum. Wir zeigen, dass alle grad f;(a) in N,(M) liegen, also W C N, (M)
gilt. Sei v € T,(M) und v = &/(0) fiir eine geeignete Kurve a : (—¢,¢) — M mit «(0) = a.

Vte(—ee): fla(t) =0 = fjalt) =0

Daraus folgt

= Gl

=X )-el) = - G0 v = g (0

Da v € T, (M) beliebig gewéhlt werden kann, ist grad fj(a) € Nq(M).
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9.5 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Beispiel 9.11

Gesucht ist der Punkt (w07y0) auf der Geraden y —x — 1 = 0, der von (0,0) den geringsten Abstand hat.
Benutzt man das Quadrat des Abstandes, so soll 22 + %2 minimal werden (man schreibt 22 +%? — Min.). Man

formuliert eine Nebenbedingung: g(z,y) := y — x — 1 = 0. Dieses kann man nach y auflésen: y = = + 1 wird
dann in f(z) eingesetzt:
2%+ (2 +1)°> — Min.
Dies ist eine Extremwertaufgabe fiir Funktionen einer Variablen mit der Losung x = f% (und y = %)
Im Allgemeinen hat man Funktionen f,g : R?> D G — R und eine Menge M := {(z,y) : g(z,y) = 0}. Am

Punkt (xo, yo) € G liegt ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 vor, wenn es eine Umgebung
U (xo,yo) gibt, fir die gilt:

(z,y) > f(2°,3°) (lokales Minimum)

s
V(z,y) e GNMNU : {f(%y) <f (xovyO) (lokales Maximum)

Die Umgebung U(x°,y") ist dabei so gewihlt, dass sie ganz in G liegt.

Allgemeine Problemstellung

Die Funktionen f: R™ 5 G — R und g : G — R (k < m) seien stetig differenzierbar. Gesucht ist ein
lokales Extremum von f unter der Bedingung g = 0, d.h. in der Menge

M={zecR":g(z) =0} ={z € R":gi(z) =0,1 <i<k}

Satz 9.24 Lagrange’sche Multiplikatorenregel
Seien f und g wie oben definiert. Zusétzlich gelte Rang M(m) =kVzreq.

T,y Trm)
Angenommen, f hat in ¢ € G ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0. Dann existiert

ein A = (\,...,\x) € RF mit

k
Fl0=> Ndgile) (1)
j=1

Die A; heifsen Lagrange-Mutiplikatoren.

1. Die Rangbedingung besagt, dass M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

2. Zur Bestimmung einer méglichen Extremalstelle hat man geméft diesem Satz also m—+k Gleichungen
flir die Unbekannten cq, ..., ¢pm, A1, ..., A zu 16sen:

Beweis
Sei «v: (—e,e) — M eine beliebige Kurve mit «(0) = ¢. Als Funktion von ¢ betrachtet, hat f («a(t)) an
t = 0 lokales Extremum, also verschwindet dort f’ («(t)). Mit der Kettenregel ist

1 (@ a(0)
Tj ——

¢ Tangentenvektor an ¢

0= 1 @®)],g = Y 7> (a(0)
i=1 I
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f(al(t), . am(t)) = (grad f(c), @(0)) = grad f(z) L To(M) = grad f(z) € No(M)
—— ——

=x =Tm

Vorgehensweise

k
Definiere eine Hilfsfunktion H = f — ) \jg;. Dann sucht man ein lokales Extremum von H als
j=1

Funktion von m + k Variablen (x1,...,Zm, A1, ..., Ax), also betrachtet man gTZ =0 und g—g = 0.

Beispiel 9.12

n
Sei A = (a;j) eine symm. (n,n)-Matrix und f : R” — R gegeben durch f(z) = f(21,...,2,) == Y. a;jz;z;.
ij=1
n
Gesucht ist nun das Maximum von f auf der Einheitssphiire, also g(z) = 1 — [|z]|> =1 — 3 2 = 0. Damit ist
i=1

H(l‘l,...,.’L‘n,)\) = Z Qi TiT 5 - A <1 —Zl‘?)
i=1

i,j=1
Die notwendigen Bedingungen fiir ein Extremum an (:co, )\) lauten:

n

(mo,)\):2Zaijij+2)\x?:0 und aa—if(o,)\)zl—zacQZ:O

j=1 i=1

0H
8xi

Die letzte Gleichung ist gerade g(z) = 0. Fasst man die ersten n Gleichungen zusammen, so folgt 242° —2\x? =

0 und damit Az° = A\z°. Das Maximum tritt also an einem (normierten) z° auf, das der Eigenvektor zum

groften Eigenwert der Matrix A ist.

zu hinreichenden Bedingungen

Ohne Nebenbedingungen: Betrachte die Hessematrix zu f, also f” (2°) = (% (:170)).
10T

f hat an 2% ein Minimum (Maximum), wenn die Matrix f” (2°) positiv (bzw. negativ) definit ist, also
gilt:

<v, f”(zo)v> = 0Vo e R"\ {0}
Mit Nebenbedingungen: An ¢ € M liegt ein lokales Minimum (Maximum) vor, wenn gilt:

— (notwendig) grad H(c) =0
— (hinreichend) H"(c) ist auf T.(M) positiv (negativ) definit.



10.1 Definition des Riemannintegrals im R™ Seite 65

10 Integralrechnung fiir Funktionen
mehrerer Variablen

10.1 Definition des Riemannintegrals im R”

Sei x = (z1,...,zy) € R™ (der Einfachheit halber werden alle z in Zeilen geschrieben). Ein abgeschlos-
senes Intervall I C R™ wird durch feste a; < b; mit 1 < i < n wie folgt definiert:

I'={zeR":a; <z; <bj,1 <i<n}=lay,b] Xx...X[an,b,] und |I| ::H(bi—ai)
i=1

ist der elementargeometrische Inhalt (bzw. das Volumen) von I. Dieser hangt nicht davon ab, ob man
abgeschlossene oder offene Intervalle betrachtet. Wir betrachten Zerlegungen Z von Intervallen I,

aber nur solche der Form:
Z=Z1X...X 2,

Hierbei ist Z; eine Zerlegung von [a;, b;]. Also haben die Elemente von Z die Form

J=J1 x...x J, mit J; € Z;
Die Zerlegungsintervalle von Z werden von Iy bis I}, durchnummeriert. I; und I; haben fiir ¢ # j keine
innere Punkte gemeinsam. Dann gilt:

k

=L wmd 1= |5

Jj=1 J=1

Die Feinheit von Z wird als

d(Z2) = lrgfgkd(fj)

definiert. Hierbei ist d (I;) der Durchmesser von I;, das ist, der maximale Abstand zweier Punkte
aus I, also die Lange der Raumdiagonale. Eine Zerlegungsnullfolge ist eine Zerlegungsfolge Z,, mit
d(2,) — 0. Ein Zwischenpunktsystem zu Z ist

= (gl,...,gk) mit € e I

f sei nun eine reellwertige Funktion mit D(f) D I. Die Zwischensumme von f zur Zerlegung Z mit
dem Zwischenpunktesystem & ist

k
o(f,2,8)=>_ f(&) Ll
7j=1
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Definition 10.1 Riemann-Integral

Sei I C R" ein (kompaktes) Intervall. Die Funktion f : I — R heift auf I Riemann-integrierbar,
wenn fir jede Zerlegungsnullfolge (Z (k)) (und zugehorige Zwischenpunktsysteme ({ (k))) gilt:

. (k) ..
kh_}rglo o ( L2 ) existiert

Dieser Grenzwert heifst Riemann-Integral von f iiber I und wird mit

/f(:cl,...,xn)dxl,...,dacn—/f(x)dx
T T

bezeichnet. Die Menge aller auf I R-integrierbaren Funktionen wird mit R(I) bezeichnet.

Die Definition des R-Integrals iiber Ober- und Untersummen ist moglich, aber mithsamer.
Definition 10.2

1. Eine Menge M C R™ hat das n-dimensionale Lebesgue-Maft (L-Mafs) Null, wenn zu jedem
€ > 0 hochstens abzahlbar viele Intervalle I; C R™ existieren, sodass gilt: M C |JI; (d.h. die I;
bilden eine Uberdeckung von M) und 3 |I;| < e. M heift Nullmenge.

J

2. Sei £ C R" beliebig. Man sagt, eine Eigenschaft P gilt fast tiberall in £, wenn die Menge der
x € B, fiir die P nicht gilt, eine Nullmenge ist.

1. ,fast tiberall* (f.ii.) ist jetzt anders als beim eindimensionalen R-Integral definiert.
2. Im mafitheoretischen Sinne sind Nullmengen ,kleine Mengen“.

3. Im Sinne der Definition 10.2.2 bedeutet ,,f ist in I {iberall stetig®, dass es eine Nullmenge M C I
gibt, sodass f auf I\ M stetig ist. Vorsicht: Wenn I ein Intervall und M C I eine Nullmenge ist,
dann muss dazu keineswegs eine Funktion f existieren, die auf I\ M stetig und auf M unstetig ist.

Beispiel 10.1 Alle endlichen und alle abzéhlbaren Teilmengen von R™ sind Nullmengen.

Sei {z,, € R™ : n € N} die abzahlbare Menge und ¢ > 0 vorgegeben. Wihle fiir jedes z,, ein Intervall I,, mit
] < 57

2 ¢ =1
{xn:nGN}CUIj und Z|I|<Z2J 622—]:
J j=1
Beispiel 10.2 Natiirlich gibt es viele tiberabzéhlbare Nullmengen.

Ein Teilstiick der z-Achse im R?, [a,b] (x {0}) hat das zweidimensionale Lebesgue-Maf Null, jedoch nicht das
eindimensionale. Sei I = [a,b] x [-6,8] D [a,b]. Der Inhalt ist |I| = 20(b — a) < ¢ fir § < 30—ay- Auch die
x-Achse als Teilmenge des R™ hat das L-Maf Null. Es gibt auch iiberabzihlbare Nullmengen im R*!.

Beispiel 10.3 Graphen von Funktionen

| Sei I C R"~! ein kompaktes Intervall und f : I — R stetig. Dann ist der Graph G(f) C R" eine Nullmenge.

Satz 10.3 Kriterium von Lebesgue

f ist auf I genau dann R-integrierbar, wenn f beschrankt und auf I fast iiberall stetig ist.
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Beweis
Dieser Beweis ist sehr langlich. Sie finden Thn auf der Webseite von Prof. Timmermann.
u

Damit sind alle stetigen Funktionen sowie beschrankte Funktionen mit nur abzéhlbar vielen Unstetig-
keiten Riemann-integrierbar.

Wie geht man von Intervallen zu allgemeinen Teilmengen des R™ als Integrationsbereichen tiber? Sei
B C R" beschrénkt, also existiert ein Intervall I mit B C I. Sei f auf B definiert. Wir setzen f auf I
durch f(z) =0 fiir z € I\ B fort und definieren mit der charakteristischen Funktion Xp des Intervalls
B:

{ f(z) z€B

!f(m)dx::/(f.XB)(x)dx mit  (fXp) @) = {0 vel\B

1

f und X p miissten also fast iiberall auf I stetig sein. f sei auf B fast iiberall stetig. Beim Ubergang
zu f - Xp konnen genau am Rand 0B von B neue Unstetigkeitsstellen dazukommen. Das diirfen nicht
zu viele sein! Daher ist folgende Definition plausibel.

Definition 10.4

Eine Menge B C R" heiftt zuléssig, wenn B beschrinkt ist und der Rand 0B eine Nullmenge des
R™ ist.

Beispiel 10.4

1. Alle gingigen Figuren im R? und R? (Kreise und Kugeln, Quadrate und Quader u.s.w.) sind zulissig.

2. Eine wichtige Klasse zuliissiger Mengen ist folgende: Seien I C R™~! ein Intervall und fi,fo : [ — R
stetig. Dann ist die Menge B = {(x,2) : x € I, fi(x) < z < fa(x)} zulissig.

3. B={(z,y):0< 2,y <1Ax,y € Q}, die Menge der rationalen Punkte im Einheitskreis ist nicht zulds-
sig, denn der Rand von B (die Menge aller Punkte, fiir die in jeder Umgebung sowohl Punkte von B
als auch aus R? \ B liegen) ist das Einheitsquadrat.

Lemma 10.5

Die Vereinigung, der Durchschnitt und die Differenz endlich vieler zuléssiger Mengen sind wieder
zulassig.

Wir vereinbaren folgende Schreibweise: Sei B C R™ eine beliebige Menge mit der charakteristischen
Funktion Xpg. f sei auf B definiert. Dann setzen wir

flx) zeB

(f-XB)(a:)—f(a:)-XB(x)—{o r ¢ B

f - Xp steht also fiir diejenige Funktion, die f auf ganz R" fortsetzt, indem man aufterhalb von B die
Funktion zu Null macht.

Definition 10.6
Sei B C R"™ beliebig und f auf B definiert. Unter dem R-Integral von f iiber B versteht man

[ f@)e = [ (£ xm) @),
B

I

falls das rechtsstehende Integral existiert. I ist ein beliebiges Intervall, das B enthalt.
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Satz 10.7
Sei B C R™ zulassig und f : B — R. f ist auf B genau dann R-integrierbar, wenn f auf B beschrankt
und fast tiberall stetig ist.

Beweis

f - Xp hat im Vergleich zu B hochstens auf dem Rand 0B zusétzliche Unstetigkeiten. Da 0B eine
Nullmenge ist, ist f - Xp auf jedem Intervall I D B fast iiberall stetig (da f auf B fast iiberall stetig
war). Daraus folgt die R-Integrierbarkeit mit dem Lebesgue-Kriterium.

Andersherum folgt aus der R-Integierbarkeit von f auf B die von f-Xp auf I O B. Nach dem Lebesgue-
Kriterium ist f auf B beschrankt und f - Xp ist fast iiberall stetig auf I, somit auch f auf B.
|

Definition 10.8 Jordan-Inhalt

1. Sei B C R" zuldssig. Dann wird der Jordan-Inhalt | B| von B definiert durch |B| := [ Xp(z)dx.
B

2. Eine Menge B C R" hat den Jordan-Inhalt Null (d.h. B ist eine Jordan-Nullmenge), wenn

es zu jedem € > 0 endlich viele Intervalle Iy, ..., I} gibt mit
k k
BclJI; wd > |Ll<e
j=1 J=l1

10.2 Allgemeine Eigenschaften des Integrals

1. R(B) ist ein Vektorraum (sogar eine Algebra) und es gilt

JOf + pg)(x)dz = A [ f(z)dz + p [ g(z)da
B B B

[>0= [ f(z)dz >0
B

Das heift: Die Abbildung f +— [ f(z)dz ist ein positives lineares Funktional auf R(B).
B

2.1. Aus der Positivitat folgt:

f,gER(B)/\fgg:/f(x)dxS/g(a:)dx
B B

22. Firm< f< M und g > 0 auf B ist

mfldz <  [flz)dz < M [1ldx
B B B
melBl < [f@de < M-lB
m[g(z)dz < [f(z)g(x)dz < M [g(z)dx
B B B

Hieraus erhélt man einen Mittelwertsatz: Sei m := in]fg f(z) und M := sup f(z). Dann gilt:
z€ z€B

Ja € [m, M| : /f(:v)d:c =a-|B|
B
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Wenn f auf B stetig und B zusammenhéngend ist, dann existiert ein xg € B mit f (z9) = «,

/ f(@)dz = f (x0) - |B]
B

3.1. Verschwindet f € R(B) fast tiberall in B, so ist [ f(z)dx = 0. Zum Beweis: Sei I D B. Betrachte
B

also

zum Integral von f - Xp iiber I eine beliebige Zwischensumme, d.h. I = |JI; und &; € I; mit
f (&) = 0. (Solche ¢; existieren in jedem I;, denn f - Xp ist fast iiberall in I stetig, also auch in
jedem I, denn |I;| > 0.) Also ist jede dieser Zwischensummen Null, also auch der Limes fiir jede
Zerlegungsnullfolge.

3.2. Sind f,g € R(B) fast tiberall in B gleich, so ist [ f(z)dz = [ g(z)dz. Zum Beweis wende 3.1.
B

B
auf die fast {iberall verschwindende Funktion f — g an.

4.1. Additivitdt bzgl. B: By und Bs seien zulédssig und f auf By U By definiert. Dann gilt:

/ fdx und / fdx existieren < / fdz und / fdx existieren

B1UBs B1NBs B>

4.2. Fir |[BiNBy|=01ist [ fdz= [ fdz+ f fdzx.
B1UB> By

Wenn A eine zuléssige Jordan-Nullmenge ist (z.B. A = BiNBy), dann ist [ fdz = 0; damit folgt
A

/fdx—/fdx+/fdx— /fdx

B1UB>y BiNB2

5. Falls [ fdz =0 und f <0 auf I D B (oder B) ist, dann ist fast tiberall f = 0. Zum Beweis: Es
B

geniigt zu zeigen, dass f(a) = 0 fiir jedes a € I, in dem f stetig ist (denn dann ist fast iiberall
f =0). Sei f(a) > 0, dann existiert eine Umgebung U(a) (0.E.d.A. ist diese so klein, dass sie
ganz in [ liegt) mit f(x) > ¢ > 0Vz € U(a) und es folgt fiir das Integral:

/fda;_ /fda:—ir /fdx> /fdx>c U(a) > 0

N\U(a) Ula) Ula

Dies ist ein Widerspruch, also ist f an allen a mit f(a) > 0 unstetig und somit an allen Nullstellen
stetig.

10.3 Satz von Fubini

Dieser Satz ermdoglicht die Berechnung von Integralen letztlich durch Zuriickfithrung auf iterierte ein-
dimensionale Integrale. Zum Satz gelangen wir durch eine Plausibilitéitsbetrachtung fiir den R2.

Sei I = [a,b] X [¢,d] = X x Y. Betrachte die Zerlegung Z := Z, x Z, wie bei der Definition des
R-Integrals:
Z={JixK;:Ji € 2, K; € Z,}

Mit den Zwischenwerten (z;,y;) = 2z;; € J; x K; kann die Zwischensumme formuliert werden:

o= flziy) i x K| = Zf (i, w) - || - | K| = Z[Zf(%yz)'ml\] | il
l

il i
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= In [...] steht die Zwischensumme zum Integral [ f(z,y)dy =: F(z).

Y
= Die dufRere Summe entspricht der Zwischensumme zu [ F(z)dz.
X

Summiert man zuerst iiber i, erhdlt man eine analoge Interpretation mit vertauschten freien Variablen
(2,9).
Theorem 10.9 Satz von Fubini

Sei I = J x K ein Intervall in R” mit den Intervallen J C R¥ und K C R! (also ist k + [ = n). Fiir
eine stetige Funktion f: I — R gilt

f f(x7y) d.%'dy = f f(xl"'ka:ylv"'7yl)dx1""7dxkdylv"'7dyl
IxXK ~~ IXK
=d(z,y) (1)

= [ <i[ f(fv,y)dy) dz = | <f f(%y)daf) dy
J K \J
Das soll bedeuten: Die unteren iterierten Integrale existieren und alle Integrale sind gleich.

Vorsicht bei unstetigen Funktionen!

Dieser Satz gilt allgemein fiir integrierbare Funktionen, nicht nur fiir stetige. Dann muss man sich aber
davon {iberzeugen, dass f(-,y) und f(z,-) integrierbar sind. Das braucht man, um F(z) bzw. F(y) {iber-
haupt definieren zu kénnen. Wenn f nur integrierbar ist, muss aus der Existenz der beiden iterierten
Integrale nicht folgen, dass f insgesamt integrierbar ist.

Fiir praktische Rechnungen wird der Satz meist mehrfach angewendet, sodass man nur noch eindimen-

sionale Integrale hat: Sei I = {(x1,...,z,) € R" : a; < x; < b;}. Dann ist
b1 bo bn
/f(x)dx:/ / /f(xl,...,xn)dxn dz,_1...| dr
I a1 Laz Qn

Natiirlich kann man auch jede beliebige andere Reihenfolge nehmen, wenn dies die Berechnung verein-
facht.

Beispiel 10.5 Anwendung des Satzes von Fubini

Gesucht ist das Integral der Funktion f(z,y,z) = z - sin(z + y) auf dem Intervall I = [0, 7] x [-Z, 2] x [0,1].

{f(m, y, z)dzdydz = j l fj (szsin(:c + y)dx) dy] dz = } l f —zcos(z +y)|g dy] dz

0 [— 0

w3

-z
2

1 . 1
—z (cos(m +y) —cosy)dy | dz = [ [2z~siny\f%] dz = [4zdz =2
0 0

I
Ct—
— ol

[NE)

=—2cosy

Eine anspruchsvollere Variante des Satzes von Fubini ist die folgende: Sei D C R™~! beschriinkt (zum
Beispiel ein Intervall) und @1, 2 : D — R stetig. Betrachte B := {(z,y) : v € D, ¢1(z) <y < ¢a(z)}
und eine Funktion f € R(B). Dann gilt:

p2(z)

[fenasay= [ | [ vy | o
B

D 1(z)
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Beweis
Wir definieren einen Schnitt B, von B iber z als

xr

B — {yeR:pi(z) <y <pa(x)} z€D
o x ¢ D

Es ist Xg(z,y) = Xp(x) - XB, (y). Seien I, und I, Intervalle mit I, > D und I, D B, Va € D, also ist
B C I, x I, =: I. Nach Definition ist

B T L. \Iy

[ flz,y)dzdy = [ (f - XB) (z,y)dzdy = [ <f f(%y)XBm(y)dy) Xp(z)dx

w2(x) pa(x)
= f( / f(x,y)dy> XD(x)dx:g( i f(x,y)dy) dz

I \p1(z) w1(x)

Beispiel 10.6

B C R? sei der Kreis um den Ursprung mit dem Radius R. Suche das Integral iiber y%v/R? — 22 in diesem
Bereich. B wird durch ¢; und ¢g mit ¢1(x) = vVR? — 22 und ¢2(z) = —v R? — 22 begrenzt. Beachte, dass
der Integrand in = und y gerade ist. (x)

R | VR?2—x? ) R IVRZ=22
[v*VR? — 2?2 dady = [ | y*VR?—22dy|dz =4[ | v¥*VR? —2? dy| dz
B “R |y I
R JET=? R
:40fm[%}0 dngbf(RLx?)de:...:%RS

Will man die Integrationsreihenfolge d&ndern, ist meist eine Skizze hilfreich, um die stetigen Randfunk-
tionen zu finden. Eventuell muss das Integral in Teilintegrale zerlegt werden. Zum Beispiele &ndere

man in
1

/ 1/_If (z,y)dy | dx

0 | -vi—=a?
die Integrationsreihenfolge. Dazu muss das Integral in zwei Teilintervalle (y < 0 und y > 0) zerlegt

werden, weil £ von 0 bis zu zwei verschiedenen Graphen lauft. Aus y = —v1 — 22 wird z = /1 — 32
undausy=1—z wirdx=1—y.

1[ 1-2 o [vice® N
0/ Vl/izi(x,y)dy dx :_/1 O/f(m,y)dx dy—i—o/ O/f(x,y)dx dy

10.4 Koordinatentransformationen in Mehrfachintegralen

Seien B, C R™ und By C R" und ® : B, — B, bijektiv. Es sei f auf B, integrierbar. f wird mittels
¢ zu By ,jibertragen*: g := f o ® oder g(z) = f(®(y)) Yy € By. Wie muss eine Fkt. F' bzw. F(y)
aussehen, damit gilt:
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F soll auch g enthalten, also ist F'(y) = ¢g(y) mal einen unbekannten Term. Dieser darf aber nur von
® abhédngen, damit die obige Gleichung fiir alle Funktionen f gilt. Fiir die heuristische Betrachtung
suchen wir den einfachsten Fall: ® sei sogar ein Diffeomorphismus und B, ein Intervall I mit der
Zerlegung I = Uj I

B=Uo) = [f@i=3" [fau
J B 7 &(1;)

Fiir stetige f existieren nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung §; = ®(n;) € ® (1))
mit
/f(ff?)da? = (&)@ U] = f (@) [P (L)

(1)

Das einzige Problem ist: Wie grof ist |® (I;)| im Vergleich um |I;|7 Sei allgemein A eine jordanmessbare
Menge, dann ist auch ®(A) jordanmessbar. Um eine Idee zu bekommen: Sei ® eine lineare Abbildung
L und A sei ein Intervall I. Dann ist L(I) ein Parallelepiped. Man kann zeigen:

|L(I)| = (det L) - |I| = |det ®’| - |1|

Letzteres folgt aus der Gleichheit von Abbildung und Ableitung bei einer linearen Abbildung. Um die
Klasse der Abbildung ¢ fiir die Koordinatentransformation néher zu bestimmen, bendétigen wir den
folgenden Begriff.

Definition 10.10 Lipschitzstetigkeit

Eine Abbildung ¥ : D C R™ — R* heifit in D lipschitzstetig, wenn es eine Konstante L > 0, die
sogenannte Lipschitzkonstante, gibt mit || U (y1) — ¥ (y2)|lgr < L - |ly1 — v2llgm Yy1,92 € D.

1. Ist @ stetig differenzierbar, so ist ® automatisch auf jeder kompakten Teilmenge von B, lipschitz-
stetig.

2. Offenbar folgt aus Lipschitzstetigkeit auch Stetigkeit, das heifit, die Lipschitzstetigkeit ist stérker
als die normale Stetigkeit.

Beweis
Fir y, — y € R™ geht ||y — ynl[gm — 0 und somit auch [|[¥(y) — ¥ (yn)llgr < L - ||y — Ynllgm — O.
Also konvergiert ¥ (y,,,) — ¥(y), also ist ¥ stetig.

|
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Theorem 10.11 Koordinatentransformation in Mehrfachintegralen
Seien B, C R" offen und jordanmessbar und ® : B, — B, C R" stetig differenzierbar, bijektiv und
lipschitzstetig. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. B, = ®(B,) ist jordanmessbar.

2. fund F := (f o ®) - |det ®'| sind auf B, bzw. By gleichzeitig riemannintegrierbar. Im Falle der
Integrierbarkeit ist

/ f(z)dz = / £ (®(y)) - |det @/()| dy

Zusatz:

(a) Jede jordanmessbare Fliche B C B, besitzt ein jordanmessbares C = ®(B) mit

€1 = 2(B)] = [ |det2/(y)] dy

B

(b) Die obigen Bedingungen fiir ® diirfen auf einer Jordannullmenge verletzt werden.

Der Zusatz ist fiir Anwendungen von fundamentalen Bedeutung, wenn mann die {iblichen Koordinaten-
transformationen, zum Beispiel Polar- oder Kugelkoordinaten, benutzen will.

Beispiele fiir Anwendungen

1. Ebene Polarkoordinaten: Betrachte den R? und ®(r, ¢) = (7 cos ¢, rsinp)”. ® bildet den Streifen
B :={(r,p):7 > 0,0 < ¢ < 21} eineindeutig auf C' := R?\{(x,0) : & > 0} ab. Natiirlich schreibt
man einfacher x = r cos ¢ und y = rsin ¢.

cosp —rsing

det @’ =
et &(r, ¢) sing  rcosy

=r>0

® ist sogar ein Diffeomorphismus, ist also auf jeder kompakten Teilmenge von B lipschitzstetig.

Anwendung: Betrachte A := {(z,y) : 0 < a< ¢ <[ <27m,0<7r < h(p)}, hierbei ist h > 0 ste-
tig. Gesucht ist der Flacheninhalt von ®(A). Es ergibt sich die Leibniz’sche Sektorformel:

B [ hie) . B
|CI>(A)|—/dxdy—/ /detCI)( 2/h2
D(A) a 0 =r a

2. Réumliche Polar- bzw. Kugelkoordinaten: Betrachte den R? und

O(r,,0) = (z,y,2)T = (rcospsind,rsinpsind,rcos?)? mit r>0,0<p<2r,0<9<7
Es ist det ®'(r,,9) = r?siny. Damit kann man sehr leicht etwa das Volumen einer Kugel

berechnen.
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11 Integration auf
Untermannigfaltigkeiten des R"

Bei Kurvenintegralen konnte man iiber Funktionen oder iiber Vektorfelder integrieren. Im ersten Falle
war die Orientierung nicht von Bedeutung, im zweiten Falle schon.

Wir wollen nun die Kenntnisse zu Kurvenintegralen auf k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des
R™ erweitern und insbesondere den k-dimensionalen Inhalt einer Untermannigfaltigkeit bestimmen.
Wodurch werden in Analogie zu Kurven die Vektorfelder ersetzt? Was versteht man unter der Orien-
tierung einer Untermannigfaltigkeit? Bei Untermannigfaltigkeiten hat man zudem zu beachten, dass
man im Allgemeinen nur einen Satz von Karten, also lokaler Parameterdarstellungen hat. Wie gelangt
man vom Lokalen zum Globalen?

Natiirlich braucht man auch Integralsétze. Die zentrale Frage ist die nach dem Zusammenhang zwischen
einem Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit und dem Integral iber den Rand der Untermannigfal-
tigkeit. Hier kommt wiederum die Frage auf, wie dieser Rand aussieht.

11.1 Integration skalarer Funktionen iiber Untermannigfaltigkeiten

Zunéchst fithren wir im R? eine Plausibilitdtsbetrachtung durch. Sei M C R3 eine zweidimensionale Un-
termannigfaltigkeit, zu deren Beschreibung eine Parameterdarstellung ® : T C R? — M (®(T) = M)
geniigen moge. f : M — R sei stetig und das Integral von f {iber M gesucht. In Anlehnung an die Defi-
nition des Riemannintegrals wiirde man das Intervall T" in Teilintervalle T; zerlegen, in den zugehorigen
M; := ® (T;) Zwischenpunkte ¢! festlegen und versuchen, eine Zwischensumme aufzuschreiben:

o= F (€)M

Das einzige Problem ist: Was ist |M;|? Die Idee ist, M; auf die Tangentialebene an M im Punkt & zu
projizieren; es entsteht ein ebenes Flichenstiick, das man gut zu messen hofft.

Genauer: Sei & = ®(t) = @ (t1,t2) € M. Die Tangentialebene 7' an M in & wird von @ (¢) und
®,, (t) aufgespannt. Betrachte nun ein Rechteck @ € T' mit den Seitenléngen A¢; und Aty. Das Bild
dieser Menge sei M’ = ®(Q) C M. |M’| kann nun durch den Inhalt des von At ®, (¢) und Ata®y, (t)
aufgespannten Stiickes der Tangentialebene approximiert werden:

| M| = ([ At1 @y, () x Aba®y, (1)|] = Aty Aty [| D, (£) x By, (1)

Mit diesen Erkenntnissen definieren wir vorldufig den Inhalt eines zweidimensionalen Fléchenstiickes
im R3 und das Integral einer Funktion iiber ein solches Flichenstiick.
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Definition 11.1
Sei T C R? offen und ® : T' — ®(T) =: M C R? die Parameterdarstellung einer zweidimensionalen
Untermannigfaltigkeit. Weiterhin sei f : M — R stetig und beschrénkt.

1. Unter dem Inhalt von M versteht man

M| = /H%(t) x By, ()| dtrdts  (11.1)
T

Man nennt dS := |[®y, (¢) x P4, (t)|| dt1dta = dS(x) das zweidimensionale Fldchenelement
bzgl. ®.

2. Man setzt

/ fd8 = / f(2)dS(z) := / £ (1)) [0, (£) x Dpy ()] dtadty  (11.2)

M M T

Um die in (11.1) und (11.2) gegebenen Definitionen zu rechtfertigen, muss man zeigen, dass sie von
der Parameterdarstellung unabhéngig und zu den bekannten Inhalten einfacher Mengen kongruent sind.
Auferdem miissen weitere verniinftige Forderungen an den Inhalt, zum Beispiel die Bewegungsinvarianz,
erfiillt sein.

Beispiel 11.1 Oberfliache der Einheitskugel
Sei S := {(x, y,2) ERZ: a2 + 9% + 22 = 1}. Aus S, entfernen wir die Nullstellenmenge

A:={(z,0,2z) € S1: 2 >0}

Fiir S7 \ A hat man die Parameterdarstellung ® = (1, ®o, P3) = (2,9, 2) mit © = cospsind, y = sin psind
und z = cos¥. (¢ und ¥ sind also die Aquivalente zu ¢; und t5.) Die Ableitungen sind

O, = (—sinpsind, cos sind, 0)
®y = (cos pcos, sin cos, —sin1})

Nach einiger Rechnung erhélt man ||®, x ®y|| = sin? (positiv im gewéahlten Parameterbereich) und fiir den
Inhalt

2 ™
|S1\ 4| = /dg@/sinﬁdﬁ =4
0 0

A ist eine Nullmenge und kann vernachléssigt werden, somit ist |S1| = 4.

Die Definition 11.1 kann so nicht auf k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ erweitert werden;
das Vektorprodukt ist hier ungeeignet und fiir n # 3 nicht definiert. Aus der Linearen Algebra, der
Physik oder durch Nachrechnen weiff man aber

la % bl|* = (a x b,a x b) = (a,a) (b,b) — (a,b) (b,a)
Dies wenden wir auf a = ®;, und b = ¢4, an:

<(I)t1 ’ cI)fl) <(I)t1 ’ cI)t2>

2 !
Hq)h X (I)t2H = <(I)t17 (I)t1> <(I)t27 (I)t2> - <(I)t17 (I)t2> <(I)t27 (I)t1> = <(I)t27 (I)t1> <(I)t2; (I)t2>

Die Matrix rechts heit Mafitensor (g;;) mit g;; = <<I>ti,(l>tj>. Die Determinante wird meist mit
g := det (gi;) bezeichnet, (g;;) heift auch Gramsche Matrix (zu ®’) der Abbildung ®. In der Literatur
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schreibt man auch (g;j) = 7 (®’). Man rechnet nach, dass fiir Matrizen A mit den Spalten a' folgendes
gilt:

AT A = ((da),,
Das heifit, fiir ein gegebenes @ ist

(915(1)) = (1) - @'(1) = (2. 52)),.

g(t) = det () (£) = det (@7 (1) - /(1))

Lemma 11.2
Sei A eine (n, k)-Matrix und B eine (k, k)-Matrix, dann gilt:

\/det[(AB)T - (AB)] = Vdet ATA - |det B
Beweis

det[(AB)" - (AB)] = det BY ATA B =det BL -det ATA-det B = det ATA - (det B)?
AV
(k,k) (k,k) (k,k) det B

Nun soll das Integral einer Funktion iiber eine beliebige Mannigfaltigkeit definiert werden.
1. Fall: Die gesamte Mannigfaltigkeit kann durch eine Parameterdarstellung beschreiben werden.
2. Fall: Eine Parameterdarstellung reicht nicht.

Wiederholung

Sei f: M — R (allgemein G — R mit offenem G C R™). Unter dem Tréger supp f versteht man die
Menge supp f = {z € M : f(x) # 0}. Der Tréger ist stets abgeschlossen.

Beispiel 11.2
Sei [a, b] beliebig, [c,d] C [a,b] und f = X(c,q4). Dann ist supp f = [, d].
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Definition 11.3

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Es liege einer der folgenden beiden Félle vor:
1. M hat eine globale Parameterdarstellung ® : R¥ 5 T — M. f sei auf M.

2. ®: T — M sei eine lokale Parametrisierung. f : M — R habe einen kompakten Trager in ®(7T)
(d.h. supp f € ®(T') bzw. fo ®: T — R hat in T einen kompakten Tréger).

Dann heifst f tiiber M integrierbar, falls

F(®1) /90 ) \Jdet T (1) @(t)  (11.3)

iiber T integrierbar ist. In diesem Falle setzt man
/f ) dS(z /f ) -gt)dt  (11.4)
Im Fall 1 definiert man den k-dimensionalen Inhalt von M mit
M= [ Vo) a
T

dS(x) heikt Oberflichenelement und hat beziiglich einer Parametrisierung ® die Form

= /g(t)dt = \/det<I>/T ) - ®/(t) dt

1. In jedem Fall muss die Unabhingigkeit von der Parameterdarstellung gezeigt werden.

2. Obige Definition kann leicht in folgender Hinsicht verallgemeinert werden: ® : T — M sei eine lokale
Parameterdarstellung mit ®(7) =V C M. f sei auf V stetig. Dann definiert man:

/f )dS(a /f () - Vo) dt

Satz 11.4

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit den Parameterdarstellungen ®; : T; — M
(bzw. ®;(T;) =V C M) fiir j = 1,2 (z.B. lokale Parameterdarstellungen). f sei auf M stetig (im
Falle der lokalen Parametrisierung sei supp f C V). Dann gilt:

/f@1 )\ JoM(t) dt = /f% Vo) at

Dabei ist 1) die zu ®; gehorende Definition des metrischen Tensors.

Beweis
In Satz 9.21 haben wir (bei Kartenwechseln) festgestellt, dass h := @51 o ®q : T1 — T5 ein Diffeomor-
phismus ist. Wir benutzen letztlich die Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale.

) = Byoh Oi(t) = @y (h(t))
Py = Oy N Q1(t) = D5 (h(t) - H(?)
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Wir wenden das Lemma 11.2 fiir A := &, : R¥ — R™ und B := ' : R¥ — R* an und erhalten

\/g(l)(t) = \/det 7P, = \/det o, @ |deth|  mit @7 @) = (cI)’QT : h’) (@4 - 1)
Parametertransformation: s := h(t) mit h(T1) = T5

[ 5 (@16 VoD &t = ] F (@ () /o (G0 [det B0

= (Transformationsformel) = [ f(®2(s)) /9P (s) ds

Ts

Jetzt wird der zweite Fall behandelt: Fiir M gibt es nur eine lokale Parameterdarstellung. Wir miissen
vom Lokalen zum Globalen iibergehen.

Definition und Satz 11.5

Sei K C R™ kompakt. Seien Uy,...,Ur C R™ offen und K C U; U...U U. Dann existieren Funk-
tionen ¢1,...,pr € C°(R™) (Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen im R™ mit
kompaktem Trager) mit

L. suppp; CU;jmit 0 < p; <1Vj=1,...,k
k

2. Y pj(x)=1Vzx e K
j=1

Die ¢1, ..., nennt man eine der Uberdeckung Uy, ..., U; untergeordnete Zerlegung (Parti-
tion) der Eins auf K.

Beweis
O.E.d.A. seien alle U; beschrankt. Setze

k
K' = UUj und  Up:=R"\ K
J=1

K’ ist natiirlich kompakt. Fiir jedes 2 € K’ existiert ein 7, und ein j € {0,1,...,k} mit
K(z,2ry) ={y e R": [z —y|| < 2r;} CU;

Dann bilden alle K (z,r,) fiir z € K’ eine offene Uberdeckung von K’. Da K’ kompakt ist, iiberdecken
bereits endlich viele dieser Kugeln K':

n
dxg,...,xm € K :K' C UK('xlvTIz)
i=1

Fiir jede dieser K (z;,75,) existiert ein g; € C°(R™) mit

(@) = {o v ¢ K (25,72,

= suppg; C K (zi,2ry,
>0 x€ K (x,ryg,) ' (i, 2ra)

Man erhélt solche g; durch ,Strecken, Stauchen” und Translation des ,Standardhuts®:

1
e -l=I” |z|]| <1 _—

g(x) = g€ CX(R") und suppg=K(0,1)
0 ]l = 1
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Abwandlung, damit der Trager in K (0,¢) liegt:

2

cc-e el lz] < 1

0 el > 1

g(x) =

ce ist hierbei so gewéhlt, dass [ g(x)dz =1 ist. Fiir j =0,1,..., k& sei nun
R"L

I :={ie{l,...,m}: K (x;,2r;,) CU;}

Definiere nun

v, = Y. g = suppy; CU; firj=0,1,....k
ieklj

Yo=Y
7=0

wj = Yi/Y firj=1,...,k

Beachte, dass 9 einen Tréger in Uy hat, also ist ¢g(z) = 0 Vo € K. Die y; erfiillen alle Bedingungen
der Zerlegung der Eins:

1(x) + ...+ Yg(x)
Yo(z) +¥1(z) + ... + ()

——
=0

=1

k
suppp; C U;  und Zcpj(ar) =
j=1

Fiir alle « ¢ supp 1); = supp ¢; setze natiirlich ¢;(z) = 0.
|

Dies kann man auf kompakte Untermannigfaltigkeiten des R" anwenden: Dann iiberdecken endlich
viele Karten die Untermannigfaltigkeit.

Definition 11.6
Seien folgende Objekte gegeben:

o M C R” sei eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f definiert auf M mit kompaktem
Trager.

° qu:]}CRkHVjCMfﬁrjzl,...,m
o W; C R" sei offen, W; N M =V} (siehe Definition der Untermannigfaltigkeit)
® ©01,...,0m € CX sei eine der Uberdeckung W7, ..., W,, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Dann setzen wir
> [ Nwas@ a1

=1
=

[ 1@ as@) =
M

Wo ist die kompakte Menge? Das sei supp f. Beachte: ¢, - f € C.(M) und supp(ep, - f) C V;. Damit sind
die in (11.5) rechts stehenden Integrale bereits definiert.

Y (@5 @) = fla)- Z@j(l’) = f(z)

J
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Sei A C M und X 4 sei iber M integrierbar. Dann setze:

A= [ Xalw) d5() = [ as(a)
M

A

11.2 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

Sei V' ein k-dimensionaler Vektorraum mit den Basen By = (vy,...,v;) und By = (wy,...,wg). Die
Matrix A = (a;;) sei definiert durch

Zaijvj:wi fiir jZl,...,k)
J

Dann heifen B; und Bs gleichorientiert, wenn det A > 0. Dadurch ist eine Aquivalenzrelation in der
Menge der Basen definiert. Es gibt genau zwei Aquivalenzklassen. Eine Orientierung in V festzulegen,
heifit, eine Aquivalenzklasse auszuzeichnen und die darin liegenden Basen als positiv orientiert zu
bezeichnen. Wir vereinbaren, dass die kanonischen Basen (e, ..., e,) des R™ positiv orientiert seien.

Komplizierter ist die Orientierbarkeit und Orientierung von Untermannigfaltigkeiten des R™. Benutze
dazu die Tangentialrdume T;, (M), um eine Orientierung einzufiihren. Wie entstehen Basen in Tp, (M )?

Sei @ : T C R¥ — M C R" eine Parameterdarst. und ¢ € T' mit ®(c) = a € M. T,(M) hat die Basis

0o o0

a—tl(c),...,a—tk(c)

Das heift: ®’(c) bildet R* eineindeutig auf T, (M) ab, und zwar so, dass

0P
P'(c)ej = ——(c) fir j=1,...,k
ot;
Wir nennen eine beliebige Basis (v1, ..., vx) von T,(M) positiv orientiert, wenn sie Bild einer positiv
orientierten Basis des R* unter der linearen Abbildung ®'(c) ist. Mit anderen Worten: (vy, ..., v;) ist

in T, (M) positiv orientiert, wenn

(((1)—1)’ (a)vi, ..., (<I)_1)/ (a)vk)

positiv orientiert ist.

Definition 11.7

FEine Untermannigfaltigkeit M heifst orientierbar, wenn es eine lokal vertrédgliche Menge von Ori-
entierungen der Tangentialrdume an M gibt, d.h. es gibt ein System O von (®,T) oder (h, W)
mit

1. U W =M (dh. die Karten bilden einen Atlas)
weOo

2. Seien V,W € O mit VNW # @, dann liefern (h, W) und (g, V) fiir alle a € VN W die gleiche
Orientierung von T, (M). Mit anderen Worten: Ist (by,...,bx) eine beliebige Basis des T, (M),
dann sind (¢'(a)vy, ..., ¢ (a)v,) und (K (a)wy,...,h'(a)w,) in R¥ gleichorientiert.

Mitunter versteht man unter einer Orientierung auch ein maximales System O mit obigen Eigenschaf-
ten.
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Umformulierung: Seien Uy, Uy C R™ offen und f : U; — Us ein Diffeomorphismus.

e f heilt orientierungstreu, wenn det f'(z) > 0 Vz € Uy.

e [ heilt orientierungsumkehrend, wenn det f'(z) < 0 Vz € Uy.

Seien ®; : T; — W; zwei Parametrisierungen bzw. (h;, W;) zwei Karten. Dann sind @51 o &1 bzw.
ha o hl_l : Ty ¢ R*¥ — T, ¢ R* Diffeomorphismen (Kartenwechsel). (<I>2_1 o <I>1)/ bzw. (h2 o hl_l)/ sind
linear invertierbare Abbildungen. Man nennt den Kartenwechsel orientierungserhaltend (bzw. gleich-
orientiert), wenn det (hg o hfl)/ > 0. Fir WyNW, = @ sind die Karten automatisch gleichorientiert.

Lemma 11.8
Eine Untermannigfaltigkeit M C R”™ ist genau dann orientierbar, wenn es einen Atlas aus gleich
orientierten Karten gibt.

Beweis in der Sprache der Parametrisierungen
Esist ®; : T; — W; mit WiNWs # & und ®4(t1) = Po(te) = a € Wi NWa. Setze f := (1)510(1)1’ also ist
®; = Py 0 f und somit Y| = &, - /. &1 und P, liefern genau dann im Punkt a dieselbe Orientierung,
wenn det f/(¢1) > 0 ist.

|

Ein Spezialfall sind (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™.

Lemma 11.9

Sei M eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", dann existiert eine eineindeutige
Beziehung zwischen den Orientierg. von M und den stetigen Einheitsnormalenvektorfeldern auf M.

Dies wird wie folgt erreicht: Sei O eine Orientierung auf M und a € M. Dann hat T,(M) die Dimen-
sion n — 1. In R™ gibt es zwei auf T,(M) orthogonale Einheitsvektoren (T und |). Zu a mdge eine
Parametrisierung ® gehéren mit ®(c) = a. Wahle den Einheitsnormalenvektor n(a) so, dass

(n(a), ®'(c)ey, ..., P (c)e,_,) (%)

im R"™ positiv orientiert ist. Dann erhélt man ein Vektorfeld mit den gesuchten Eigenschaften. Wenn
ein solches Vektorfeld existiert, ist durch (*) eine Orientierung auf M gegeben.



