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Vorwort

Bevor IThr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir Euch darauf hinweisen, dass dieses
Skript weder den Besuch der Vorlesung noch das selbststdndige Nacharbeiten des Stoffes ersetzt. Wer
das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des Skriptes fiir Probleme insbesondere im
Verstandnis des Stoffes sorgen.

Das liegt daran, dass das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier ist eine
Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum Beispiel
miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den Groschen
fallen lassen.

Gut geeignet ist das Skript einfach gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nach-
schlagen; aufkerdem zum Wiederholen fritheren Stoffes; sofern ein ausreichendes Grundverstandnis vor-
handen ist. Nach diesen einleitenden Worten wiinschen wir Euch viel Spaf bei der Arbeit mit diesem
Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion

www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Thr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.



11.3 Differentialformen Seite 5

11 Integration auf
Untermannigfaltigkeiten des R"

11.3 Differentialformen

Man kann Vektorfelder iber Kurven integrieren:

/<v,dx>:/(vl.dx1+...+vn.dxn)

C C
Unser Ziel ist nun, diesen Zusammenhang auf Untermannigfaltigkeiten zu erweitern.

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. V* ist der Vektorraum der linearen Funktionale auf V' (d.h.
der linearen Abbildungen von V nach R). Leicht zeigt man: dim V* = dim V'

Sei nun (eq,...,e,) irgendeine feste Basis in V. (In V existiert zunéchst kein Skalarprodukt, also ist
es sinnlos, iiber Orthonormalbasen zu reden.) Dann existiert genau eine Basis (e!,...,e") mit

e'(ej) = 5;
(el,...,e") heift duale Basis zu (eq,...,e,).

Definition 11.10
Eine Abb. a: V x ... x V = V" — R heifst Multilinearform (oder r-lin. Form iiber V'), wenn gilt:
—_———

r-mal

oz, ... cx; +dyiy ... xp) =c (Tl .. Tiy. oy xp) +d- (X, Yy, xp)  fir c,d€R
Das heifdt, « ist in jeder Komponente linear.

Der Vektorraum aller r-linearer Formen tiber V' wird 7,.(V') genannt.

Eine r-lineare Form {iber V nennt man auch r-fach kovarianten Tensor iiber V. (Entsprechend
bezeichnet man eine r-lineare Form tiber V* auch als r-fach kontravarianten Tensor iiber V)

Beispiele
1. 1-lineare Formen sind gerade Elemente aus V*.

2. Skalarprodukte in V' sind 2-lineare Formen.

3. Seien f!,..., f" € V*. Definiere a = f'! ®...® f" durch

alzy,..x) = (1o @ f) e, .. xe) = flzy) ... ()

® heikt Tensorprodukt. « ist eine r-lineare Form.
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4. Sei (eq,...,ey,) eine Basis von V. x € V hat dann die Darstellung
n . . .
T = Zm’ei =z'¢; mit z'eR
=1

Einstein’sche Summenkonvention: Uber doppelt auftretende obere und untere Indizes wird

summiert. Zum Beispiel fir xq,...,x, € V:
n
e — .
T =zje; = E The
i=1
1 1
xl e xn
a(zy,...,xy) = det (xj) = :
n n
:'El o oee xn
5. Verallgemeinerung von 4. fir x1,...,z, € V mit r > n:
gl b

a(xy,...,xp) = 92’1/ ;/n/

o al

Streiche irgendwelche n — r Zeilen. Es bleiben Zeilen mit Indizes i1 < i9 < ... < 4,. Dann

bezeichnet man dieses a etwa durch aj; ...,

Definition und Satz 11.11
Eine r-lineare Form a € T,(V) heift alternierend oder kurz r-Form, wenn eine der folgenden

dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. o™ = (sign7)-a mit 7 € S, (Menge aller Permutationen von {1,...,r}, sign x ist das Vorzeichen
von 7, also +1 bei gerader und —1 bei ungerader Permutation)

Oéﬂ—(l‘l, “o ,.%‘T) = Oé(.%',n.(l), ooy wﬂ(r))

Mit anderen Worten: Bei Permutation der Argumente édndert sich nur das Vorzeichen.

AT (1), - -+ > Tr(r)) = (Sign7T) - (21, .- -, Tr)
2. a(zy,...,z,) =0, wenn zwei Argumente gleich sind
3. a(xy,...,x,) =0, falls die x1, ..., z, linear abhéngig sind
4. ofz1,...,z,) dndert das Vorzeichen, wenn zwei Elemente x; und z; vertauscht werden.

Die « in den Beispielen 4 und 5 sind etwa r-Formen. Die Menge aller r-Formen nennen wir A" V*.

Fundamentalbeispiel

Seien f1,...,f" € V*. Definiere a = f1 A ... A f" mit

e e S
(SN A (@, wy) o= det () = | :
fren) - ()
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fiir z; € V. Beachte hierbei: Mit f' = fJ wird f' A... A f7 = 0.

Wir wollen nun eine Basis fiir den Vektorraum A" V* finden. (Dann ist auch dim A" V* klar.) Wie
{iblich sei (e1,...,e,) die Basis von V und (e!,...,e") die dazu duale Basis in V*. Betrachte den
folgenden Hilfsraum:

AT::lin{ejl/\.../\ejr:1§j1<...<j7«§n} (11.6)

Ein typisches Element a € A, hat offenbar die Gestalt:

— L eh J
= E Cjpojp =€ N N ET
J1<.<Jr

Beispiel 11.3
a=4-el Ne"+8- el Ae* +12- €% A e? — Hier ist 7 = 2 und n > 20.

Nun definieren wir zwischen solchen r- bzw. s-Formen das Keilprodukt bzw. dufsere Produkt.
o= Z Cjrjr €V AL AT €A und = Z diq,-e" AL NEs € A
J1<...<Jr h<..<ls
Auf o und  wirkt die Operation A : (A,, As) — A,4s wie folgt:

alfp= Z Cirojrliyty VN NET NN N € Ay (11.7)

J1<-<Jr
<. <lsg

Beispiel 11.4
Seien a =2-e' Ae?und f=3-e' +4-¢e?+5-¢3. Dann ist

anB=2-er N )ANB-et +4-e?+5-e3)=6-e' Ne? Ael +8- e Ne2 A2 +10- et Ne? Ae® =10 et Ae? AP
=0 =0

Lemma 11.12 Eigenschaften des Keilproduktes
1. Bilinearitat — Fir o € A,., 8 € As; und ¢;,d; € R ist

(clozl—i—cQaz)/\ﬂ = cl-(ozl/\ﬂ)—i-cQ-(ag/\ﬂ)
aA(dify+defB2) = di-(aAPr)+de-(aAB)

2. Fir o € A, und € Ag ist
aNB=(-1)"BANa

3. Assoziativitiat — Fir o € A,, f € As; und v € A, ist
aN(BAY) = (anB) Ay

Beweis

1. Folgt direkt aus der Definition, da alle Komponenten linear sind.
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2. Aus der Definition folgt sofort fiir f1, f2 € V*: fLA f2 = —f2 A f! (Vertauschung von Zeilen und
Spalten in einer Determinante fiihrt zum Vorzeichenwechsel). Generell liefert die Vertauschung
zweier Elemente im Keilprodukt einen Vorzeichenwechsel. Um in

AL NET AN AL N el

I

das Element e/! nach vorne zu bringen, muss man insgesamt r Vertauschungen von e/ mit seinem

jeweiligen Vorgénger vornehmen. Also ist
AN NN N = (1) e A AL AT A2 AL Nl

Um alle Elemente e" nach vorne zu bringen, benétigt man also - s Vertauschungen.

3. Dieser Beweis ist einfach, erfordert aber viel Schreibarbeit.

|
Satz 11.13
Esist A, = A"V* und dim A\" V* = (7). In Formel (11.6) ist {...} eine Basis fiir A\" V*.
Beweis
Die Form o € A" V* ist wegen der Multilinearitiat eindeutig bestimmt, wenn man alle « (e;,, ..., €;,)
mit 1 <4 <nund 1 <k <r kennt.
Da « alterniert, gentigt es, alle r-Tupel (e;,,...,¢e;,) mit 1 <iy < ... <14, < n zu betrachten. Davon

gibt es (') Stiick. Soviele Formen stehen auch in {...} in Formel (11.6). Wir zeigen, dass diese linear
unabhingig sind. Sei also

Z Cjrojy €V A L NETT =0 (%)
j1<~-~<j7"
Zu zeigen ist, dass alle ¢;,...;, = 0 sind. Sei darin (ji,...,J;) ein festes r-Tupel und (k1,..., kn—,) das
dazu komplementére (n — r)-Tupel (also die fehlenden n — r Zahlen). Aus (x) folgt natiirlich:
> Gy €A AT NN AP =0
j1<---<jr

In dieser Summe ist nur der Summand mit €1 A. .. Aer AeFL A ... AeFn— ungleich Null. Es verbleibt

Cjr ... 6‘7i /\.../\6]‘;/\€k1 /\.../\ek"” =0 = Cjr...41 =0
1 T 1 s
]
1. Die Darstellung = > ¢j,..j. - €' A... A€’ nennt man Standarddarstellung von a.

j1<---<j7‘
2. Aus diesem Satz erkennt man den Sinn der Notation \" V* =V* A...AV*.
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Die folgende Operation ist typisch fiir viele Situationen in der Mathematik.

Definition 11.14 Riicktransport, ,,Pullback

Seien V und W reelle Vektorrdume. Dann induziert die lineare Abbildung ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung ¢* : T, (W) — T,.(V') Vr gemaifs

(P a)(u1, ... up) = a(p(ur),...,o(u,)) mit a€T (W) und wuy,...,u, €V
Die r-lineare Form ¢*«a heifst Pullback von « bzgl. . Es ist ¢*a € T,.(V') mit den Eigenschaften:
o o*(AN"W*) = A\"V* - Das heift, ¢* erhilt das Alternierungsverhalten.
e (Y op)* =p*or* fiir zwei lineare Abbildungen ¢ : V — W und ¢ : W — X
o ' (aNp)=p*aNp*Blirp: VW, ae N"V*und g€ \°V*

Unser néchstes Ziel ist die Definition und Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.
Wir wissen: M ist eine Mannigfaltigkeit, der fiir jedes p € M ein Tangentialraum 7, M zugeordnet ist.
Damit ist automatisch der dazu duale Raum (T),M)* =: Ty M gegeben.

Wir starten mit der Definition von Differentialformen in offenen Mengen U C R"™. U sei eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit, somit gilt fiir alle p € U:

T,U 2 R" = T:U = (R")*
Hierbei heifst X =2 Y: X ist zu Y isomorph. Die Basis (ey,...,e,) im R™ sei die Standardbasis.

Definition 11.15
1. Ein Vektorfeld v in U ist eine Abbildung v : U — R". Genauer: p € U — v(p) € T,U = R".

2. Eine Differentialform vom Grade r in U ist eine Abbildung w: U — A"(R™)*.
Genauer: p € U — w(p) € A" T,U = \"(R™)*.

Grob gesprochen ist w(p) fiir jedes p € U eine r-Form. Die Menge aller Differentialformen vom Grade
r, die ebenfalls kurz r-Formen genannt werden, bezeichnet man mit Q" (U).

Man sagt, eine Differentialform w € Q7(U) ist k-mal stetig differenzierbar, wenn fiir alle r-Tupel
(v1,...,v,) mit v; € R™ die Abb. U 3 p — w(p)(v1,...,v,) € R k-mal stetig differenzierbar ist.

Differentialformen vom Grade Null sind Funktionen f: U — R.

Koordinatendarstellung von Differentialformen

1

Seien x*,...,z" die kanonischen Koordinatenfunktionen in R™ bzw. in U, also

ZL'Z(p) = xi(pl,...,p”) =p' mit p= (pl,...,p”) eR”

da’ seien die zugehorigen Koordinatendifferentiale. da?(p) = dz’ ist eine von p unabhingige lineare
Abbildung dz* : R® — R mit dz’(h) = h® fiir h € R™. (Hierbei ist da® die lineare Abbildung dz?(p),
die auf h angewendet wird.) Im Speziellen ist

dz'(ej) = 5;-



11.3 Differentialformen Seite 10

Das heift, (dz!,... dz") ist gerade die duale Basis zur kanonischen Basis (eq, ..., e,) des R, also ist
¢! = dz® € (R™)*. In der Koordinatendarstellung entspricht dz* einem Vektor (0,...,0,1,0,...,0) mit
der 1 an der i-ten Stelle. Damit hat man fiir alle p eine Basis fiir A" T,;U = A\"(R™)*:

{da"" A Adz'm i 1<ip <. <i <n}  (11.8)
Damit hat man fiir jedes w € Q" (U) die Standarddarstellung

w= Z fiyi,da™ AL A dat (11.9)

11 <...<bp

mit eindeutig bestimmten Funktionen f;,...;, : U — R. Sind alle f;,..;, k-mal stetig differenzierbar, ist
auch w k-mal stetig differenzierbar.

Beispiel 11.5 fiir das Rechnen mit Koordinatendifferentialen
— ~(u! (vt 9 . 1 9 Cldzt(u)  dat(v)|  |ul ol
Sein=2und u= (u2> U= (1}2) € R?. Dann ist (dz' A dz?)(u,v) = A?(u) da?(v)| = |u? 02

Algebraische Rechenregeln fiir Differentialformen

Alle allgemeinen Operationen werden punktweise definiert:

1. Firw,o € Q"(U) und f: U — Rist
(w+o)(p) =wlp) +olp) wd (f-w)p)=[f(p) -wp) VpelU
2. Firw e Q"(U) und 7 € Q*(U), dann ist w A7 € Q"5(U) und es gilt

(wAT)(p) =w(p) AT(p)

Insbesondere gilt fiir f € QY(U):
fAw=wAf=fw

Man kann mit Differentialformen bereits rechnen, wenn man die Rechenregel
dz? Ada! = —dad A da

beachtet. Insbesondere ist dz* A da’ = 0.
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Die dullere Ableitung (Cartan’sche Ableitung) von Differentialformen

Definition 11.16

1. Die duRere Ableitung einer 0-Form f € C*(U) ist

df := Z g;;dxk = g;;dxk geméifs Summenkonvention
k=1

Dies ist das iibliche Differential. Es ist f € Q°(U) und df € QY(U).

2. Seiw= > fi,.i,-dzt A... Adz". Dann ist die dufere Ableitung dw € Q"+1(U) definiert

1 LoooLlp
durch

dw= )" dfii, Ada® AL Ada

i1<---<ir

Dies ist nicht die Standarddarstellung von dw! Man schreibt statt d auch d,, wenn man sich auf

ein bestimmtes r bezieht.

Standardbeispiele
1. Sein=2,r=1und w = Pdzx + Qdy (P und @ sind Funktionen von z und y).

dw = dPAdx+dQAdy
(%—fdx + %dy) Adz + (%—gdx + %—gdy) A dy

= Zderdr + 90 dy Ade + 92 - da A dy + G2 mdydy

= (52-98) dendy

Dies dhnelt dem Satz vom Gauss im R2:
0Q 0P
—_— — P
/ <8x a9 ) dxdy / (Pdx 4+ Qdy)
B OB

> <8g{§ - 8;5]’) ~dz" Ada?.

n .
2. Sei w = > fidz', also ist dw =
i=1 i<j

Betrachte fiir n = 3 den Speziallfall w = Pdx + Qdy + Rdz.

_(OR 0Q OP OR 0Q 0P
dw_(@y 32) dy/\dz+<az 8:E> dZAd$+<6x 8y> dx A dy

Dies ist keine Standarddarstellung. Fiir ein Vektorfeld v = (P,Q, R)” sind die Koeffizienten oben

gerade die Komponenten von rotv. Die Formel dhnelt dem Satz von Stokes.

3. Sein=3undw=P-dyAdz+ Q- -dzAdx+ R-dx Ady, dann ist

<8P 0Q OR
dw =

— +—+ ) -deAdyAd
8$+8y+8z> r Ady Adz

Diese Formel &hnelt dem Satz vom Gauss im R3.
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Satz 11.17 Eigenschaften der dufseren Ableitung
1. Die Funktion d, : Q"(U) — Q"FY(U) ist linear:

dAdw+po)=A-dw+pu-doc mit ApeR und w,o0€Q"(U)
2. Firwe Q"(U) und o € Q°(U) ist
dwAo)=dwAo+(-1)"-wAdo

3. Firw e Q"(U) ist
dr.‘_l(dr(&)) =0

Allgemein ist d> =dod = 0.

Beweis

Statt w = > fi;..q, -dz" A...Adx’ schreiben wir im Folgenden kurz w = Y fr-da!. I durchliuft
i1<.<ip [|=r

alle r-Tupel (i1,...,4) mit 1 < i3 < ... <1, <n.

1. Folgt sofort aus der Definition.
2. Zuerst sei r = s = 0, also sind f, g € C1(U). Beachte:

0 0
o (f9) =59+ 5

L d(fAg) =d(fe) = (Af)g & f(dg) = df Ag+ fadg  (LELO)

Nun sei allgemein w = > f;-dzf und o = > gy -dz’.
[I|=r |J|=s

Q.

dwAno) = (Zf['gj'le/‘I/\dl'J)

I.J
= d(fr-gs) Ada! Ada’

~
<

)

= (QJ'de+f['ng)AdeAde

~
<

= g7 -dfr Ada! Ada? + fr-dgy Ada! Ada’

~
<

= Sgy-dffndaf Ada? + (=17 fr-da! Adgy Ada?
I,J
= dwAo+(-1)"-wAdo

3. Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Satzes von Schwarz. Zuerst sei r = 0: Fir f: U — R
ist df =) gg{i -dz® und somit
i

B o of 9 of P
10D =3 (s ~ s ) 0N =0

=0

1<j

Nun sei allgemein w = Y fr-dz! und somit dw = 3 df; Adz!. Unter Anwendung von 2. ist
\[|=r \|=r

d(dw) = > d(dfr Adal)
[I|=r
= 3 d(dfy) Ada! —df; Ad(da?)
[I|=r
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Auch der zweite Summand verschwindet wegen

d(dz!) = d(1dz!) = d(1) Adzf =0
=0

Sei U C R"™ offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w € QF(U) heift geschlossen, wenn dw = 0.

2. Eine stetige k-Form w € QF(U) (k > 1) heift exakt oder total, wenn es eine stetig differenzier-
bare (k — 1)-Form o gibt mit do = w.

Der dritte Teil von Satz 11.17 besagt demnach, dass eine exakte k-Form immer geschlossen ist.
Lemma 11.18 Lemma von Poincaré

Sei U € R" offen und sternférmig. Fiir eine stetig differenzierbare k-Form w in U mit k > 1 gilt:

w ist geschlossen < w ist exakt

Pullback (Riicktransport) von Differentialformen

Dies ist fundamental fiir die Integration von Differentialformen. Sei ¢ : V' C R™ — U C R" eine glatte
Abbildung zwischen offenen Mengen. Die Elemente von V seien als (!, ...,t™) bezeichnet, die von U
heifen (z!,...,2"). Also ist

R (A L0

" (t, . ™)
Diese Abbildung ¢ induziert eine Abbildung ¢* : Q"(U) — Q7(V) wie folgt: Fiir f € QY(U) ist
¢ f=fope(V).
Definition 11.19
Seien U,V und ¢ wie oben und w = >°  fi .., - dz’t A ... Adai € Q"(U). Dann heifit
i <oy
Y w = Z (fiyi, 0 ) - dpt A ... Adpi (11.11)

’i1<-..<ir

Riicktransport (Pullback) von w unter ¢.

Bemerkung

Opi*

— . dtd
otJ

Man berechnet ¢*w, indem man in (11.11) einsetzt: dpi* = 3
J
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Beispiel 11.6

n .
Sei r =1, also w= ) f; -da’. Der Riicktransport von w bzgl. einem ¢ ist
j=1

prw=7) (fiop)de =) (ijow %tpj 'dti>

j=1 j=1 \i=1

Wihle ein beliebiges v = (vl,...,v™) € R™. Mit ¢/ = (a“é-j) ist

ot?
(B0 = &5 0)- 550w
P IPEACOR =ORY
I ONEIORY:

.
I
-

(Prw)®)(v) = w(e®) (¢'{)-v)

Hier finden wir die folgenden Funktionen:

p: VU
¢'(t): R™—R™ linear
w €Q°(U)
pr'w € QT (V)

(")) (V15 vr) = w (@) (@' (1) vy, @ (1) - v,)

Links steht die ,neue” Form, angewendet auf die urspriinglichen Vektoren. Rechts steht die ,alte“ Form am

Bildpunkt ¢(t), angewendet auf die Bildvektoren ¢’ (t)v;.

Satz 11.20 Eigenschaften von ¢*
Seien U, V und ¢ wie oben. Auflerdem seien w,wy,we € Q" (U), 0 € Q%(U) und \, u € R.

1. Linearitat: @*(A-wy + p-wa) = X p*w1 + 1 - p*we
2. Multiplikativitat: ¢*(w A o) = p*w A p*o
3. Vertauschbarkeit mit der &dufseren Ableitung: d(¢*w) = ¢*(dw)
4. Kettenregel: Fiir offenes W C RP sowie ein stetig differenzierbares (oder glattes) ¢ : W — V ist
(poy)w=1*(pw)
Beweis 1, 2 und 4 folgen direkt aus der Definition.

3. Zunéchst sei r =0, alsoist w = f: U — R.

d(p*f) =
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Nun sei allgemein w = Y f;-da!. Unter Anwendung von 2. ist
[I|=r

prw = Zli(fz o p)dep’
d(p*w) = ZII d(frop) nde!
= ; p*(dfr) Ade!
= ZI: ¢*(dfr) A p*(da’)
= ; @*(dfr Adz')
= ¢*(dw)

11.4 Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Nun sollen k-Formen auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ integriert werden. Der An-
satz ist, mit einer Parameterdarstellung die k-Form in den R* zuriickzutransportieren. (Ein Spezialfall
sind Vektorfelder, sprich 1-Formen.) Die Orientierung der Mannigfaltigkeit spielt nun eine wichtige
Rolle (siehe Kurvenintegral).

Zuerst integrieren wir k-Formen im RF.

Definition 11.21

Sei U C RF offen und w = f - da' A ... A da® eine k-Form in U mit f : U — R. w heifit iiber die
Teilmenge A C U integrierbar, wenn f iiber A im gewo6hnlichen Riemannschen Sinne integrierbar
ist. Man setzt dann

/w::/f(a:)d:c:/f(xl,...,a:k)da:l...dxk (11.13)
A A A

Bei der Integration spielt die Orientierung eine Rolle. Zunéchst zeigen wir das folgende Lemma.

Lemma 11.22

Seien U,V C RF¥ offen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. w sei eine stetige k-Form auf V und
A C U kompakt. Dann gilt:

| w=[¢*w falls p orientierungserhaltend ist, d.h. det¢’ > 0in U
@(A) A

[ w=-[¢'w falls ¢ orientierungsumkehrend ist, d.h. det ¢’ < 0 in U
¢(A) A

Beweis
Fiir w = f-da! A... Ada" ist (hier ohne Beweis)

<p*w:(fmp)-dgpl/\.../\d(pké(fogp)-detgp’-dml/\.../\dmk
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Damit folgt nach der Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale

[ o= [ te@ne= [ o) leto'@)]do = [ o sien (dete' (@)
p(A) A

p(A) A

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. w sei eine r-Form auf M, also eine Ab-
bildung w : € M — w(z) € N"TiM, d.h. w(z) ist eine alternierende Multilinearform iiber dem
Tangentialraum T, M.

Am einfachsten ist es, wenn U C R"” offen und M C U ist. w ist eine r-Form in U. Dann wird w auf

M eingeschriinkt. Fiirw =Y. fi,..;.dz®* A...Ada® sind die f;,..;, in ganz U definiert, wenn aber
11 <...<lp
nur fiir p € M betrachtet. Obwohl w(p) dann fiir alle r-Tupel z1, ..., z, € R™ definiert wire, wird w(p)

nur auf z1,...,z, € T, M angewendet. Da dim T, M = k, existieren nur fiir < k nichttriviale Formen.
Mit Q" (M) soll die Menge aller r-Formen auf M bezeichnet werden.

Als néchstes soll [w fiir w € QF(M) definiert werden. Hierbei ist M eine k-dimensionale orientierte
A
Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt. Die Definition geschieht in zwei Schritten:

1. Angenommen, es existiert eine positiv orientierte (d.h. orientierungserhaltende) lokale Parame-
terdarstellung ® : T C RF — &(T) € M mit A C ®(T). Dann ist

/w = / *w (11.14)
A o-1(4)

Analog zu Lemma 11.21 zeigt man, dass diese Definition von der Parameterdarstellung unabhén-
gig ist, d.h. wenn ®; : T3 — ®1(71) D A eine andere positiv orientierte Parameterdarstellung ist,

/ P*w = / jw

2-1(4) o71(4)

dann gilt

2. Wenn A nicht in einem Kartengebiet enthalten ist, dann verwendet man wie in 11.1 die Zerlegung
der Eins. Da A kompakt ist, ist A in der Vereinigung endlich vieler Kartengebiete enthalten.
Also enthélt die Zerlegung der Eins nur endlich viele Funktionen. Nach dem ersten Schritt ist
das Integral von w iiber A dann durch eine endliche Summe definiert.

Zusammenfassung

1. Sei T C R offen, w = f-dt' A... AdtF € Q¥(T) und B C T kompakt.

B/w::B/f(t)dt

Rechts steht ein R-Integral einer Funktion von k Variablen.

2. Sei U C R™ offen, M C U eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, w € QF(M) (genauer:
w € QF(U), eingeschrinkt auf M) und A C M kompakt.
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Fall (a) Es gibt eine positiv orientierte Parametrisierung ® : T C RF — ®(T) ¢ M mit A C ®(T).

W= S fipeiy s dat AL A dat
11 <...<U
Pw = fodt' AoAdt (erklért in B := ®~1(A))

Jw = [®*w=[f(t)dt
A B B

Fall (b) Es gibt kein solches ®: Wende die Zerlegung der Eins an.

11.5 Der allgemeine Stokes’sche Integralsatz

Wir benétigen Mannigfaltigkeiten mit Rand, denn der Satz lautet fiir M mit dem Rand OM:

Jaw=[w

M oM

Der noch zu erkldrende Rand einer Mannigfaltigkeit ist streng zu unterscheiden vom sogenannten
topologischen Rand der Menge M. Diesen Rand kennen wir schon.

Beispiel 11.7 fiir den Unterschied zwischen topologischem und Mannigfaltigkeitsrand

1. K sei eine abgeschlosene Kreisscheibe im R?. Deren topologischer Rand, die #ufere Begrenzungslinie
der Scheibe, ist auch deren Mannigfaltigkeitsrand. Dieselbe Scheibe als offene Menge hat denselben
topologischen Rand, aber keinen Rand als Mannigfaltigkeit.

2. Z sei ein Zylinder im R3 ohne oberen und unteren Deckel. Im topologischen Sinne ist der Rand von
Z gerade Z selber. Als zweidimensionale Mannigfaltigkeit sind die Begrenzungslinien des oberen und
unteren Deckels des Zylinders der Rand von Z.

Es muss also eine Definition des Randes einer Mannigfaltigkeit gefunden werden. Der gewiinschte Rand
soll eine Mannigfaltigkeit einer um 1 niedrigeren Dimension sein und bei einer orientierten Mannigfal-
tigkeit ebenfalls orientiert sein.

Wir setzen
RF = {(',...,tF) eRF: 4, <0} = R_ xRF!
ORF = {(t... ") eRV: ¢ =0} = {0} xR*!
Eine Teilmenge T C RF heifit offen beziiglich R* |, wenn eine offene Menge 77 C RF existiert mit

T = T'NR* . Das heift, T ist entweder bereits offen oder lisst sich in R¥ \ R* so fortsetzen, dass eine
offene Menge entsteht.

Definition 11.23
Eine Menge M C R” heifst k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand, wenn es um jeden
Punkt p € M eine lokale Parameterdarstellung (bzw. Karte)

O:T-W=0T)CM mit pec®T)

gibt, wobei T offen in R¥ sein muss. Der Punkt p heift Randpunkt von M, wenn p = ®(¢) mit
t € TNORF, dh.t=(0,t3...,t%). Die Menge aller Randpunkte von M wird mit M bezeichnet.
Parameterdarstellungen ® mit 7'N OR* # @ heifen randadaptiert (analog fiir Karten (W, ®~1).
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Satz 11.24

Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit der Dimension k.
1. OM ist eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.
2. Ist M orientierbar, dann auch der Rand OM (und zwar in kanonischer Weise).

Beweis hier nicht, nur das Konzept
Sei p € OM und (®,T) eine lokale Parameterdarstellung um p. Wir betrachten die Menge T =
{ueRF1:(0,u) € T} mit ®(u) = ®(0,u). Dann ist (®,7) eine lokale Parameterdarstellung um
p € OM als (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir OM gibt es jetzt keine randadaptierten
Parameterdarstellungen mehr, also ist 0(OM) = @.

|

Orientierung des Randes

,2Kanonische Orientierung"“ bedeutet, dass M die im Folgenden beschriebene von M induzierte
Orientierung tragt.

Sei p € OM und (®,T) eine randadaptierte Parameterdarstellung um p. ® soll immer in 7' (bzw.
in T, der Erweiterung von T auf R*) stetig differenzierbar sein. Dann ist die Ableitung eine lineare
Abbildung ®'(t) : R¥ — R™. Den Vektor v = ®'(t)(e1) € T,M nennt man nach aufen zeigend. Wir
nennen eine Basis (wy,...,ws_1) von T,(OM) positiv orientiert, wenn (v,w1,...,wi_1) in T,M
positiv orientiert ist.

Wichtiger Spezialfall: Sei M = RF dann ist OM = OR* die durch {t = 0} beschriebene (k —
1)-dimensionale Hyperebene. In jedem Punkt ist der dufere Normaleneinheitsvektor gerade e; =
(1,0...,0). Der Rand OR* kann durch eine einzige Parameterdarstellung beschrieben werden:

. RF1 — HRF
TLt=(t . Y = (0,8t

Dann entspricht n = e; der positiven Orientierung.

Wiederholung: Fiir Funktionen f definiert man den Trager

supp f = {z € D(f) : f(z) # 0}

Beispiel 11.8

1 z€(a,b)

ist supp f = [a,b]. Bei = a und & = b verschwindet die Fkt. auch im Tréiger!
0 z¢(a,b)

Fiir f(x) := {

Analog setzt man fiir eine Differentialform w € QF(M):

suppw := {p € M : w(p) £ 0}

Der niichste Satz ist der Satz von Stokes fiir den Halbraum R”. Der allgemeine Fall wird hierauf
zuriickgefiihrt.
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Satz 11.25
Sei w € QF1(RF) mit kompaktem Triger. Dann gilt

/dw—/ (11.15)

ARk

Beweis
Sei w in der Standarddarstellung gegeben:

k
=> (=17 fedat AL AT AL A dah
j=1

—

Hierbei bedeutet da’, dass dz’ weggelassen wird. w hat einen kompakten Triiger, d.h. es existiert eine
kompakte Menge K C R*, auRerhalb derer alle f; verschwinden. Dann gilt:

0 afi
ozJ

jf

dw = cdz' AL A da”

Wir nehmen die oben beschriebene Parameterdarstellung @ fiir den Rand:

o RF-1 — ORE
L t=(t R = (0,8t

Dann ist

k
P'w=> (=17 (fj08) d®' A...AdDIA.. AP (11.16)
j=1

Aus der Parameterdarstellung folgt sofort:
do'! =0 und d® =d"! fir j=2,....k
Somit bleibt in (11.16) nur ein Summand:
(@*w)(t) = f1(0,t%, ..., tF " dtt AL A dER!
Dies setzen wir in (11.14) (Integration von Differentialformen) ein.
/ w= / P*w = / fu(0th, DAt Attt (11.17)
ORF

Damit haben wir den rechten Teil der Gleichung (11.15) beschrieben und betrachten nun den linken
Teil. Beachte: RF = R_ x R*1,

k
/dw: / % dzt ... dz"
L~ QI

R¥ R_xRk-1 \J=1

Aufserhalb von K, also insbesondere im Unendlichen, verschwinden alle f;.

0
on
Ozt

df

ﬁ(x]-, PPN ,xk)dxl -
R_ —00

(b, ..., 2")dzt = £1(0,2, ..., 2%) =0
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Fiir alle anderen Variablen gilt:
/%dxl...da}k: / /%da}j del...dzi ... da*
oxJ oxJ
RF R_xRk-2 |00

Insgesamt bleibt nur der Anteil mit f.

d
fw = f f1(0,$2,'..,$k)dx2...dxk
RF Rk—1
= [ A0, .t hdet L dek
RK
= f w
ORF
[ |
Theorem 11.26 Theorem von Stokes

Sei M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ mit dem Rand OM, der die
induzierte Oritentierung tragt. Ferner sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf M mit

Jaw=[w

M oM

kompaktem Trager. Dann gilt:

Beweis
Wir nehmen zur Vereinfachung 0.B.d.A. an, dass eine Paramterdarstellung ® : T C RF — M mit
suppw C ®(7T') gibt. Ansonsten miisste man in geeigneeter Weise mit der Zerlegung der Eins arbeiten.

Wir setzen den Riicktransport ®*w (dessen Triger in 7' enthalten ist) auf ganz R¥ mit Null fort zu
einer stetig differenzierbaren Differentialform. Da M berandet ist, gibt es fiir T' zwei Mglichkeiten:

1. T ist offen in R* und TNOR* = @ (d.h. oM N &(T) = @)
2. T ist offen in R* und TNOR* # @ (d.h. OM N O(T) # 2)

Im ersten Fall hat suppw mit OM keinen Schnitt, also ist in (11.15) das rechte Integral Null. Nach
dem Beweis von Satz 11.24 ist auch die linke Seite Null. Im zweiten Fall gilt, da ®*w auf ganz R*

fortgesetzt wurde:
/dw— / dw—/q)*(dw)
M T

&(T)

Die dufiere Ableitung kann man mit dem Riicktransport vertauschen.

_T/d(tb*w)_/d(@*w)_ <181at21> = / @*w_/cb*w_ / w_dﬂ//ﬂ

RE ORE or ®(0T)

Den Stokesschen Satz kann man auch in anderen Varianten dargestellt werden, zum Beispiel: Sei M
kompakt mit Rand und w eine stetig differenzierbare Form auf M. Dann gilt Formel (11.18).
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Die klassischen Integralsatze

1. Sein=2und k = 2.

P
w=P-dr4+Q-dy = dw= oQ _op ~dz A dy
or Oy

Daraus folgt der Satz von Gauf/Green/Stokes im R?:

0Q oP -
M oM

2. Sein =3 und k = 3.
w=P-dyndz+Q-dzAde+R-dzAdy = dw= <++>-dx/\dy/\dz
z

Daraus folgt mit (11.18) der Satz von Gauf im R3.
In der Physik zieht man eine andere Schreibweise vor: Sei 7 = (P,Q, R)” und dS = dS -7 (dS ist

das tibliche skalare Oberflachenelement und 7 das &ufsere Normaleneinheitsfeld der Oberflache).
/dideV: / <17,d5‘> - / (7,7) dS
M oM oM
3. Sein=3und k = 2.

w = P-dx+Q-dy+R-dz
= dw = (%—5—%—?)-dy/\dz—i—(%—f—g—f)-dz/\dx—i—(g—g—%—];)-dx/\dy

Daraus folgt mit (11.18) der Satz von Stokes im R3. In vektorieller Schreibweise lautet dieser:

/<rot17,d§> :/<rot17,ﬁ> s = / (@, dz) = / (5,1) ds
oM

M M oM

Hierbei ist ¢ das Tangentialvektorfeld an der Kurve dM.
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12 Gewohnliche
Differentialgleichungen

12.1 Terminologie und Problemstellungen

Bei einer gewthnlichen Differentialgleichung sind Funktionen einer Variablen gesucht. Im Gegensatz
hierzu stehen die partiellen Differentialgleichungen, die Funktionen mehrerer Variablen beinhalten.

Sei F eine gegebene Funktion auf einem Gebiet G' C R™*2. Fiir eine Funktion z = x(t) heift
F(t,z,&,...,2")=0 VteIcR  (12.1)
gewOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung in impliziter Form. Existiert ein f mit
(™ = flt,z,x,..., x("_l)) Vte I CR, (12.2)

so spricht man von einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung in expliziter Form.

Hat man k gesuchte Funktionen z1, ..., z; und dazu (in der Regel) n Funktionen bzw. Gleichungen der
Art (12.1) bzw. (12.2), so spricht man von einem System gewohnlicher Differentialgleichungen.

Eine Losung einer Differentialgleichung ist eine in einem offenen Intervall I definierte, hinreichend oft
stetig differenzierbare Funktion z, die in diesem Intervall die Differentialgleichung erfiillt. Unter einem
Anfangswertproblem (AWP) fiir (12.1) oder (12.2) versteht man folgende Aufgabe: Man bestimme
eine Losung von (12.1) bzw. (12.2), die den folgenden Anfangsbedingungen geniigt.

I’(to) = To ﬂj‘(to) =T N x(nil) (to) = Tp—1

Hierbei ist tg € I (I heikt Existenzintervall der Losung). Die x1,...,2,-1 sind n vorgegebene
Zahlen (Anfangswerte). Nach Hadamard spricht man von einem korrekt gestellten Problem, wenn das
Anfangswertproblem eine eindeutige Losung hat, die stetig von den Anfangswerten abhéngt.

12.2 Elementare Losungsmethoden

12.2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Betrachte & = f(z) - g(t) bzw. (andere Schreibweise) a(t) 4+ b(z) - & = 0. Fiir f(z) # 0 ist

Sind F' und G Stammfunktionen von 1/f und g, dann ist die Differentialgleichung dquivalent zu

Fz)=G{t)+C mit CeR,
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denn wenn man dies nach t ableitet, erhalt man

1
Fl(z)- a=G'(t) = ?-Q'U:g
Kann man die Gleichung F(z) = G(t) + C in einem offenen Intervall nach = auflésen, dann hat
man eine (von C' abhéngige) Schar von Losungen der Differentialgleichung gefunden. Die Losung eines

Anfangswertproblems lauft auf die Bestimmung von C hinaus.

Beispiel 12.1 &+t - 2% = 0 mit Anfangswertproblem z(0) = 2
x = 0 ist eine Losung der Differentialgleichung, nicht jedoch des Anfangswertproblems. Sei nun x # 0.
f% = t-dt
|l (Stammfunktion)
L= deve
=) = e mit C=20

Das Anfangswertproblem kann nun gelést werden:

) 5ic
c =1
_ 2
(t) = @
Ein anderes Anfangswertproblem wére zum Beispiel 2(0) = —2. Dann ist C = —1 und somit
()= =2 Vit+l
e

Diese Formel liefert im Sinne unserer Losungsdefinition drei Losungen der Differentialgleichung, nédmlich je-
weils in (—oo,—1), (—1,1) und (1,00). Allerdings 16st (wegen ¢y € I) nur eine dieser Losungen auch das

Anfangswertproblem, ndmlich die zweite.

12.2.2 Lineare Differentialgleichungen
Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist von der Form
T+ f(t) - x=9g@) (12.3)

f und g seien auf einem lokalen Intervall I definiert und mindestens stetig. Die Funktion g heifst
inhomogener Anteil. Verschwindet dieser Anteil, so heifsit die Gleichung homogen:

i+ ft)-x=0  (12.3h)

(12.3h)kann man durch Trennung der Variablen lésen: Sei F' eine Stammfunktion von f.

dz

T

=—f@t)-dt = logz=—F(t)+C’
Man unterscheide wegen des Logarithmus die Félle x < 0 und « > 0. Man erhélt schliefslich:
z(t)=C-e PO =C.e /O (12.4)

C kommt von C' = €%, das Vorzeichen kann sich aber &ndern, um dem Anfangswertproblem zu geniigen.
Die Losung x = 0 ist durch C' = 0 erfasst.
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Die inhomogene Differentialgleichung (12.3) kann nun mittels Variation der Konstanten gelost
werden. Der Ansatz gleicht (12.4), jetzt ist aber C' = C(t).

—F(t)

xz(t) = Q(t)-e .
it) = Ct)-e FO _C(t)-F(t)-e F®
i) = CU)-e O ). ft)-e 11
Beachte (12.3):
Cat) = =)l + ()
= C(t)-e 7O = g(1)
Ct) = g(t)-ef®
C(t) [g(t)-e"® dt+ D

Damit lautet die Losung von (12.3):

z(t) = < / eF® . g(t) dt + D) e F®) Z DL e F®) 4 o F®) / FO gy dt  (12.5)

Folgerungen

1. Man sieht aus (12.5) die Struktur der Losung der inhomogenen Differentialgleichung;:

allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
= allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
+ spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Die spezielle Losung lautet z4(t) = e ') [eF(®) . g(¢) dt.
2. Fir beliebige tg € I und z¢ € R hat das Anfangswertproblem z(tg) = o die Losung

2(t) = e FO . |+ / O g(rydr|  mit F(t) = / F(r) dr
to

to

3. Zum Superpositionsprinzip: Die Losungen der homogenen Differentialgleichung bilden einen Vek-
torraum. Auflerdem: Sind z; und xo Losungen der inhomogenen Differentialgleichung, so ist z1 — xo
eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Beispiel 12.2 & —2t-x=(2t—1)- e’ mit Anfangswertproblem z(0) = 2

Die homogene Differentialgleichung & — 2t - ¢ = 0 wird durch z(t) = C - ot” gelost. Fiir die inhomogene
2

Differentialgleichung verwenden wir deswegen den Ansatz z(t) = C(t) - e'".

—...=Ct) = eV (2A—-1)-el=(2t—1) e
ct) = -t +D
WP 9y — D_1=D=3

zur Trennung der Variablen

&(t) = f(x) - g(t) — Existiert ein x; mit f(x;) = 0, dann ist z mit z(¢) = z; V¢ eine (konstante) Losung
der Differentialgleichung.
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13 Existenz- und Eindeutigkeitssatze

13.1 Vorbereitungen, Banachscher Fixpunktsatz

Wiederholung: Sei (M, d) ein metrischer Raum. (M, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge aus
M einen Grenzwert in M besitzt. Das heifst: Ist (z,,) eine Cauchyfolge (d(xy, ) — 0 fiir n,m — o),
dann existiert ein @ € M mit d(x,z,) — 0. Eine Teilmenge A C M heilt abgeschlossen, wenn M \ A
offen ist. Das heift: Jeder Haufungspunkt von A gehort zu A.

Sei B C M. Eine Abbildung T : B — B heifit kontrahierend, wenn es ein ¢ € [0,1) gibt mit
d(Tz,Ty) < q-d(z,y) Vo,yeB

Theorem 13.1 Banachscher Fixpunktsatz

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raumes (M,d) und T': A — A
eine kontrahierende Abbildung. Dann existiert genau ein Fixpunkt xg € A fir T, d.h. Tzg = xg.

Beweis

FEindeutigkeit: Seien xg # yo zwei Fixpunkte, also ist Txg = x¢ und Ty = yo.
d(xo,y0) = d(Txo, Tyo) < q - d(70,%0) < d(z0,%0) = o= Yo

Dies ist ein Widerspruch zu xg # yo.

Existenz: Der Beweis erfolgt konstruktiv durch das Verfahren der sukzessiven Approximation. Sei
x1 € A ein beliebiger Startpunkt. Bilde nun eine Folge durch z,1 := Tz, fiir alle n € N. Wir miissen
zwei Behauptungen zeigen.

1. Die (z,,) ist eine Cauchyfolge. Im ersten Schritt betrachten wir benachbarte z,.

d($n+1, xn) = d(Tl'ny Txnfl) < gq- d(.%‘n, -rnfl)
q- d<T$n—l7 Tmn—2) < q2 ’ d(xn—b xn—2)
qn—l ’ d($27 $1)

IA I

Daraus folgt fiir beliebige m,n (0.E.d.A. m < n):

d(xp, rm) < (mehrmalige Anwendung der Dreiecksungleichung)
< d(xny xn—l) + d(xn—la xn—2) +...+ d(l‘m_l, xm)
< (mit obiger Abschétzung)
<

("2 4. ") - d(a2, 71)
qul . (1 +q+ q2 + ...+ qm_l) -d(.%'Q,-%'l)

< Summe der geometr. Reihe

und schliefflich

qm—l

d(xp, Tm) < 1 ~d(z2,x1) — 0 fur m,n — o0 (13.1)

Also ist (x,,) eine Cauchyfolge. Da M vollstandig ist, existiert ein ¢ € M mit z, — x¢. Da
Zn C A und xg somit ein Haufungspunkt der abgeschlossenen Menge A ist, folgt zg € A.
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2. xg ist ein Fixpunkt. Beachte: T ist (wie alle kontrahierende Abbildungen) stetig.
d(xp, Tzo) = d(Txp—1,Tx0) < q-d(Tp—1,70) — 0

Somit ist T'zy ein Grenzwert von (z,,). Da auch zg ein solcher ist und der Grenzwert eindeutig
bestimmt ist, ist xg = T'xg.

Folgerung 13.2 Fehlerabschéatzung
Fiir den Fehler der Approximation gilt:

m—1

d(zm, ) < (i - d(xe, 1)

Definition 13.3

Sei f : G € R? — R eine Funktion in den Variablen ¢ und z. Man sagt, f ist in G beziiglich
lipschitzstetig (oder: gentigt beziiglich x einer Lipschitzbedingung), wenn es ein L > 0 gibt mit

[f(t,x1) = f(t,22)| S L[z —xo|  V(t,21), (a2) €G
Unser Ziel ist ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme.
o(t) = f(t,x) }
13.2
z(to) = o (13.2)

Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Die Idee ist, (13.2) in ein dquivalentes Problem
umzuwandeln, das fiir die Anwendung des Fixpunktsatzes gut geeignet ist. Angenommen, x sei eine
Lésung von (12.1) im Intervall J = [o, 8] C [a, b]. Fiir alle t € J gilt dann:

t pt) = JZ(t,x(t))
Ja@t)dt = tff(s,x(s))ds

to

o) =a0 = [ fs.a(s)

Damit ist

t

(1) ::L’0+/f(s,:c(s)) ds  (13.3)

to



13.2 Der Satz von Picard-Lindelof. Weitere Existenzsitze Seite 27

13.2 Der Satz von Picard-Lindel6f. Weitere Existenzsatze
Theorem 13.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
Betrachte das Anfangswertproblem (13.2). Die Funktion f sei

1. auf dem Rechteck @ = {(¢,z) € R? : |t — to| < a Az — x| < b} stetig

2. auf @ durch M beschrankt, d.h. es ist |f(¢,2)| < M fiir alle (t,z) € Q.

3. auf @Q beziiglich x lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstante L.

Dann existiert genau eine Losung des Anfangswertproblems (13.2). Genauer: Es existiert ein Intervall
J={teR:|t—1ty| <o}, auf dem genau eine Losung existiert. Man kann wihlen:

< min i l
o a’M’L

Die genaue Abschétzung von ¢ ist nicht der wesentliche Punkt. Sie ergibt sich sofort aus dem Beweis.

Beweis
Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz wie folgt an: Der metrische Raum sei C(J), dieser ist mit
der Supremumsnorm vollstandig.

te

Zu der abgeschlossenen Menge A gehdren nur solche stetigen Funktionen, die im Intervall J noch in @
verbleiben. Wir betrachten die folgende Abbildung 7" (siche Formel (13.3)):

(Tz)(t) :=xo + /f(s,x(s)) ds Vze AjteJ
Genau dann, wenn x eine Losung von (13.3) ist, ist # = Tx. Das heifit, x ist ein Fixpunkt von 7" und

somit eine Losung von (13.2). Zu zeigen sind:

1. T bildet A in A ab.

(T2)(t) — x| = ) ds <f )))dng.|t—to|gb
toa,_/ —
<M e
= [Tz —xzo|| < b

2. T ist kontraktiv: Seien x,y € A.

t

(Tz)(t) = (Ty)®)] < [

to
t

< JL-fa(s) —y(s)] ds

f(s.2(5)) = f(s,y(5))| ds

< L-suplz(s) fds
sed
< L-flz—yll-|t—tol <q |z — yll
=Tz =Tyl < q-llz—yl

Wegen o0 < 1/List 0<g=L-0 < 1.
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Damit ist der Banachsche Fixpunktsatz anwendbar. Folglich besitzt T' genau einen Fixpunkt und so-
mit (13.2) genau eine Losung. Die Losung konnte man (wie beim Beweis des Fixpunktsatzes) durch
sukzessive Approximation finden.

|

Wir formulieren den Satz von Picard-Lindeléf auch fiir Differentialgleichungen und Differentialglei-
chungssysteme n-ter Ordnung.

1. Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit Anfangswertproblem

eM(t) = f(t,x, &, ..., x"D)

x(to) =x9 ‘- z(n=1) (to) = Tp—1 (134)
X0, T1,---,Tp—1 € R gegeben
2. Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit Anfangswertproblem: Sei x = (1, ..., xg)

und f = (f1,..., fx). Die Ableitungen heifien x() = <m§i), . ,x,(f)).

xM (1) = f(t,x,%,...,x""D)
x(to) =x0 - x" V() =x,1 (13.5)
X1,...,Xp_1 € RF gegeben

3. Systeme erster Ordnung mit Anfangswertproblem

x(t) = f(t,x)
x(tg) = xo € RF } (13.6)

4. lineare Systeme erster Ordnung

x(t) = A(t) - x(t) + b(t) (13.7)

mit A(t) = (aij(t)) € Rkxk '
Fiir b(¢) = 0 heift das lineare System homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von ¢
abhéngt, ist (13.7) ein lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Eine explizit gegebene Differentialgleichung bzw. Differentialgleichungssystem heiftt autonom,
wenn die rechte Seite nicht explizit von ¢ abhéngt.

5. Grob gesprochen benétigt man nur eine Theorie fiir Systeme erster Ordnung. (13.4) ist dquivalent
zu folgendem System erster Ordnung;:

l"l = X2
_ (13.8)
Ipn—1 = ITn

i‘n = f(t,xl,...,xn)

Man hat also gesetzt: z1 := x, xo := & bis x,, := (™1 Wie transformieren sich die Anfangs-
werte? Sei y(t) = (y1(t),...,yn(t)) eine Losung des Systems mit den Anfangswerten

y(to) = (41, yn) = ¥°
Beachtet man, wie man (13.8) aus (13.4) und umgekehrt erhilt, so ist y(¢) von folgender Gestalt:

y(t) = (az(t), (), ... ,a:<"*1>(t))

Hierbei ist 2(t) eine Losung von (13.4) mit den Anfangswerten z(tg) = y bis 2"~ (ty) = 0.
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Analog verwandelt man Systeme und Anfangswertprobleme n-ter Ordnung in Systeme bzw. Anfangs-
wertprobleme erster Ordnung. Wir benétigen nun den Satz von Picard-Lindeldf in einer geeigneten
Formulierung fiir Systeme erster Ordnung. Zur Formulierung bedarf es einer Lipschitzbedingung in
,Vektorform®.

Definition 13.5

Sei f : G ¢ R*"™! — R" gegeben (Schreibweise: f(t,x) mit # € R"). f geniigt in G bzgl. X einer
Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstante L > 0, wenn gilt:

[£(t,x) = £t y)| < L-llx =yl V(tx),(ty)eG

Auf beiden Seiten ist ||-|| eine Norm im R™. Es kann giinstig sein, die euklidische Norm nicht zu wéhlen.

Theorem 13.6

Das Anfangswertproblem x = f(¢,x) mit x(tg) = x" hat eine eindeutige lokale Losung, wenn f
1. auf @ = {(t,x) e R"™ : [t —tg| < q, HX - XOH < b} stetig und somit beschréinkt ist
2. in @ beziiglich x einer Lipschitzbedingung geniigt

Sei G C R? offen, f stetig und beziiglich x lipschitzstetig. Dann kann man @ in G beliebig wihlen.

Bei der Betrachtung von Anfangswertproblemen wie (13.2) gilt: Je bessere Eigenschaften die rechte
Seite, also die Funktion f, ist, desto bessere Eigenschaften hat auch die Losung.

Theorem 13.7
Betrachte das Anfangswertproblem (13.2).

1. Ezistenzsatz von Peano: Wenn f auf einem Rechteck um (¢, ) stetig ist, existiert eine Losung
von (13.2). (Die Eindeutigkeit ist nicht garantiert.)

2. Existenzsatz von Cauchy: Sei f in einer Umgebung von (tg, xg) analytisch, d.h. in eine Potenz-
reihe entwickelbar:

Ft,x) = by - (t—to)* - (z — o)’
k,l
Dann existiert in einer Umgebung von ¢y genau eine analytische Losung von (13.2), also

2(t) =Y an- (t—to)"

13.3 Fortsetzung von Ldsungen

Der Nachteil der Betrachtung lokaler Losungen ist, dass das Existenzintervall sehr klein sein kann. Die
Losung dieses Problems ist die Fortsetzung von Losungen.
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Definition 13.8

1. Sei z auf (¢, d) eine Losung des Anfangswertproblems (13.2). Wenn es ein Intervall (¢, d’) D (¢, d)
gibt und y eine Losung von (13.2) ist, die auf (¢, d’) definiert ist und fiir die z(¢) = y(t) fiir alle
t € (¢,d) ist, dann heift y Fortsetzung von x.

2. Eine Losung heifst maximal, wenn sie keine Fortsetzung besitzt.

Lemma 13.9 Eindeutigkeit der Fortsetzung
Betrachte ein Rechteck @@ und das Anfangswertproblem (13.2). Jedes Anfangswertproblem sei in @
eindeutig losbar. Sei x eine Losung des Anfangswertproblems (13.2) fiir (to, z0) € (¢,d) C Q. Seien y;
und yo zwei Fortsetzungen von x auf (¢/,d') D (¢,d). Dann gilt y1(t) = yo(¢) fiir alle t € (¢, d’), d.h.
wenn iiberhaupt Fortsetzungen existieren, dann eindeutige.

Beweis

Sei M = {t € [to,d) : y1(t) # y2(t)}. Diese Menge sei nichtleer (sonst sind wir schon fertig). Setze
t1 :=inf M. Natiirlich gilt d < ¢;. Fiir alle tg < t <ty ist y1(¢) = y2(¢). Da y1 und ys stetig sind, muss
auch y;(t1) = ya(t1) =: B gelten.

Betrachte nun das Anfangswertproblem @ = f(¢,z) und z(¢;) = B. Da dieses Problem eindeutig 16sbar
ist, existiert in einer Umgebung von t; genau eine Losung. Also gilt y1(¢) = y2(¢) in einer Umgebung
von t;. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von 1, weswegen die Menge M leer sein muss.

Analog argumentiert man bei linksseitigen Fortsetzungen.

Satz 13.10

Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet. In G mége f den Voraussetzungen des Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzes von Picard-Lindelof gentigen (d.h. um jeden Punkt in G existiert ein Rechteck in G, in
dem f die Voraussetzungen erfiillt). Dann gilt:

1. Es existiert genau eine maximale Losung zpax von (13.2).
2. Fiir pax, definiert auf (¢, d) ist die Fortsetzung stets bis zum Rand mdoglich:

(c,u) € 0G  mit  w:= lm zmax(t)

t—c+0

i = i P
(d,v) €90G mit wv Jm e (t)

Satz 13.11
Sei I = (a,b) und S = I x R ein Streifen. f sei auf S stetig und fiir jedes Intervall (a’,0’) C (a,b)
existiere eine Lipschitzkonstante L’ mit

|ft,x) = ft,y)| <L -z —y| Vtel undz,y €R

Seien nun x und z Losungen der Differentialgleichung & = f(t,x) zu den jeweiligen Anfangswerten
x(to) = zo und Z(tg) = ZTo. Dann gilt fiir alle ¢t € I":

[@(t) — B(t)| < lao — o] - 170!
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14 Lineare Systeme erster Ordnung

14.1 Das allgemeine lineare System erster Ordnung

Wir betrachten in diesem Abschnitt folgendes System:

n
T, = a;i(t) - xi(t) + b;(t mit 1<i:<n
f= e a0+ <is ",
x = Ax+b
Das entsprechende Anfangswertproblem heife x(to) = x° mit t € I := (a,b). Die a;; und b; seien

aus C'(I). Wir lassen auch komplexwertige Funktionen zu: Geht man dann zu Real- und Imaginérteil
iiber, erhdlt man ein ,reelles* System doppelter Grofe. Das zugehorige homogene System ergibt sich
fir b =0:

x = Ax (14.1h)

Im Satz von Picard-Lindelof wére also f(¢,x) = A(t)x+ b(t). Die Voraussetzungen des Satzes sind fiir
to erfiillt, weil die rechte Seite stetig und beziiglich x lipschitzstetig ist:

17(t%) = F(,¥) I = [[A@)x =A@y = [[A{) x=y) <[[A@D] - [x =yl < L-[lx =yl

Da die Menge der Losungen von (14.1h) einen Vektorraum bildet (dies folgt sofort aus dem Super-
positionsprinzip), wollen wir Aussagen tiber die Dimension und die Basen des Losungsraumes treffen.
Allerdings existiert kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung von Losungen von (14.1h) und (14.1).

Fiir Operationen mit dem Losungsraum benétigen wir den folgenden Begriff:
Definition 14.1
Die Vektorfunktionen yq,...,yn : I — R” heiffen im Intervall I linear unabhingig, wenn

L yi1+...+¢m-ym=20

nur dann in I gelten kann, wenn ¢; = ... = ¢, = 0 ist. Sonst heiflen die y1, . ..,y linear abhingig.

Hierbei ist 0 ein Vektor, dessen Komponenten alle verschwinden. Die Gleichung muss fiir alle ¢t € I gelten.

Beispiel 14.1

Fiir n = 1 betrachte y;(t) = t, y2(t) = t? bis y,,(t) = t™. Die y; sind in jedem beliebigen Intervall linear
unabhéngig.

L tdco -2+ 4y tTM=0

Auf der linken Seite steht ein Polynom, welches (héchstens) m Nullstellen hat. Die Gleichung soll aber auf dem
gesamten Intervall (also in tiberabzihlbar vielen Punkten) verschwinden, weshalb es sich um das Nullpolynom

handeln muss.
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Seien Xi,...,X, Losungen von (14.1h). Dann heift X (¢) := (x1(¢),...,x,(t)) Losungsmatrix und
W (t) := det X (t) ist die zugehorige Wronski-Determinante.

Satz 14.2

Der Losungsraum L des Systems (14.1h) ist n-dimensional.

Beweis durch Anwendung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
Seien ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren des R", ty € I fest und x; fiir ¢ = 1,...,n die Losungen
des Anfangswertproblems (14.1h) und x;(tp) = ;. Zu zeigen ist:

1. Die x; sind in I linear unabhéngig.

c1-X1+...4¢c,-x, = 0
Insbesondere: ¢y -x1(tg) + ...+ ¢n-xp(tg) = O
cir-e1+...+c,-e, = 0

2. Jede beliebige Losung x von (14.1h) ldsst sich als Linearkombination der x; darstellen: Wir setzen
a=(ay,...,an)" :=x(ty). Betrachte nun die folgende Lésung von (14.1h):

Yy=a - -X1+...+a, Xy

Insbesondere ist y(to) = a1 - €1 + ...+ ap - €, = x(t9). Aus der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems folgt damit y = x.

Jede Basis des Losungsraumes von (14.1h) heift Fundamentalsystem von Losungen. Die zugehérige
Losungsmatrix heifft Fundamentalmatrix.

Satz 14.3
Seien X7, ...,x, Losungen von (14.1h) im Losungsintervall I. Dann sind dquivalent:
1. Die x3,...,X, bilden ein Fundamentalsystem.

2. Die Wronski-Determinante verschwindet in I nie, d.h. fiir alle ¢ € I ist W (¢t) # 0.
3. W(t) verschwindet an einem Punkt in I nicht, d.h. es existiert ein ¢y € I mit W (ty) # 0.

Beweis

Aus 1. folgt 2.: Sei x1,...,%, ein Fundamentalsystem fiir (14.1h). Es sei W (¢t1) = 0 fiir ein ¢; € I.
Betrachte folgendes Gleichungssystem:

Cl-Xl(t1)+...+Cn-Xn(t1):0 (*)

fir die Unbekannten cy,...,c,. Da W(t;), die Determinante der Koeffizientenmatrix von (x),
verschwindet, existiert eine nichttriviale Losung ¢, ..., ¢, von (). Dann ist y = ¢} - x;1 + ... +
¢, - X, eine Losung mit dem Anfangswert y(t1) = 0. Da natiirlich auch 0, der Vektor aus n
Funktionen identisch Null, eine Losung von (14.1h) mit dem Anfangswert 0(¢1) = 0 ist, folgt
wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems y = 0. Das wiirde bedeuten, dass
die x1,...,x, linear abhéngig sind. Das ist ein Widerspruch, folglich muss W (¢;) # 0 sein.

Aus 2. folgt 3.: Das ist trivial. (Wenn etwas fiir alle ¢ € I gilt, dann auch fiir ein bestimmtes dieser t.)
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Aus 3. folgt 1.: Sei x eine beliebige Losung von (14.1h). Wir zeigen: x ist eine Linearkombination der
X1,...,Xp. Da W (tg) # 0 ist, hat das lineare Gleichungssystem

c1-x1(to) + ...+ cn - Xp(to) = x(to) # 0
eine nichttriviale Losung. Betrachte
y=c¢c-X1+...+¢p Xp—X
y ist eine Losung von (14.1h) mit dem Anfangswert

y(to) =1 X1 (to) + ... +cCp- Xn(t()) —X(to) =0
=x(to)
Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems ist y = 0 und somit

X=cC1 X1+...+¢C, Xp

|
1. Das im Satz angegebene Kriterium fiir die lineare Unabhéngigkeit der x3,...,x, gilt nur, wenn die

x; die Losung eines homogenen Systemes x = A(¢) - x sind.
2. Ist X(t) eine Fundamentalmatrix, dann ist offenbar x(t) = X(t) - ¢ fiir ein beliebiges ¢ € R™ die
allgemeine Losung von (14.1h). Die Lésung des Anfangswertproblems x(tg) = x© ist

3. Es existiert kein allgemeines Verfahren zur Bestimmung von X(t).
Folgerung 14.4
1. Sei X(t) eine Losungsmatrix von (14.1h). Dann gilt:

2. Sei X(t) eine aus differenzierbaren Vektorfunktionen xi,...,x, gebildete Matrix. Wenn fiir alle
t € I gilt, dass die obige Formel erfiillt ist und X(¢) nicht singulér ist, d.h. det X(¢) # 0, dann
ist X(t) eine Fundamentalmatrix von (14.1h).

Zur Losung des inhomogenen Systems (14.1) kann man wieder das Verfahren der Variation der Kon-
stanten anwenden. Sei X(t) eine Fundamentalmatrix zu (14.1h). Der Ansatz ist also

y(t) = X(t)-c(t)

y(t) = X(t)-clt) + X(1) - &(t)

y(t) = A(t)-X(t)-c(t) + X(t) - &(t)
y(t) = A(t)-y(t) +X(1) - &)
y(t) = A(t)-y(t) +b(t)

X(t)-¢t) = b(t)
¢(t) = X(@#)'-b(t)
c(t) = [X(s)7! b(s)ds
y(t) = X()- [X(s) - b(s) ds
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Sucht man eine Losung des Anfangswertproblems y(tg) = y° zu (14.1), so folgt:

y(t) = X(t) - /X(s)_1 -b(s) ds +y°

Einordnung linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung in diese
Betrachtungen

f(t) (14.2)

(”)+ nt . ("—1)_‘_”.4_ t) - —
T b an(i) @ al) T=1, (14.2h)

Das zugehorige Anfangswertproblem zu dieser Differentialgleichung ist (tg) = 9 bis 2D (tg) = 20.
Geméf Formel (13.8) ldsst sich dieses System mit 1 := z umwandeln in

] = T3
‘ (14.3)
Tp—1 — Tp

Tp = —lan-Tp+...+ar-z1]+ f(2)

Das Anfangswertproblem ist eindeutig losbar, wenn die a; und f im betrachteten Intervall stetig sind.
Die Losung von (14.2h) und des Systems (14.3) héngen wie folgt zusammen: Ist z eine Losung von
(14.2h), dann ist x := (z, &, ..., 2" D)7 cine Losung von (14.3).

Die Wronski-Determinante kann nun auch fiir (14.2h) betrachtet werden: Seien yy,...,y, Losungen
von (14.2h).
Y1 e Yn
W (t) = det .
y%nfl) o y7(1n71)

14.2 Die Matrixexponentialfunktion

Motivation: Die Losung des Anfangswertproblems
f=a-z mit z(0)=2"
ist z(t) = e - 20. Betrachte nun

x=A-x mit x(0)=x"

Hierbei ist A € M, (C) = C"*". Es wire schén, wenn man als Losung angeben konnte: x(t) = e®t - x0.

Was ist eA*? Eventuell ist
QAL _ ik
k=0
Die Konvergenz dieser unendlichen Reihe ist gleichbedeutend damit, dass die Folge der zugehorigen
Partialsummen s, (¢) in M, (C) konvergiert. Wir betrachten die Konvergenz in M,,(C) nicht kompo-
nentenweise, sondern geschickter beziiglich einer passenden Norm. ,Passend” ist in diesem Fall jede
Norm mit der folgenden Eigenschaft:

|A-BJ| < [|A[l- B
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Daraus folgt durch Induktion:
k| < Ay

Eine solche Norm ist zum Beispiel
n
AL =" lagl
ij=1
Da M, (C) ein n*-dimensionaler Vektorraum ist, sind darin alle Normen #quivalent, d.h. wenn ||-||; und
|||l zwei Normen sind, existieren ¢,d > 0 mit

clAll, <[lAlly < d[All, VA € M, (C)

Die Konvergenz einer Folge beziiglich ||-||; ist daher dquivalent zur Konvergenz beziiglich ||-||,.

Definition und Satz 14.5
Fiir jedes A € M,,(C) wird gesetzt:
o An
A _
e = 7‘
— nl

Diese Reihe konvergiert beziiglich der folgenden Norm in M,,(C):
n
1AL = layl
ij=1
Die Abbildung A — e heikt Matrixexponentialfunktion.

Beweis
Sei (Sy,) die entsprechende Folge der Partialsummen, also
n
Ak
S’I’L [y

Lk
k=0

Wir zeigen, dass (S,) beztiglich ||-|| eine Cauchyfolge ist (0.E.d.A. sei n > m).

Semsull= | ST A< s AN < v IAr
ISn=Snl = > G| = 2 |5 = 2 T 0
k=m+1 k=m+1 k=m+1

fiir m,n — oo, weil die Reihe fiir ellAl natiirlich konvergiert. Da M, (C) = C"” =~ R2"” ¢in endlichdi-
mensionaler Vektorraum ist, sind alle Normen in M, (C) dquivalent und der Raum M, (C) vollsténdig,
konvergiert (S,). Der Limes wird mit e bezeichnet. Damit ist natiirlich auch e?? fiir alle ¢ € R erklért.

[

Sei A eine Algebra (d.h. ein Vektorraum, in dem die Multiplikation erklart ist) und gleichzeitig ein
vollsténdig normierter Raum beziiglich einer Norm |||, fiir die ||a - b|| < ||a| - ||b] fiir alle a,b € A gilt.
Dann heift A Banachalgebra. In A ist dann ebenfalls die Matrixexponentialfunktion wohldefiniert.
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Satz 14.6 Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion

1. Ist [A,B]=A-B—-B-A =0, dann ist eAtB = A . ¢B.

2. e® ist stets invertierbar und es gilt: (eA)f1 —e A,
3. FirC=B-A-Bliste®=B.eA-BL.
4. B habe Blockgestalt:
B, 0 eB1 0
B = = eB =
0 B 0 eBr

Hierbei sind die B; quadratische Matrizen (Spezialfall: Zahlen, d.h. B ist eine Diagonalmatrix).
5. [l < el=i

6. %eAt = A et

Beweis

1. Da die Reihe fiir e und e® beziiglich ||-|| sogar absolut konvergiert, kann man die Cauchysche
Produktreihe zur Bestimmung von e - eB bilden. Da A und B kommutieren, kann man (A +
B)" mit dem binomischen Satz ausrechnen. (Kommutieren A und B nicht, wire zum Beispiel
(A+B)?’=A’+A-B+B-A+B’#A%+2-A-B+B%) Beachte (}) = 5%

(A+B)" = 3 (}) A" B
ssmr - % (#5)-(2)

Rechts steht das n-te Glied der Cauchyschen Produktreihe fiir e - ¢B. Summiert man von n = 0
bis 00, so erhiilt man eATB = A . B,
2. Aus 1. folgt e . e A = eA A =0 = E und analog e - eA = E, also ist (eA)f1 =e A

3. Es ist

cn (B-A-B!)-(B-A-B')....-.(B-A-B™})
= B-A-(B!''B)-A-(B!'-....B)-A-B!
— B-A".B!
C=T G = TEAPES =B T4 B =B B!
4. Folgt sofort aus
B, 0 B? 0
B = , = B"'"= ,
0 B 0 B}
5. )
LAY Stetigkeit I AR = Al
Al o o _ JIA
le®] = r}l_{gokzok' N (der Norm> _nh—{go kzok! Snlglgokzok!_e” :

6. Benutze die Definition der Ableitung und der Matrixexponentialfunktion.

cA(t+h) _ LAt At At

() _e Ah _e A2h2 At A2h
- —T-(e —E)_h-<E+Ah+ B =M (A S
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Fiir h — 0 verschwinden alle bis auf den ersten Summanden, es verbleibt als Ableitung A - eA?.

t — eAt bildet R — M, (C) ab. Also ist (eAt)te]R

ehs . Al = A5+t oA0 — E (neutrales Element), (eAt)_1 = A1),

eine einparametrige Gruppe von Matrizen. Das heifst:

Es gelingt nur in einfachen Fallen, die Reihe fiir e® tatsichlich zu summieren. Deshalb gibt es verschie-
dene Bestimmungsalgorithmen. Wir benutzen die Idee aus Satz 14.6.3: Sei A gegeben. Angenommen,
es existiert ein B, fiir dass C := BAB™! eine einfache Gestalt hat, sodass €€ leicht bestimmbar ist.

=B B! = A=B!1.¢°.B
Spezialfall: A = A" = A" - Dann ist A diagonalisierbar, d.h. es existiert eine unitiare Matrix U

(U* = U™1), sodass C = UAU ! Diagonalgestalt hat.

Allgemein kann man den folgenden Satz aus der linearen Algebra benutzen: Zu jeder Matrix A € M,,(C)
existiert eine invertierbare Matrix U, sodass B := UAU™! die folgende Blockgestalt hat:

A1 0
Ji 0 o et 0

0 A

Die J; heifsen Jordankastchen. A ist einer der Eigenwerte von A. In verschiedenen Késtchen konnen
gleiche Eigenwerte stehen. Diese Darstellung von A heifft Jordansche Normalform. Die Jordankast-
chen kann man als J = X\ - E + N darstellen, wobei

0 1 0

N:
1
0 0

ist. N ist eine sogenannte nilpotente Matrix, d.h. es gibt ein > 0, sodass N* = 0 fiir alle s > r gilt.
Multipliziert man N mit sich selbst, so riicken die Einsen bei jeder Multiplikation eine Nebendiagonale
nach oben, bis man 0 erhilt. Im obigen Fall ist N* = 0, deshalb bricht die Reihe in eN nach dem k-ten
Glied ab.

2 tk—1
1t b =
1 ¢ th—2
(k—2)!
oIt At NE_ N NE N : (14.4)
0 1

B

Damit hat man e®! im Prinzip strukturell bestimmt.
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14.3 Lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Satz 14.7
Xx=A-x (14.5)

sei ein Differentialgleichungssystem mit A € M, (C). Dann ist fiir ein beliebiges ¢t € R die Matrix
X(t) = eAt eine Fundamentalmatrix fiir (14.5).

Beweis
Wir wenden die Folgerung 14.4.2 an: X(t) ist natiirlich invertierbar und auferdem ist

X(t) = (eA) = A-eA = A-X(1)

Um dies zu vereinfachen, wird zunéchst fiir die Losung von (14.5) ein Spezialfall behandelt.

Satz 14.8
1. Ist \ ein Eigenwert von A und c ein zugehériger Eigenvektor, dann ist x(t) = e - ¢ eine Losung
von (14.5).
2. Sind Aq,..., A, Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren cy,...,c,, dann ist

X(t) = (eMt-cy,...,eMtcp)
eine Fundamentalmatrix fiir (14.5).

Beweis

L x(t)=eM X c=eM-A-c=A-(eM c)=A x(t)

Im Allgemeinen ist X(t) # e/t

Sei A gegeben und B = U- A -U~! die zugehorige Jordansche Normalform. Dann gilt: x ist eine
Losung von X = A - x genau dann, wenn y := U - x eine Losung von y = B - y ist, denn:

Ux=y=By=U-A-U'ly=U-A-U'"(Ux=U-Ax = x=Ax

Eine typische Losung y von y = U - y hat die Form

_ T
(t) = M. 100
y (l—l)!"", b ) AR |

Fiir ein Jordankéstchen J; € M;(R) gilt 0 <! <r — 1. Maximal lauft [ von 0 bis zu einem Vielfachen
von A— 1. Betrachte nun x := U~!.y. Die Elemente von x sind also Linearkombinationen der Elemente
von y, also

x =M. (Pi(t), ..., Pa(t))

Dabei sind die P; Polynome vom Grade <[ — 1. Der folgende Satz fasst alles zusammen.
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Satz 14.9 Struktur der Losungen von (14.5)
1. Seien Ay, ..., A die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit den algebraischen Vielfach-
heiten nq,...,ny (den Vielfachheiten der \; als Nullstellen des charakteristischen Polynoms von

A). Dann hat die allgemeine Losung von X = A - x die Form

k
x(t) =Y _eM'P;(t)  (14.6)
j=1

Hierbei sind die P; Vektoren aus Polynomen von ¢t vom Grade < n; — 1.

2. Reelle Form der allgemeinen Losungen: Seien A € M, (R) und Ay, ..., \,, die reellen Eigenwerte
von A mit den Vielfachheiten n1,...,nm,; und (At Amat)s - -+ (Amis, Amis) die paarweise
konjugiert komplexen Eigenwerte mit den Vielfachheiten n,, 11, ..., nm+s. Die komplexen Werte

seien als A\y = a + ¢80 darstellbar. Dann hat die allgemeine Losung von x = A - x die Form

m m—+s

x(t) = Pj(t)-eM'+ > [Q;(t) - cos(Bit) + Ry(t) - sin(B;t)] - ™' (14.7)

=1 j=m+1
Hierbei sind die P;, Q;, R; Vektoren aus Polynomen von ¢ vom Grade < n; — 1.

Man kann die Formeln (14.6) und (14.7) als Ansatz benutzen, um die Koeffizienten der Polynome in
P;, Q;, R; zu bestimmen. Bei der allgemeinen Lésung miissen n Koeffizienten frei bleiben; erst durch
ein Anfangswertproblem sind alle Koeffizienten bestimmt.

Beispiele

1. 1 = 21 + 22 und i3 = 427 — 225 mit dem Anfangswertproblem x(0) = (0,5)”

Die Koeflizentenmatrix A = (i 12) hat die Eigenwerte —3 und 2. Der Losungsansatz ist somit
r1(t) = A-e 34 C.e¥ 1(t) = —3A-e3 420 %
29(t) = B-e 3+ D.e? io(t) = —3B-e 342D .e*

Dies setzen wir in die Differentialgleichungen ein. Da e~3* und e? linear unabhingige Funktionen
sind, kann man einen Koeffizentenvergleich machen und erhélt die voneinander unabhingigen
linearen Gleichungssysteme

-3A = A+B 2C = C+D
—-3B = 4A-2B 2D = 4C-2D

Hieraus folgt B = —4A und C' = D, sodass die allgemeine Losung lautet:

(i) () ()

Hierbei ist (1, —4)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert —3 und (1,1)7 ein Eigenvektor zum Eigenwert
2. Das Anfangswertproblem kann nun gelost werden:

()2 (e () o2
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Als Losung fiir das Anfangswertproblem haben wir also gefunden:

R -() 0

-1 1 0
2.x=A-xmit A= 0 -1 4 | Esist beim Auftreten mehrerer Eigenwerte hiaufig giinstig,
1 0 —4

fiir jeden Eigenwert den zugehdrigen Ansatz separat zu behandeln, denn die Koeffizienten der
Polynome verschiedener Eigenwerte sind wie oben gesehen voneinander unabhéngig.

Fir Ay = 0 mit der Vielfachheit n; = 1 lautet der Ansatz wegen eMt = 1:

x = (a,b,c)” x=0

1T
= x=a-(1,1,~
f oo (o)

Fiir Ay = —3 mit der Vielfachheit no = 2 machen wir den Ansatz

Einsetzen in das Differentialgleichungssystem liefert

—a+b = 0
—b+4c = 0
a—4c = 0

—N
o o
Il

ele

ag+ay-t
x=e - | bg+0b-t
co+cp-t

Diesen Ansatz setzen wir in das Gleichungssystem ein, machen einen Koeffizientenvergleich und
16sen die entstehenden linearen Gleichungssysteme. Dabei verbleiben zwei Parameter b und ¢ mit

c+b-t
x=e . |b—2c—2b-t
c—b+0b-t
Als Gesamtlosung folgt daraus
1 0 1 1
x(t) =a- % +bo- {1 |+t |2 e ge [ 2] e
- -1 4 1
4

Hierbei ist
e der erste Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; =0
e der letzte Vektor ein Eigenvektor zum Eigenwert Ao = —3

e der zweite Vektor ein Hauptvektor zum Eigenwert Ao = —3
Es gilt: Eigenvektor = (A — A2 - E) - Hauptvektor

14.4 Bemerkungen zur Stabilitat von Losungen

Wir wollen uns mit den Anfangsgriinden der sogenannten qualitativen Theorie der gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen und insbesondere nichtlinearer Systeme befassen. Dazu betrachten wir autonome
(d.h. nicht zeitabhéngige) Systeme der folgenden Art:

x=f(x) mit x(0)=x" (14.8)
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Hierbei ist f : R™ — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Nach Picard-Lindel6f haben alle An-
fangswertprobleme eine lokale Losung. Wir nehmen einmal an, dass jedes Anfangswertproblem eine
globale Losung fiir alle t € R hat. Diese Losung bezeichnen wir mit x(¢,x%) bzw. x(-,x°).

Wir interessieren uns jetzt weniger fiir die Abhéngigkeit der Losung von t, als viel mehr von x°. Fiir
festes t € R entsteht dann eine Abbildung ¢; : R™ — R™ mit ¢;(x%) = x(¢,x"). Also haben wir eine
einparametrige Familie (¢;)tcr von Abbildungen. Diese Familie hat die folgenden Eigenschaften:

wo =idgn und st =psopr=props Vst ER

Also ist (¢¢)ier auch eine Gruppe. Der R™ heifst Phasenraum, (¢;) ist der Fluss. Man veranschaulicht
sich die Losungen von (14.8) hiufig als die Kurven im Phasenraum, die als Losungen auftreten kénnen.
Diese heifien Trajektorien oder Orbits. Die Gesamtheit aller Trajektorien heifst Phasenportrait
des Systems. Wir interessieren uns jetzt fiir das Langzeitverhalten von Lésungen.

Definition 14.10
Sei f : R™ — R" stetig differenzierbar. Betrachte

x=f(x) (14.9)

1. Eine Losung X von (14.9) heift auf [0, 00) stabil (im Sinne von Liapunov), wenn es zu jedem
F > 0 ein § > 0 gibt, sodass jede Losung x von (14.9) mit ||x(0) — X(0)|| < ¢ auf ganz [0, c0)
existiert und fiir alle ¢ > 0 gilt: ||x(t) — X(¢)|| < F

2. Eine Losung X von (14.9) heifst asymptotisch stabil, wenn X stabil ist und fiir jede Losung x
(wie im ersten Teil) gilt:
lim [|X(¢) —x(t)|| =0

t—o0

3. Eine Losung, die nicht stabil ist, heifft instabil.

1. Die Wahl der Norm in R" ist hierbei beliebig.

2. Die Definitionen besagen, dass die betrachteten Losungen fiir alle ¢ > 0 (allgemeiner: fiir ¢ > tg)
existieren sollen.

3. Es gibt Systeme von Differentialgleichungen, die instabile Losungen X haben, fiir die aber die Be-
dingung aus 14.10.2 trotzdem gilt.

Im Folgenden interessiert uns die Stabilitit von Gleichgewichtslésungen von (14.9), d.h. Losungen
x = a = const. mit f(a) = 0. Dieses a heifit Gleichgewichtslage, statischer oder kritischer Punkt.
Zunichst betrachten wir Systeme mit konstanten Koeffizienten. Solch ein System x = A - x hat das
Gleichgewicht x = 0.

Satz 14.11

Die Art des Gleichgewichtes 0 von x = A - x ist durch die Eigenwerte A1, ..., \, der Matrix A wie
folgt bestimmt:

1. Ist Re Ax < 0 fiir alle k, so ist 0 asymptotisch stabil.
2. Gibt es ein k mit Re Ax > 0, so ist 0 instabil.

3. Im Falle maxy Re A\ = 0 gilt: 0 ist genau dann stabil, wenn fiir jedes £ mit Re A = 0 die
algebraische und die geometrische Vielfachheit von Ag libereinstimmen.
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Beweis

Sei A = a + i ein Eigenwert mit der algebraischen Vielfachheit r, d.h. X ist eine r-fache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms von A. Dann ist die zugehorige Losung von x = A - x aus dem
Fundamentalsystem die Form

x(t) = e . (P(t) - cos Bt + Q(t) - sin 3t)

Hierbei sind P und Q Polynome vom Grade <7 — 1.

1. Fiir a < 0 konvergiert e~ 1t . (P(t) - cos Bt + Q(t) - sin ft) — 0 fiir t — oo, denn e~ l*l* — 0 und
die trigonometrischen Funktionen sind ohnehin durch 1 beschréankt. Wenn fiir alle Eigenwerte
Re A\, < 0 gilt, dann ist fiir alle Losungen ||x(¢)|| — 0 fiir ¢t — oo.

Dies ist nur ein Teil der asymptotischen Stabilitét, die Stabilitdat kann man durch etwas genauere
Abschétzung zeigen.

2. Gibt es ein k£ mit Re A > 0, so geht die zugehorige Losung fiir ¢ — oo gegen Unendlich.

3. Sei @ = 0, dann ist x(t) = P(¢) - cos 8t + Q(t) - sin ft. Diese Losung bleibt nur dann fiir alle
Zeiten in der Ndhe von 0, wenn P und Q konstante Vektoren sind. Das tritt genau dann ein,
wenn es genauso viele linear unabhéngige Eigenvektoren gibt (deren maximale Anzahl ist die
geometrische Vielfachheit!), wie die algebraische Vielfachheit angibt.

Im nichtlinearen Fall x = f(x) sei wieder x = 0 die Gleichgewichtslage. (Hat man die Gleichgewichts-
lage a, so kann man von f zu f — a {ibergehen.) Sei zudem f jetzt hinreichend oft stetig differenzierbar.
Die Jacobimatrix von f an der Stelle 0 sei f'(0) =: A. Dann gilt analog zur Taylorformel:

IR

Il

f(x)=A -x+g(x) mit x—0 (14.10)

Fiir solche Systeme héngt das Stabilitdtsverhalten von dem des zugehérigen linearisierten Systems
x=A-x ab.

Satz 14.12

Betrachte x = f(x) und es moge (14.10) gelten. Die Eigenwerte von A seien mit A; bezeichnet.

1. Ist Re Ax < O fiir alle k, so ist 0 asymptotisch stabil.
2. Gibt es ein k mit Re Ax > 0, so ist 0 instabil.

3. Im Falle maxy Re A\ = 0 ist keine Aussage moglich.

Es gibt noch weitere Aussagen des asymptotischen Verhaltens von Differentialgleichungssystemen.
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15 Bemerkungen zu Fourierreihen

Wir kennen Potenzreihen ) a,2™ und Entwicklungen von Funktionen f in Potenzreihen (Taylor-
Reihen.) Die allgemeine Motivation liegt in mathematischen und physikalischen Problemen, zum Bei-
spiel Differentialgleichungen. Die Losungen dieser Probleme seien Funktionen f,,, welche mindestens
linear unabhéngig seien mégen. Nun mochte man fiir moglichst viele Losungen f eine Darstellung der

folgenden Form haben:
[e.e]
[= Z cnfn
n=1

Die (f,,) sind also eine Basis in einem geeigneten Vektorraum. Wir betrachten in diesem Kapitel spezielle
Situtationen: Nun seien die f, Funktionen cosna und sin nz. Unter einer trigonometrischen Reihe
versteht man eine Reihe der Form
a o0
= +Z[an-cosnx+bn-sinnx] (15.1)
2
n=1
Der Faktor bei ag ist eine niitzliche Konvention. Wegen der Periodizitéat der cos nx und sin nx betrachten

wir diese Reihe nur auf [—7, 7] (manchmal nimmt man auch [0, 27]). Fiir alle € [—7, 7], fiir die (15.1)
konvergiert, erhalten wir

o0
f(z) = % + Z [an, - cosnx + by, - sin nx]
n=1
Hierbei ist noch nicht festgelegt, in welchem Sinne die Reihe konvergieren soll (gleichméfig, punktweise,

evtl. noch anders). In welchem Zusammenhang stehen nun f und die a,, und b,,? Hierfiir brauchen wir
das folgende Lemma.

Lemma 15.1 Es bestehen die folgenden Orthogonalititsrelationen.

™

/cosnx -sinmzrdr=0 Vm,n €Ny

—T

™ ™ 0 n 7’5 m
/cosmc -cosmz dz = /sinna: sinmzxdr=q¢nm n=m2>1 (15.3)
- -7 2r n =m = 0 fiir den Kosinus

T — 1 m=n
In kompakterer Schreibweise ist % S et . eint dt = { fiir alle m,n € Z.
—T

m#£n

Um die Herkunft des Namens ,Orthogonalitétsrelation zu verstehen, betrachten wir in C[—m, 7| das
Skalarprodukt

(fq) = / 7@ - g(a) de
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Angenommen, f(x) sowie f(x)-cosnz und f(x)-sinnz seien fiir alle n tiber [—, 7| riemannintegrierbar.
Weiterhin sei es moglich, in (15.2) nach Multiplikation mit cos nz und sin na die entsprechenden Reihen
gliedweise zu integrieren.

o0
a .
f(x) - cosma = EO -cosmx + E [ay, - cosnx - cosmz + by, - sinnx - cos m]

n=1
Bei der Integration von —7 bis m nutzen wir die Orthogonalitdtsrelationen aus und erhalten

firm=20: }f(x)dxz%o-%r = ap = }f(x)da:

—T —T
™

firm>1: [ flx) cosmzdz =am -7 = ap=12
—T

:g\ﬁ 3 =

f(x) - cosmz dx

Vollig analog geht man fiir den Sinus vor. Es ergeben sich die Euler-Fourierschen Formeln:

s

am = L[ f(z) cosmazdx fir m>0
_er (15.4)
by = 2. [ f(z)-sinmadz fir m>1

Satz 15.2

Die trigonometrische Reihe (15.1) sei auf [—m, 7] gleichméRig konvergent mit der Summe f. Dann
gelten fiir die a,, und b, die Euler-Fourierschen Formeln (15.4) und die a,, und b, heifen Fourier-
koeffizienten von f.

Beweis
Dass die Reihe auf [—7, 7] gleichméfig konvergiert, bedeutet, dass die Folge der Partialsummen

N
aog :
(2 + E [an - cosnx + by, - smnw])
NeN

n=1

fir x € [—m, 7| gleichméfig konvergiert. Die Partialsummen sind stetige Funktionen, also auch die
Grenzfunktion f. Damit sind auch f(z) - cosnz und f(x) - sinnx stetig, also R-integrierbar. Wegen
der gleichméfigen Konvergenz darf man die unendliche Reihe gliedweise integrieren, daraus folgen die
Euler-Fourierschen Formeln (siehe oben).

[ |

Nun betrachten wir den umgekehrten Standpunkt. Sei f eine auf [—m, ] R-integrierbare Funktion.
Nach (15.4) kann man die a, und b, berechnen und die trigonometrische Reihe (15.1) bilden. Diese
Reihe heiftt Fourierreihe von f. Uns stellen sich folgende Fragen:

e Konvergiert diese Reihe {iberhaupt?
e Wenn ja, in welchem Sinne?

e Was hat die Summe mit f zu tun?

Im folgenden Satz stellen wir einige hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der Fourierreihe von
f gegen f zusammen. Vorher fithren wir folgende Bezeichnungen ein: f heifst auf [a,b] stiickweise
stetig, wenn f auf [a, b] bis auf endlich viele Punkte stetig ist und in allen Punkten aus (a, b) der links-
und rechtsseitigen Grenzwerte von f existieren (in a nur der rechts-, in b nur der linksseitige).
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Sind f und f’ auf [a, b] stetig, so sprechen wir hier von der Glattheit von f. Wenn f und/oder f’ nur
stiickweise stetig ist, handelt es sich nur um stiickweise Glattheit.

Satz 15.3

1. Sei f 2m-periodisch und auf [—7, 7] stiickweise glatt. Dann konvergiert die Fourierreihe von f
punktweise fiir alle . Die Summe ist gleich f(x) fir alle z, an denen f stetig ist, ansonsten

3 Lf(z = 0) + f(z +0)].

2. Sei f 2m-periodisch, stetig und stiickweise glatt, dann konvergiert die Fourierreihe von f in
jedem beschrankten Intervall von R gleichméafig gegen f.

Die Bedingungen in 15.3.1 kénnen noch weiter abgeschwiicht werden. Eine vollig befriedigende Theorie
erhilt man erst im Rahmen der Hilbertraumtheorie auf Grundlage der sogenannten L2-Riume (den
R&umen der quadratisch integrierbaren Funktionen).

Beispiele

Unsere Beispielfkt. sind auf [—m, 7] gegeben und werden auf dem R mit der Periode 27 fortgesetzt.
1. f(z) =z fir x € (—m,7) und f(£m) =0

f ist ungerade, somit entsteht eine Sinusreihe, denn ffﬂ f(x) - cosmz de = 7 - ay, = 0. Durch
partielle Integration erhalten wir fiir m > 1:

™

by = L. [ 2 -sinmzdx
—T
1. [sinma: _ x~cosmx]7r
T m2 m -7
_ 1 (_7r~cosm7r o 7r-cosm7r)
T m
Loy
m

Die Funktion wird also durch folgende Fourierreihe dargestellt:

& (_1 n+1
f(a;):2-§ ——— sinnx fir xekR
n
n=0

Daraus lesen wir ab:

) sin2z  sin3z 5 w€(-mm)
smmx — + - =
2 3 0 z==nm
Speziell erkennt man durch die Reihe bei z = 7/2:
1 1 n 1 1 T 7'('
35 7 7 4

2. f(z) = |z| fir x € [—m, 7]

f ist gerade, somit entsteht eine reine Cosinusreihe.

s ™
1 2
aoz'/]a;| dx:'/xdx:ﬂ
T 7r
-7 0
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s
[z cosma da

am = -
2 0cos m:p z-sin ma
m 2 [ ]0
am % (cos mm 7)
0 m gerade
fim —% m ungerade

Somit ergibt sich die Fourierreihe

4 > cos(2n — 1)z
= — fi R
f(x) - Z ir z €

2n71

wm

n=1

und wir lesen fiir z € [—7, 7] wiederum ab:

cos3z ~ cosdHx oo m
cosx + 22 + w2 —|—...—§—Z~|x|
Im Speziellen sehen wir bei = 0:
14 o + 5 b= ™
22 =g

In den Anwendungen liegt hdufig kein Intervall der Lange 27 vor. Dennoch ist die Entwicklung in eine

Fourierreihe mit den allgemeinen Orthogonalitédtsrelationen fiir cos ™2£ und sin ™2£ moglich.
Diese gelten fiir jedes Intervall der Lénge 2p:
d+2p d+2p
TN T me T nx T me
/ cos - COS dz = / sin - sin dr=p-dpn fir mn#0
p p p p
d d
d+2p
/sinﬂ'mv-cosW.mxdz:O VYm,n € N
y p p

Héufig hat man eine Funktion auf einem Intervall [0,!] gegeben. Dann kann man obige Formel auf
die Situation d = —[ und p = [ anwenden, wenn man f auf [—[,0] geeignet erweitert. Geeignete
Erweiterungen sind zum Beispiel die gerade und die ungerade Fortsetzung, d.h. f wird so fortgesetzt,
dass es in [, 1] gerade bzw. ungerade ist.



16 Grundbegriffe partieller Differentialgleichungen Seite 47

16 Grundbegriffe partieller
Differentialgleichungen

Eine Gleichung der Form

0 o™
Flay. o omu, 22— 2% ) —0  (16.1)
ox1 iy - - - Ol
mit einer gesuchten Funktion u von n Variablen xq,...,x, heifft partielle Differentialgleichung

(kurz PDE von englisch ,partial differential equation®). Wir fiithren die folgenden Begriffe ein:

e Ordnung: hichste auftretende Ableitung (m)

e Losung: Sei G C R” ein Gebiet. Jede Funktion u : G — R, die stetige partielle Ableitungen
bis einschliefslich m-ter Ordnung besitzt und (16.1) erfiillt, heifst Losung oder genauer klassi-
sche Losung von (16.1) im Gebiet G. Dieser Losungsbegriff ist spater zur Erarbeitung einer
wirkungsvollen Theorie zu eng.

e Lineare PDE: F ist linear in u und allen Ableitungen, die Koeffizienten kénnen von den z;
abhéngen. (Wenn nicht, heifst die DGL linear mit konstanten Koeffizienten). Zum Beispiel
flrn=m=2:

11~ Ugg + Q12 * Ugy + 22 * Uyy +b1 - Uy + b2 Uy +c-u+d=0

Alle Koeffizienten kénnen von z und y abhéngen.
e Quasilineare PDE: Es liegt Linearitit nur in den hoéchsten Ableitungen vor. Ein Beispiel fiir
n=m=2:
a11 * Ugg + Q12 " Ugy + 22 - Uyy = 0

Alle Koeffizienten kénnen von z, y, u, u, und u, abhidngen.

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungen
1. Schwingungsgleichung: Oqu = f mit O, = % —a?-A
O, ist der d’Alembert-Operator und A der Laplaceoperator. Je nachdem, ob dieser in ein, zwei
oder drei Dimensionen vorliegt, spricht man von einer ein-, zwei- oder dreidimensionalen Wellen-
gleichung.
a) eindimensional (schwingende Saite): us = a? - ugy + f
u(t, ) ist die Auslenkung der Seite zur Zeit t am Ort x und f ist eine duflere Anregung.
b) zweidimensional (schwingende Membran): uy = a? - (ugy + Uyy) + f
c¢) dreidimensional (Ausbreitung elektromagn. Wellen): us = a2 - (ugy + Uyy + Uzz) +
2. Wirmeleitungsgleichung: u; = a® - Au + f

u(t, x) ist die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ am Ort z.



16 Grundbegriffe partieller Differentialgleichungen Seite 48

3. Stationdre Gleichungen ohne Abhéngigkeit von ¢
e Laplace-Gleichung: Au =0
e Poisson-Gleichung: Au = —f
e Helmholtz-Gleichung: Au + k? - u = —f/a?

Weitere Gleichungen aus der mathematischen Physik, zum Beispiel die Maxwellgleichungen und die
Schrodingergleichung.

Klassifikation partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Betrachte eine quasilineare PDE zweiter Ordnung;:

n
Z aij () - Ugye; + F (T,0,u,) =0 mit z€GCR"” (16.2)
ij=1

Dieser PDE ordnen wir die symmetrische Matrix A(z) = (a;j(z)) und die entsprechende quadratische

Form
n

Q- yn) == Y aij(2) - 4i -y

ij=1
zu. Fiir festes x ist ) eine aus der linearen Algebra bekannte quadratische Form.

Beispiel 16.1

Zu der Differentialgleichung uy, + 2 - Ugy + Y - Uyy + u2 —u- uy = 0 gehort die symmetrische Matrix

A= 7)

Man beachte, dass sich der Vorfaktor 2z symmetrisch auf u,, und u,, aufteilt.

Mit A konnen wir eine Hauptachsentransformation (sprich: Diagonalisierung) durchfiithren. Sind \;(x)
die reellen Eigenwerte von A(z), dann wird @ transformiert in

Q* (Y1 syn) = D Nile) -
i=1

Definition 16.1
Die quasilineare PDE (16.2) heifst im Punkt z € G:

e elliptisch, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind und dasselbe Vorzeichen haben.

e hyperbolisch, wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind und bis auf genau einen dasselbe
Vorzeichen haben.

e ultrahyperbolisch, wenn n > 4 ist, alle Eigenwerte von Null verschieden sind und es je min-
destens zwei positive und zwei negative Eigenwerte gibt.

e parabolisch, wenn mindestens ein Eigenwert Null ist.

Wenn (16.2) fiir alle 2 € G einen bestimmten Typ hat, dann hat (16.2) den betreffenden Typ in G.
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Beispiel 16.2 im dreidimensionalen Raum

1. Die Wellengleichung hat die Eigenwerte 1, —1, —1 und —1. Sie ist somit hyperbolisch.
2. Die Wirmeleitungsgleichung hat die Figenwerte 0, —1, —1 und —1. Sie ist somit parabolisch.

3. Die Laplacegleichung hat die Eigenwerte 1, 1 und 1. Sie ist somit elliptisch.

Koordinatentransformation in partiellen Differentialgleichungen

Fiir viele Betrachtungen ist es giinstig, die betreffende Differentialgleichung auf eine einfache Gestalt
(Normalform) zu transformieren. Dies soll an folgendem Beispiel demonstriert werden:

A ugy + B gy +C - uyy =0 (16.3)
Hierbei sind A, B und C Konstanten. Mit der linearen Koordinatentransformation

r = a-x+0-y

. a
— vty mit  det (V 6)#0 (16.4)

werden die Variablen in (16.3) mithilfe der Kettenregel auf die Variablen r und s umgerechnet. Die
Determinantenbedingung ist notig, damit das Ergebnis zuriicktransformiert werden kann.

Uy = Up Tyt Us Sp = Q- Up + 7Y Us
Uy = Up Tyt Us- Sy = U 40 Us
Ugy = a? 'urr+2a7'urs+’72'uss

Ugy = aﬁ'urr+(a5+67)'uTs+76'uss
Uyy = B2 Uy 4+ 286 - Ups + 62 - Ugs

Einsetzen in (16.3) liefert

0 = (A-a®>+B-af+C-3?)  uy
+ (A-4*+B-76+C-6?) - ugs (16.5)

+ [24-av+ B (ad + Bv) +2C - 6] - uys

Man kann die Koeffizienten so wéhlen, dass die ersten Summanden in (16.5) verschwinden. Wéhle
zuerst 0 = § = 1. Dann erhélt man die Bedingung

A-a?+B-a+C=0 und A-4>+B-~v+C=0

Hier haben wir 0.E.d.A. angenommen, dass A # 0 ist. Sonst muss C' # 0 sein und man wiirde « =y =1
wahlen. Fiir A = C' = 0 hétte (16.3) schon eine einfachere Form. Aus den obigen Bedingung erkennt
man, dass a und v die Losungen der quadratischen Gleichung A - m? + B - m 4+ C = 0 sein miissen.
Wahle also etwa

—B+VB?—4AC —B — VB2 —4AC

ai=my = o7 und  y:i=mo = 54 (%)

Damit wird aus (16.5):
[2A-m1-m2+B-(m1+m2)—|—2C’] =0

Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gilt m; + my = —B/A und m; - mg = C/A. Damit kommen wir
letztendlich auf

4AC—BQ_

" us =0  (16.6)
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Also héngt jetzt alles von der Diskriminante der quadratischen Gleichung ab, und das sogar in zwei-
erlei Hinsicht. Einerseits fiir die Klassifikation der Differentialgleichung, denn aus (16.3) folgt fiir die
zugehorige Matrix und deren charateristisches Polynom:

4AC - B*

0
4

A B
A:(B 2>:>)\2(A+C)-)\+
5 C

4AC—B?
4

Wiederum mit dem Vieta’schen Satz ist Aj - A = , somit ist die Differentialgleichung

e clliptisch fiir 4AC — B? > 0 (beide Eigenwerte haben das gleiche Vorzeichen)
e hyperbolisch fiir 4AC — B? < 0 (die Eigenwerte haben verschiedene Vorzeichen)

e parabolisch fiir 4AC — B? = 0 (mindestens ein Eigenwert verschwindet)
Desweiteren hat die Diskriminante natiirlich Auswirkungen auf die Struktur der Losung:

1. Fiir 4AC — B? # 0 vereinfacht sich die Differentialgleichung zu u,, = 0. Dies kann man entweder
nach r oder nach s integrieren und erhélt u, = ¢g(r) und us; = f(s). Sind G(r) und F(s) Stamm-
funktionen dieser g(r) und f(s), so folgt als Losung u = G(r) 4+ F(s). In den Koordinaten = und
y lautet die Losung von (16.3) damit

u(z,y) =F(mgy-z+y)+G(my -z +y) (16.7)

Dabei sind F' und G beliebige, in G stetig differenzierbare Funktionen. War die PDE hyperbolisch,
so haben wir zwei verschiedene m, ms € R. Im elliptischen Falle sind die Losungen komplex und
zueinander konjugiert, also mg = ;.

2. Im parabolischen Fall (4AC — B% = 0) gibt es nur eine Doppellosung m = —&; fiir (16.6),
somit ergibt sich nur 0 = 0. Der Ausweg ist eine andere Koordinatentransformation. Statt (16.4)
nehmen wir nun r := mz + y und s := z. Dann erhélt man aus (16.5) mit « = m, § =+ =1
und 6 = 0 unter der Bedingung A-m? + B -m+ C = 0:

Ugs = 0

Hieraus folgt durch Integration erst us = G(r) und dann u = F(r)+s-G(r). Mit den Koordinaten
x und y erhélt man

w(z,y) = F(mz +y)+z-Gimz+y) (16.8)

Beispiel 16.3

Wir betrachten die eindimensionale Schwingungsgleichung;:

utt—a2~uM:0 mit a>0

Statt u(z,y) haben wir nun u(¢,z). Es ist A = 1, B = 0 und C = —a?. Die Losungen der quadratischen
Gleichung haben die Form m; = a und ms = —a. Diese Losungen werden in (16.7) eingesetzt und man erhélt
die D’Alembertsche Losung der Schwingungsgleichung:

u(t,z) = F(x — at) + G(z + at) (16.9)

Aus den bisherigen Betrachtungen sieht man schon, dass in den Lésungen von PDE nicht beliebige
Konstanten (wie bei gewohnlichen DGL), sondern beliebige Funktionen auftauchen. Diese beliebigen
Funktionen miissen dann durch Anfangs- bzw. Randbedingungen eindeutig bestimmt werden, wenn
die Probleme eindeutig l6sbar sind.

Im Folgenden behandeln wir typische PDE verschiedener Typen fiir konkrete Aufgabenstellungen.
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17 Parabolische partielle
Differentialgleichungen

Die Wiarmeleitungsgleichung
ug = a’ - Au+ f (17.1)

beschreibt fiir einen Korper K die Temperaturverteilung u(z,t) in jedem Raumpunkt z = (x1, z9, 3)
zur Zeit t. Um diese Gleichung eindeutig zu 16sen, braucht man zusétzliche Informationen. Typischer-
weise hat man eine Anfangsbedingung u(z,0) = ¢(z). ¢ beschreibt eine vorgegebene Anfangstempera-
turverteilung. Als weitere Randbedingungen nutzt man das Wechselspiel von K mit der Umgebung:

e Randbedingung 1. Art: Dirichlet-Bedingung

Die Temperatur auf der Oberflache von K ist konstant oder mit vorgegebener Verteilung:

u(z,t) =uo(x,t) Vo€ dK,t>0 (17.3)

e Randbedingung 2. Art: Neumann-Bedingung
Der Wiarmefluss von der Oberfliche in die Umgebung ist vorgegeben:

%(m) = U(x,t) VeedK,t>0  (17.4)

n ist die dufere Normale an 0K in x.
e Randbedingung 3. Art: gemischte Randbedingung

1 0
E-a—z—i-u:uo Ve e 0K, t >0
h ist die relative Warmetiibergangszahl.
Hat man Anfangs- und Randbedingungen, so spricht man von einem Anfangs-Randwert-Problem

(ARWP) 1., 2. oder 3. Art (entsprechend der obigen Klassifikation von Randbedingungen).

17.1 1. Anfangs-Randwert-Problem fiir einen endlich langen Stab.
Homogene Aufgabe

Ein homogener diinner Stab der Lénge [ mit isolierter Mantelflache liegt im Intervall [0,] auf der
x-Achse. Der Wérmefluss gehe nur in z-Richtung. Die Funktion u(z,t) beschreibt die Temperatur am
Ort x zur Zeit t. An den Enden z = 0 und x = I wird der Temperaturverlauf vorgegeben. Wir 16sen
also die folgende Aufgabe:

a? Ugy + f(z,t) mit 0<x <l und t>0
x) mit 0<zx <l

(t)
(t)

Differentialgleichung;: U
Anfangsbedingung;: u(z,0
Randbedingung;: u(0,t

t

I
jS)

( (17.6)
1
2

I
€ €
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0) und ¢(1) = p2(0). Wir l6sen nun die

Als Kompatibilitidtsbedingungen ergeben sich ¢(0) = ¢1(
= 0 ist sinnlos.) Die Losung erfolgt nun im

homogene Aufgabe, d.h. wir setzen f = @1 = @3 = 0. (¢
Wesentlichen in vier Schritten:

1. Bestimmung der speziellen Losungen von (17.6) durch den Separationsansatz

u(z,t) = X(z)-T(t)
Uze(2,t) = X" (x)-T(t)
u(z,t) = X(z)-T'(t)

Diesen Ansatz setzen wir in (17.6) ein und erhalten:

X(x)-T'(t) = a®-X"(z) - T(t)
X"@) _ T
X (x) a?-T(t)

Die rechte Seite ist unabhéngig von z, die linke unabhéngig von . Wenn man eine der Variablen
x und t &ndert, bleibt also eine (und damit auch die andere Seite) konstant. Es muss also gelten:

X'z) _ T'(1)

X(z) a2 T(t) A

A heifst Separationsparameter. Es entstehen zwei gewohnliche Differentialgleichungen:
X"z)=X-X(x)=0 und T'(t)—a®\-T(t)=0

Man spricht hierbei von Eigenwertproblemen (fiir die Differentialoperatoren d/dt und d?/dxz?).
Wir unterscheiden nun drei Falle:

e Flir \=0ist X(z)=C1 -2+ Cound T(t) = C, also u(z,t) =C-Cy -x + C - Cs.
o Fiir A > 0ist X(z) = A1 - eV 4+ Ay - e~ VA und T(t) = eM@**. Fiir T(t) haben wir den
konstanten Vorfaktor weggelassen, da diese beim Ubergang zu u sowieso in den A; aufginge:

u(z,t) = (Al VAT 4, e*ﬁ'x) @M
e Fir A < 0 wollen wir natiirlich nur reelle Lésungen haben und erhalten deshalb
u(z,t) = [Al ~sin(vV—A-x) + Az - cos(vV—A - :v)} L@ A

Aus der Erfahrung wissen wir, dass, wenn die Temperatur bei x = 0 und & = [ auf Null gehalten
wird, die Temperatur des gesamten Stabes fiir ¢ — oo gegen Null geht. Diese Bedingung erfiillt
nur A < 0.

2. Anpassung an die homogenen Randbedingungen

Aus u(0,t) = Ag - @Mt L folgt Ao = 0. Die andere Randbedingung ergibt:

u(l,t) = Ay -sin(v/=X-1) - @Mt L

Da Ay = 0 sinnlos ist, muss der Sinus verschwinden und somit v/—A\-[ ein ganzzahliges Vielfaches
von 7 sein. Also hat A die folgenden Moglichkeiten:

n?n?

A = =5

mit neN

Diese A, heiffen Eigenwerte des Problems mit den zugehorigen Eigenfunktionen
n27r2a2
liAt

up(z,t) = sin ‘e mit néeN

l
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3. Anpassung an die Anfangsbedingungen durch Reihenansatz

In der Regel erfiillen einzelne u,, oder endliche Linearkombinationen aus diesen die Anfangsbe-
dingungen nicht. Der Ausweg ist ein Reihenansatz

t) = Zan Uy (z, 1)
n=1

Wenn die Reihe gleichméfig konvergiert, kann man gliedweise differenzieren. u erfiillt bereits die
Differentialgleichung und die Randbedingungen, wir setzen also nun die Anfangsbedingungen ein:

u(z,0) Zan sin

Die a, ermitteln wir iiber die Entwicklung von ¢(z) in eine Fourierreihe. (Deshalb heifst diese
Methode auch Fourier-Methode.) Mit den allgemeinen Orthogonalitéitsrelationen erhdlt man

l l
T-x . nT-x . nT-x l
o(z sm dz = a, [ sin - sin dex =a, - =
0

l l 2
0

Daraus folgt fiir die Koeffizienten der Reihe:

:\“[\3

l
/<p sin 5 d¢ (17.7)
0

Eine Fourierreihe entsteht, wenn ¢ stetig und (stiickweise) stetig differenzierbar ist.
4. Probe, ob wirklich eine Losung gefunden wurde; Untersuchung der Struktur der Lésung

In unserem Falle soll es geniigen, die Losung nur hinzuschreiben:

> / 2.2 2
u(z,t) = Z [?/g@({) - sin — m-& dg} Q ezt
0

n=1

Man kann die Summe und das Integral vertauschen:

l
2 e . . n271'2a2
u(z,t) = /[lZsin mrl ¢ - sin n7rl Tt t} () dg
0

Der Klammerterm wird mit G(x,&,t) bezeichnet und heift Greensche Funktion des ersten
ARWP. G ist unabhéngig von der Anfangsbedingung ¢. Insgesamt ergibt sich also die Losung

l
/st, o(€) de
0

Man kann nun auch u(z,t) — 0 fiir £ — oo nachweisen. Bleibt man bei der homogenen Differentialglei-
chung (f =0), dann kann man ohne grofen Aufwand zum Beispiel noch folgende RB behandeln:

1. w(0,t) =Ty und u(l,t) =Ts fiir t > 0
2. isolierte Stabenden (d.h. kein Warmefluss): u;(0,t) = ug(l,t) =0
3. Warmekonvektion an einem Ende: u(0,t) = 0 und w(l,t) 4+ ug(l,t) =0 fir t > 0
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17.2 1. Anfangs-Randwert-Problem fiir einen endlich langen Stab.
Inhomogene Aufgabe

Wir betrachten nun dieselbe Differentialgleichung mit f = 0, aber homogenen Anfangs- und Randbe-
dingungen u(z,0) = u(0,t) = u(l,t) = 0. Eine Methode zur Losung ist die Variation der Konstanten.
Wir kennen die Eigenfunktionen

nmw-x  _n?x%a?
12

;. °

der homogenen Differentialgleichung und Randbedingungen. Jetzt machen wir den Ansatz

= iCn( “Up(z,t) an - sin l'w (17.8)
n=1

Bei diesem Ansatz bleiben die homogenen Randbedlngungen natiirlich erhalten. Fiir die Anfangsbe-

an s1n(l7r )éo

Wir fordern also sinnvollerweise w,,(0) = 0 und benutzen diese Bedingung spéter als Anfangsbedingung
fir wy,. Nun denken wir uns f als Funktion von x vom Intervall (0,1) ungerade fortgesetzt (¢ wird als
Parameter betrachtet) und nach Sinusfunktionen entwickelt (f sei hierfiir hinreichend gut):

up(x,t) = sin

dingung erhalt man jetzt

l

2
an . sin (793) mit  fo(t) = /f £,1) - sin (7 5) de (17.9)
(17.8) und (17.9) werden in die PDE eingesetzt. Nach formaler Rechnung folgt:

ism (? :c) : [w;(t) + (WTM)2-wn(t) - fn(t)} —0
n=1

Dies ist erfiillt, wenn [- - -] = 0 fiir alle n gilt. Es muss also fiir alle n das AWP
2
wi(®) + (T50) walt) = fult) und w,(0) =0

gelost werden. Es folgt mit Variation der Konstanten und (17.9):

7rna

wy(t) = fe )’ fn(T) dr
e_<ﬂll )2' t=7) < fu(T) dT

!
[3o
0

a

7(7LCL

(7). gin (zn . €) - f(g,7) de dr

ot O

Setze alles in (17.8) ein und vertausche die Summationsprozesse:

t 1 ~ .
3 S g (3

(g, 7) dg dr

Der Klammerausdruck entspricht der Greenschen Funktion G(z,&,t — 7) des Problems mit zeitlich
verschobenem Argument, welche unabhéngig von f ist. Man hat damit die Darstellung

t o1
ZO/O/G:Eft )- flg,7)dédr
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18 Hyperbolische partielle
Differentialgleichungen

18.1 Die schwingende Saite

U — G2 Uypy = f(z,t) mit t>0 (18.1)

Hierbei sei x aus einem endlichen oder einem unendlichen Intervall. Als Anfangsbedingungen haben
wir Anfangsauslenkung und Anfangsgeschwindigkeit. Ob Randbedingungen vorliegen (1. bis 3. Art ist
moglich), hiangt davon ab, ob ein endliches oder ein unendliches Intervall betrachtet wird.

18.1.1 Die d’Alembertsche Methode

Im Kapitel 16 wurde fiir die homogene Differentialgleichung (f = 0) folgende Losungsform gefunden:
u(x,t) = F(x — at) + G(x + at) (18.2)
Hierbei sind F und G beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen.

1. Betrachte das Problem auf ganz R:

Differentialgleichung;: Uy — @ Ugy = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = ¢(z)
u(z,0) = ()

Zuerst setzen wir die erste Anfangsbedingung in (18.2) ein:
Fz)+Gx)=¢px) = Fl(2)+G(x)=¢(v) (18.3)
Die zweite Anfangsbedingung liefert (durch Zeitableitung von (18.2), genommen bei ¢t = 0):
—a-F'(z) +a-G(z) =¢(z) (18.4)

(18.3) und (18.4) bilden ein Differentialgleichungssystem fiir F' und G. Es folgt

Fio) = 3 [¢@-1-v@)] = F@) = 3 [e@ -1 ] ag]
G) = 3 [P@+E @] = G@) = bl + L [l a

Die erste Anfangsbedingung ist fiir x¢g = x; erfiillt, die zweite ohnehin, da wir sie fiir die Losung
benutzt haben. Also gilt:

x+at

pla—a-5 [ w©)ag] wd Glarat) =5 [eleran i [ o) o

Zo

1
F(zx—at) = 5
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Die Losung des Anfangswertproblems wird also gegeben durch
x+at

wat) = 4 lpla—at) +olo+an)+ 4 | w(e)de s
u(z,t) = % Jp(x —at) + p(z + at)] + 21—& [ (z + at) — ¥(z — at)]

Hierbei ist W eine Stammfunktion von . Diese Darstellung, insbesondere die mit den Integralen,
gestattet folgende Interpretation: Betrachte in der (z,t)-Ebene den festen Punkt (zg,to). Der
Wert u(xg,tg) hingt nur von den Werten von ¢ und % im Intervall [xg — atg, xg + atg] ab. Dieses
Intervall heifst Abhéngigkeitsintervall. Umgekehrt hat das Intervall ein Einflussgebiet (das
sind alle Punkte, in denen u(z,t) nur von den Werten von ¢ und 1 in diesem Intervall abhéngt).
Das Einflussgebiet ist genau das Dreieck, dass durch die Punkte (zo — ato,0), (z¢ + ato,0) und
(xo,to) beschrieben und durch die Geraden = = at + (zg — atp) sowie z = —at + (xg + atp)
begrenzt wird. Diese Geraden heiffen Charakteristiken der Wellengleichung.

Um spéater mit Losungen der Wellengleichung in der Ebene oder im Raum vergleichen zu konnen,
schreiben wir (18.5) um, indem wir den folgenden Mittelungsoperator einfiihren:
z+at

(M}9) (x) - ! g(¢) d¢

" 2at
r—at
Aus (18.5) in der Darstellung mit dem Integral wird dann

ugt) = - (M) (@) + o (1 M) (@)

. Das Problem wird nun in [0, ] behandelt, die Saite sei an ihren Enden fest eingespannt.

Differentialgleichung: g — a% Uz = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = p(x)
w(@,0) = ()
Randbedingungen: u(0,t) = 0
u(l,t) = 0

Zur Losung setzt man ¢ und v auf ganz R periodisch fort und wendet dann (18.5) an. Zuerst
folgen aus den Anfangs- und Randbedingungen Vertriglichkeitsbedingungen:

u(0,0) =¢(0) =0 und u(l,0)=¢(l)=0

Die Randbedingung u(0,t) = 0 liefert mit (18.5):
1 1
0= - [plat) + p(—at)] + 5 - [V(at) — ()
Das ist erfiillt, wenn ¢ ungerade, ¥ gerade und somit 1 ungerade ist. (Ableitungen gerader
Funktionen sind immer ungerade und umgekehrt.) Die andere Randbedingung u(l,t) = 0 liefert
analog:

0= 3 ol +at) + (i — at) +% U+ at) — U(1 — at)]

Benutzt man, dass ¢ ungerade und ¥ gerade ist, also
ol —at) =—p(—l+at) und Y(—at)=VY(-1+ at)

so folgt

0= 5Tl + at) — (-~ + at)] + o - [W(I + at) ~ W(~1 +at)]

Das ist erfiillt, wenn ¢ und ¥ (und damit auch 1) periodisch mit der Periode 2 sind. Die Losung
des Anfangs-Randwert-Problemes wird durch die Formel (18.5) gegeben, wenn man ¢ und # als
ungerade Funktionen mit der Periode 2/ vom Intervall 0 < x <[ auf ganz R fortgesetzt. Aus den
Vertraglichkeitsbedingungen folgt, dass die Randbedingungen automatisch erfiillt sind.
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18.1.2 Die Fouriersche Methode

Betrachte das homogene Anfangs-Randwert-Problem:

Differentialgleichung;: U — @ Uy = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = ¢(z)
Ut ('% 0) = ¢($ )
Randbedingungen: u(0,t) = 0
u(l,t) = 0

Die Losung erfolgt mit der Fourierschen Methode analog zur Warmeleitungsgleichung.

1. Separationsansatz

u(z,t) =T(t) - X(x)

Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, trennt 7" und X und fiihrt dann eine Separati-
onskonstante ein, so erhdlt man zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

X"z)=X-X(x)=0 und T"(t)— X a®-T(t)=0
Die erste hat die Losung X (z) = C - eﬁ“, die zweite betrachten wir gleich.

2. Anpassung an die Randbedingungen

Die Falle A = 0 und A > 0 fiihren zu X = 0. Eine nichttriviale Losung ergibt sich nur fiir A < 0:
X(z) =C1-cos(V—=A-x)+ Cy-sin(v—X\-x)

Aus der Randbedingung X (0) = 0 folgt C; = 0. Wegen X (I) = 0 muss sin(v/—A\ - [) = 0 sein,
folglich ist v/—\ - | = n7 und somit A = —n?72/I?. Es folgt

X(z) = Cy - sin <? :U)
Die Lésung von T"(t) — Aa? - T(t) = 0 mit obigem X ist
T(t) :En-cos<? -t) —|—§n-sin<? -t)

und insgesamt folgt fiir u(x,t) in Abhéngigkeit von n:

Up(x,t) = [An - COS (@ . t) + B,, - sin (? . t)} - sin (nTW . ;r)

3. Anpassung an die Anfangsbedingungen
Wieder verwenden wir einen Reihenansatz:

Zunxt Z[An‘cos($~t)+Bn-sin($-tﬂ-sin(?-x)

n=1

Aus den Anfangsbedingungen u(z,0) = ¢(x) und w(x,0) = ¥ (z) folgt

iAn-sin <nTTr :U) =p(xz) und iBn~nlmz-sin <? x) = (x)
n=1 n=1

Die Koeffizienten ergeben sich aus den Uberlegungen zu Fourierreihen:
l

!
2
/gp sm 3:) dr und B,= mm/w sm 1‘) dx
0

0

NH\D
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Nun betrachten wir ein inhomogenes Anfangs-Randwert-Problem:

Differentialgleichung: g — a® Uz = f(x,t) mit t>0
Anfangsbedingungen: u(z,0) = p(z)
Randbedingungen: u(0,t) = ¥1(t)
u(l,t) P2 (1)

Dazu unterscheiden wir in zwei Félle.

1. Inhomogene Differentialgleichung und Randbedingungen sowie homogene Anfangsbedingungen

Benutze das Superpositionsprinzip in der folgenden Variante:
U(JZ‘, t) = ul(xa t) + UQ(J}, t)

u1 ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung mit inhomogenen Anfangsbe-
dingungen (welche wir bereits gefunden haben), ug ist eine Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung mit homogenen Anfangsbedingungen (diese erhélt man in Analogie zur Warmelei-
tungsgleichung durch Variation der Konstanten).

. Inhomogene Differentialgleichung und Randbedingungen sowie inhomogene Anfangsbedingungen

Der Trick ist, das Problem durch Einfiihrung einer Hilfsfunktion auf eines mit homogenen An-

fangsbedingungen zuriickzufiihren, welches man wie oben beschrieben 16sen kann.

v(z,t)

= u(z,t) — [Y1(t) + % [2(t) - wl(t)]]

v erfiillt die homogenen Randbedingungen

v(0,t) = u(0,t)

—P1(t) =0 und wo(l,t) =u(l,t) —Pa(t) =

und die Anfangsbedingungen dndern sich zu

v(z,0) =
v(z,0) =

p(x) — [1(0) + 2 -
P(x) — [$1(0) + % - [95(0) —

Wie éndert sich die Differentialgleichung?

Vit =
2 _
Vg — Q7 - Vg =

uge — [U7 () + F - [V5 (1) — U (1)]
fla,t) = [1 () + F - [W5 () —{(@®)]] = f*(x,1)

Das allgemeine Problem kann also immer auf den obigen Spezialfall reduziert werden.

18.1.3 Vergleich

Die d’Alembertsche Methode eignet sich gut fiir numerische Rechnungen. Aufferdem sind das Abhén-
gigkeitsgebiet und die Ausbreitung von Stérungen gut erkennbar.

Die Fouriermethode mit ihrer Reihendarstellung einfacher Winkelfunktionen eignet sich gut fiir ma-
thematische Operationen (z.B. Differentiation und Integration), und offenbart, wie sich verschiedene
Schwingungen zu einer Auslenkungsfunktion iiberlagern.
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18.2 Bemerkungen zu den Maxwellschen Gleichungen

Wir benutzen eine moglichst einfache Form, ohne zwischen B und H bzw. E und D zu unterscheiden.

rot E + E(;)tH =0 und divH=0 (18.6a)

rot H — %E =4n-j und divE=4m-p (18.6b)

Dabei sind E, H und die Stromdichte j Vektorfelder sowie die Ladungsdichte o ein Skalarfeld im R3.
In (18.6a) blicken wir auf divH = 0. Da divrot = 0, mochte man den Ansatz H = rot A machen.
(In einfach zusammenhédngenden Gebieten impliziert aufgrund der Integrabilitatsbedingungen das Ver-
schwinden der Divergenz die Existenz eines solchen Vektorfeldes.) A ist das Vektorpotential zu H.

Wenn A; und As beide den obigen Ansatz erfiillen, d.h. H = rot A; = rot Ay, so ist rot(A; —Ag) = 0.
Wiederum aus den Integrabilititsbedingungen folgt die Existenz eines skalaren Feldes ¢ : R? — R mit

A — Ay =gradp, also A; = Ay + grad ¢.

Jetzt muss noch die Zeitabhéngigkeit der ersten Gleichung aus (18.6a) erfiillt werden: rot E = —g—tH.
Wegen %H = % rot A = rot %A erfiillt etwa E; = —%A die Gleichung (18.6a). Fiir jede andere
Losung E9 muss also auch rot Eo = rot Eq = —%H gelten. Somit ist auch E nur bis auf den Gradienten
eines skalaren Feldes V bestimmt.

E=—gradV — aatA und H=rotA (18.7)

Wie werden die Potentiale V und A durch die Felder E und H festgelegt? Angenommen, man hat
ein weiteres Paar (V'; A’) mit entsprechenden Gleichungen. Also haben wir rot A = rot A’ = H und
—gradV — %A = —grad V' — g—tA’ = E. Das gilt genau dann, wenn es ein differenzierbares Skalarfeld
¢ :R3 — R gibt mit

A'=A+gradp und V' =V - %go (18.8)

Die Tatsache, dass viele Paare (V, A) zugelassen sind, ist Ausdruck der Eichinvarianz der klassi-
schen Elektrodynamik. Eine zusatzliche Bedingung an die Potentiale ist also mdéglich. Man nimmt die
Lorenzeichung:

div A + gtv =0  (18.9)

Was bedeuten (18.7) und (18.9) fiir die Funktion ¢? Es muss div A’ + %V/ = 0 gelten, also ist
div A + divgrad ¢ + %V — g—;go = 0. Daraus folgt eine homogene Wellengleichung:
32
Op=—5¢—Ap=0
14 12 4 ¥
Nun muss (18.6b) noch erfiillt werden. Mit (18.7) fiihren diese Gleichungen auf
2

0 0
divE = —diveradV — o div A = —AV + =5V = OV = 47

Dies ist eine inhomogene Wellengleichung. Nun wollen wir die erste Gleichung in (18.6b) betrachten.
2

rot H — aatE:rotrotA— ;E:graddivA—AA—F aatgradV—i- (9at2A
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Aufgrund der Lorenzeichung ist grad div A = — grad %v = —% grad v und es verbleibt
OA =4r-j

Schlieflich folgt aus der Lorenzeichung auch noch die Kontinuitatsgleichung

0
divi+ —0=0 18.10
v+ go=0  (1810)

zur Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen

Wenn man ¢ = o(z,t), Eg = E(z,0), Hy = H(z,0) und j vorgibt mit divHy = 0 und div Eg = 47 mit
oo(z) = o(x,0) und wenn diese Anfangsdaten zum Beispiel beliebig oft differenzierbar sind, dann existiert
eine eindeutige Losung der Maxwellgleichungen.

Besonders ist, dass (18.6) acht Gleichungen fiir sechs Unbekannte sind. Trotzdem ist dieses System nicht
iiberbestimmt, denn wenn divE = 47 - ¢ und divH = 0 fiir die Anfangsdaten gilt, dann auch fiir alle
anderen Zeiten (hier ohne Beweis).

18.3 Bemerkungen zur mehrdimensionalen Wellengleichung

Wir behandeln nur die Wellengleichung im gesamten Raum (R, R? oder R?).

Dreidimensionaler Fall

Differentialgleichung;: ug —a’-Au = f mit x€R?® und ¢>0
Anfangsbedingungen: u(x,0) = @(x) (18.11)
u(x,0) = Y(x)

Die Losung fiir dieses Problem wird durch die Poisson’sche Wellenformel kompakt dargestellt:

1
47 - a2

0
u(x,t) = = [t : Mgt@] +1- Mgt¢ +

ot Hf [i]dmdyzdys (18.12)
Kat

Hierbei sind

o Ky ={yeR?:[x—y| <at} die Kugel um x mit dem Radius at

. r—fx—yl

o [f](y1,92,y3,t) = f(y1,y2,y3,t — r/a) eine retardierte Funktion

o M3g:= ﬁ . HaKat g dS' ein Mittelungsoperator in drei Dimensionen
Die Formel (18.12) kann man unter Ausnutzung physikalischer Uberlegungen herleiten, oder priifen, ob
durch (18.12) das Problem (18.11) gelost wird. Wir nehmen die Losungsformel einfach als gegeben hin.

Unser Ziel ist es nun, fiir den homogenen Fall (f = 0) mit der Hadamardschen Abstiegsmethode
Losungsformeln fiir den R? und R herzuleiten.
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Zweidimensionaler Fall

Seien ¢ und 9, also auch u, nur von 1 und x2 abhéngig. Wir finden zuerst eine Parametrisierung fiir

0Ky = y=(y1,y2,y3)r\/ 2 (@i —yi)? —at}
= (yl,y27$3 + /a2 — (z1 —y1)? — (w2 — y2)2>}

Aus Symmetriegriinden beschranken wir uns auf die obere Halbkugel (daraus entsteht spater ein Vor-
faktor Zwei). Somit benétigen wir das Oberflichenelement fiir die Parametrisierung

(y1,92) — <y17y2,9€3 +v/a2t2 — (x1 —y1)? — (w2 — y2)2>

Integriert wird dann iiber den Kreis ||x — y|| < at mit x = (21, z2) und y = (y1,y2). Fiir diese Art von

(s,t) — (s,t,h(s,t)) = dS=1/1+h2+h}dsdt

Mit einfacher Rechnung folgt in unserem Falle

Parametrisierungen gilt

at

dsS = dy1dys
Va2t — (x1 — y1)? — (22 — y2)?

Damit erhalt man aus (18.12) unter Beriicksichtigung des Faktors Zwei:

u(wy, v, t) = % (T o ff“x yl[<at w(%}gz) dyldy2) b2y H|X yll<at (i”/l_’*yQ) dy1dy2

_ 9 Y1,y P(y1,y2)
- dt( 27rat HKM\/#dyldyg)—i-t 27rat J‘J‘Kat\/agi%dyldyQ

u(zy, 2o, t) = gt (t-MZp) +t- M2y  (18.13)

Hierbei sind
o K4 der Kreis um x = (z1, z2) mit dem Radius at

o 0> =(z1 — y1)2 + (952 — 1o)?

2.9(y1,y2) 277 — - [f . g (y1 y2) dyldyg ein Mittelungsoperator in zwei Dimensionen

18.3.1 Eindimensionaler Fall

Jetzt mbge g nur von y; abhidngen. Dann kann man in der obigen Mittelwertbildung die Integration
iiber yo ausfithren. In K, ist

(21— )2+ (2 — )2 =a*? = =22 Va2 — (21— y1)?

Analog zu oben kommt man auf einen Mittelungsoperator in einer Dimension:

Mag() =z - JIk., J%dyldw

_ 1 x +\F zit+at _ g(y1)
om-al f ’ f 11 at \/2,5217 dy1dya
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—1
Beachte: Wir miissen \/a%t2 — (x1 — y1)2 — (v2 — y2)2  iiber yo integrieren. Diesen Term kann man
mit b2 = a?t? — (21 — y1)? und 22 = (y2 — x2)? schreiben als

Lz
dz = arcsin —

1
/ Vb2 — 22 b
Setzt man das in den Mittelungsoperator ein, so gilt

T2t/

+at . Yo — X2

M;tg(yl) = |:27|—1.at 'fil_; g(y1) dy1} - | arcsin — >
Va2 — (x1 — 1)

To—/"

=arcsin 1—arcsin(—1)=n

t
Mho(n) = 55 Joe 9y) dun

Mit (18.13) ergibt sich (wenn man beachtet, dass ¢ und 9 jetzt nur noch von y; abhingen) die
d’Alembertsche Losungsformel (18.5).

Interpretation

Wir betrachten in (18.13) und (18.12) nur den Fall f = 0. a ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Welle und at die in der Zeit t zuriickgelegte Strecke. Wir betrachten den Spezialfall, dass die Tréger
supp ¢ und supp ¢ in einem beschréankten Gebiet G liegen, also kompakt sind.

Im Dreidimensionalen betrachten wir einen Punkt P mit den Koordinaten x = (x1,xz2,x3) in der
Formel (18.12). Die Integrale werden iiber ¢ und 1 iiber die Kugeloberfliche 0K, erstreckt. Sie
liefern hochstens fiir solche Zeiten ¢ einen Beitrag, wenn 0K, das Gebiet G schneidet, denn sonst
verschwinden ¢ und . Also gibt es Grenzen d und D, sodass die Integrale maximal fir d < at < D,
also im Zeitintervall [d/a, D/a] nicht verschwinden. Fiir ¢ < d/a ist die in G lokalisierte Erregung,
dargestellt durch ¢ und v, noch nicht in P angekommen. Fiir t > D/a ist die Erregung an P vorbei.

Betrachte die Situation umgekehrt: Sei E' die Menge aller Punkte, in denen zu fester Zeit ty die
Erregung nicht verschwindet. Sei der Einfachheit halber supp ¢ = supp¥ = G eine Kugel mit dem
Radius Rg. Um E zu bilden, betrachte alle Kugeloberflichen 0Ky, (Q € G). E hat als Begrenzung die
Einhiillenden dieser Kugeloberflachen: Die dufiere Einhiillende entspricht der Vorderfront, die innere
der Hinterfront.

Fazit: Radumlich lokalisierte Erregungen rufen in jedem Raumpunkt eine zeitlich lokalisierte Erregung
hervor. Die Wellenausbreitung erfolgt mit scharf begrenzter Vorder- bzw. Hinterfront. Die gewonnene
Erkenntnis wird als Huygenssches Prinzip bezeichnet.

Im Zweidimensionalen gilt das Huygenssche Prinzip nicht, da man hier iiber die gesamte Kreisscheibe
um X integriert, nicht nur iiber deren Rand. Wenn G diese Kreisscheibe erst einmal beriihrt, tritt an
x fiir spétere Zeiten im Allgemeinen immer eine Erregung auf.
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19 Elliptische partielle
Differentialgleichungen

Wir betrachten die Poisson-Gleichung (Potentialgleichung)
Au=f

bzw. die Laplace-Gleichung fiir f = 0. Eine Zeit ¢ kommt nicht vor, daher sind Randwertaufgaben
typisch. Der zweidimensionale Fall ist eng mit der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen
(Funktionentheorie) verbunden.

Als Sprachgebrauch fiihren wir ein: Sei G ein Gebiet. u € C?(G) heift harmonisch, wenn Au = 0.

19.1 Die dreidimensionale Aufgabe

Als Demonstrationsbeispiel nehmen wir eine Kugel in Kugelkoordinaten:

r = r-sind-cosp 0<r<op
y = r-sind-singp mit 0<d<nm
z = r-cos? —r<p<7T

Wir benotigen den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten:

A_iQQ@_’_li'ﬁ@_i_L@ (*)
v= r2 | or " or sind 09 St oY sin2¢  99?

Die letzten zwei Terme in der Klammer beschreiben den Laplace-Beltrami-Operator auf der Ein-

heitssphére.

Zuerst betrachten wir den Spezialfall, dass v in Au = 0 nur von r abhinge. Wir haben also eine
kugelsymmetrische Losung. Aus () wird

d (45 du , dZu 49 du
p— re . — =r°. — r. —
dr dr dr? dr
Setze zum Beispiel ©/ =: v. Es entsteht
o2
v

und als Losung erhédlt man
= —+4+C
u(r) =-—=+0Cs

Im néchsten Kapitel wird u(r) = % die Grundlésung der Potentialgleichung sein. Nun betrachten wir

den allgemeineren Fall der Laplace-Gleichung, bei der u von allen Koordinaten r, ¥ und ¢ abhéngen
kann. Hierzu benétigt man zwei Separationsanséatze. Der erste ist

u(r, v, SO) = R(T) ’ Y(ﬁ’ 90)
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Einsetzen in die Differentialgleichung nach Multiplikation mit 72:

1 0 oY 1 %Y
2 . 1 . . / . . Fp— 1 [ —_— —— —
r-R-Y+2r-R-Y+R [si <51m9 ) +si 5 2} 0

Zur Separation wird durch R -Y dividiert:

- R'+2r- R 1 {1 a(, _8Y> 1 82Y]'/\

R T Y |[sind 99 sin 9 Dp*

Damit erhédlt man die beiden Differentialgleichungen:

. R'+2r - RR—X-R = 0 (19.1)

. 2
s ar (Y B + by S A Y = 0 (192)

(19.1) heifst Eulersche Differentialgleichung, diese behandeln wir spéter, wenn wir mehr Informatio-
nen iiber A haben. Jetzt 16sen wir (19.2). Dabei wollen wir nur Losungen Y, die auf der Kugeloberfldche
beschrankt sind und bzgl. ¢ die Periode 27 haben, fiir die also insbesondere gilt:

Y(0,p)] <oo und |Y(m )| <oco fir ¢e|[—m,7]
Y@, +2m) =Y (0, ¢)

Solche Losungen heiffen Kugelflichenfunktionen (manchmal auch nur Kugelfunktionen). Die Losun-
gen dieses Problems ergeben sich in Form von harmonischen homogenen Polynomen nach Einschran-
kung auf die Einheitssphére.

e Polynome nullten Grades: 1
e Polynome ersten Grades: x1, T, 3
Pol : Grades: 2 .2 2 .2 2 _ .2 . . A
e Polynome zweiten Grades: z{ — x5, ] — 23, ©5 — 25, T1 - L2, T1 - T3, T2 - T3

Diese Funktionen sind jeweils homogen vom angegebenen Grade. Um die Kugelflachenfunktion weiter
zu l6sen, machen wir einen zweiten Separationsansatz: Mit Y (¢, ¢) = g(¢) - h(p). Einsetzen in (19.2)

ergibt
h d d d?h
(sin19~g>—|— J +A-gh=0

sind dep dd sin2d  do?

Wir multiplizieren mit sin?+)/g - h und trennen ¢ und h.

: 2
sind - d (sinz?-dg> +)\-s111219:—l il = U

g dp dv hodv?

Das sind zwei gewohnliche Differentialgleichungen fiir ¢ und h.
R +pu-h=0 mit h(p)=h(p+2r) (19.3)
d d
sind - — <sin19‘ g) +(A-sin?9 —pu)-g=0

P

Hier teilen wir durch sin? ¢:
1 d (. dg 1%
= (simv- 2+ (A= )-g=0 (194

sind  dep (sm d19> * sin? ¥ g (19.4)

Aus (19.3) folgen Informationen iiber p: Als Losungen kommen cos(,/z¢) und sin(,/fip) infrage. Wegen
der Periodizitét ist \/u = m € Ny. Davon sind

sinme und cosmy fir meN (19.5)
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linear unabhéngige Losungen. (19.4) wird durch Substitution geldst:

dt ) d . d
t:=cos?d = d—ﬂ——smz? = @——smﬁ-a

Setzt man dies in (19.4) ein, erhdlt man eine neue Funktion G = G(t) mit G(t) = G(cosv) = g(I):

d dG W
— (1 —#) — A— G=0 fir —-1<t<l1 19.6
dt[( ) dt]+< 1—t2> w <t<1l (196
Diese Differentialgleichung heifst

e fiir m = 0 Legendresche Differentialgleichung

e fiir m > 1 allgemeine Legrendesche Differentialgleichung

Satz 19.1
Die allgemeine Legendresche Differentialgleichung (19.6) hat genau fiir A = n - (n 4+ 1) mit n =
m,m + 1,... auf (—1, 1) beschriankte Losungen. Diese werden folgendermafien gegeben:

e fiir m = 0 als Legendresche Polynome:

1 R .
=55 [(#* —1)"] (19.7a)

Pa(t)

o fiir m > 1 als zugeordnete Legendresche Polynome:

_dmP(1)

PR(t) = (1= &)™ PG mit P = 2

(19.7b)

Die Losungen von (19.2) setzen sich aus (19.5) und (19.7) wie folgt zusammen:
P (cos¥)-cosmp mit m e N
P(cos?) -sinme mit meN

Diese Funktionen haben folgende Eigenschaften:

1. Die Legendrepolynome bilden im Raum L?[—1, 1] (grob: der Raum der Funktionen f auf [—1,1]
mit fil |f(x)]* dz < o) ein vollsténdiges Orthogonalsystem (eine Orthogonalbasis).

2. Fiir jedes feste m > 1 bilden die PJ* mit n = m,m + 1, ... ein vollstdndiges Orthogonalsystem
in L?[-1,1].

3. Fiir jedes n existieren 2n+ 1 linear unabhéngige Kugelflichenfunktionen der Ordnung n, welchen
man der Ubersichtlichkeit halber so schreibt:

{Y"(0,0)} = {P7(cos¥)-cosmp:m=0,1,...,n;

P (cos®) - sin(—mep) :m = —1,-2,...,—n} (19.8)

Fiir n € Ng und —n < m < n bilden die Y,)” auf der Einheitssphére ein vollstdndiges Orthogo-
nalsystem.

Es bleibt noch die Eulersche Differentialgleichung (19.1) zu behandeln:
- R'+2r-R—X-R=0
Mit A =n - (n+ 1) ergeben sich die Losungen:

1
rn—&—l

R(r)=7" und R(r)= fir neN

Will man auf der Kugel beschriankte Losungen, muss man R(r) = r” nehmen.



19.1 Die dreidimensionale Aufgabe Seite 66

Beispiel

Wir betrachten eine Randwertaufgabe 1. Art (Dirichlet-Problem) fiir das Innere eines Kreises mit dem
Radius p. Wir benutzen Polarkoordinaten (z = r - cos¢ und y = r - sin¢):

Differentialgleichung;: Upp + % “Up + %2 “Upp = 0 fir O<r<o—m7<ep<mw
Randbedingung: u(o,p) = flp) fir —7mT<e<m

Setze f als 2m-periodisch voraus, also muss w dhnliche Periodizitédtseigenschaften haben:
u(r,—m) =wu(r,m) und  uu(r, —m) = uy(r,m)

Wir fordern, dass u fiir  — 04-0 endlich bleiben soll. Der Separationsansatz lautet u(r, ¢) = R(r)-H(p).
Einsetzen und Trennung der Variablen fiihrt auf die Differentialgleichungen

H'"+X-H=0 mit H(r)=H(-7) und H'(r)=H'(-m) (19.9)
- R'4+r R —X-R=0 mit ()endhchfurr—>0—|—0 (19.10)

Aus (19.9) findet man wiederum Losungen fiir A = A,

ag =
Ha(p) =1 ® "l
Gp - cOSNP + by -sinny n>1

Das 1/2 ist wieder eine Normierungskonstante (vgl. Fourierreihe). (19.10) wird durch
R,(r)=c¢p-r™ mit neNy

Die Losung der Randwertaufgabe erfolgt mit dem Ansatz
— —|— Z ( ) (ap, - cosng + by, - sinngp) (19.11)

Den Vorteil des Faktors Q% sieht man beim Einsetzen der Randbedingung:

o
() =ulo,p) = +Z ap, - Cosny + by, - sinny)
n=1

%0
2

Ist f in eine Fourierreihe entwickelbar, so folgt

-/f((p')-sinngpl d¢e/ mit neN

—T

1 1
= _. / f(cp,) - coS n(p’ d(p' mit neNyg und b,=—
. T

Einsetzen in (19.11) liefert

/f dﬁP _,_7 < > /f cosmp cosmp + sinnep - smmp) d(p’

Unter Beachtung des Additionstheorems cos(x — y) = cosx - cosy + sinx - siny ist schliefslich

w)zzlﬁ‘/ﬂf(so 1+2- Z() - cos (90—90’))] de’  (%x)
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Es gilt der folgende Zusammenhang:

oo
1-¢ .
1—1—2-220”-(305715621_20.00835_1_02 fir | <1

n=1

Mit z := ¢ — ¢/ und ¢ = r/p kann man dies auf (**) anwenden:

2 . /
o —r f(‘P) /
= . d 19.12
u(r, ¢) /92—2g-r-cos(<p—tp’)+r2 14 (19.12)

—T

Seite 67

Dies ist die Poissonsche Integralformel zur Lésung des inneren Dirichlet-Problems fiir den Kreis.
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20 Ausblick auf moderne Methoden
zur Behandlung partieller
Differentialgleichungen

Die Idee ist, statt Differentialgleichungen Differentialoperatoren zu betrachten. Wenn zum Beispiel A
gegeben ist, so vermittelt A eine lineare Abbildung von geniigend oft differenzierbaren Funktionen in
Funktionen.

Fiir praktische Anwendungen ist der bisherige Losungsbegriff fiir Differentialgleichungen zu eng, etwa
fiir die Behandlung von Punktladungen oder Massebelegungen von Fliachen. Was ist zum Beispiel die
fiir Punktladungen relevante ,,Delta-Funktion*?

/ 5(z) - f(x) dz = £(0)

Dazu brauchen wir einen neuen Begriff.

20.1 Der Begriff der Distribution

Zur heuristischen Motivation: Betrachte [, f(z) - ¢(x) dz. Wenn f und ¢ beide ,hinreichend gut*
sind, dann existiert dieses Integral. Wenn man f ,verschlechtert”, muss man ¢ ,verbessern®, damit das
Integral noch existiert. Im besten Falle ist ¢ € C2°(R), d.h. ¢ € C*°(R) und supp ¢ := {z : ¢p(x) # 0}
ist kompakt, d.h. die Funktion ¢ ist unendlich oft differenzierbar und hat einen kompakten Trager.
Solche ¢ € C°(R) heifen Grundfunktion oder Testfunktion.

Sei f so, dass

Ty(p) = / f(@) - plz) dz Vo€ CX(R)
R

existiert. T ist eine lineare Abbildung von CZ°(R) nach R. CZ°(R) ist offenbar ein Vektorraum, also
ist T ein lineares Funktional auf C°(R). Fiir differenzierbare f folgt mit partieller Integration:

/R (@) - plz) dz = [f(z) - (@), - /R f(@) () da = /R f(z) () de

Wenn f nicht differenzierbar ist, kann man durch obige Gleichung eine verallgemeinerte Ableitung
definieren. Bevor wir nun mit den eigentlichen Definitionen beginnen, fiihren wir die folgenden Be-
zeichnungen ein:

o &= (r1,...,2,) € R" ist ein Punkt.

o a=(a,...,a,) € Ny ist ein Multiindex mit a! = ag!--- ! und |a] = a1 + ... + ap.
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e Bereits bekannt sind D; = -2 und DF = 2% neu ist D* = DY ... Dan = 0%
t ox; i oz~ 1 n Oz ozan
e Multiindizes addiert man komponentenweise: a3 = (a1 +f1, . ..,y +Bn), es ist D2DP = D+5,
Wir betrachten den C2°(R"™). Ein typisches Beispiel einer Funktion aus diesem Raum ist der ,Hut"

52
C..e -2 <
felw):= 1 7= el <
0 2]l > €

Hierbei ist C; so, dass [, f-(x) do = 1 ist. Das folgende Lemma sichert die Existenz hinreichend vieler
niitzlicher Testfunktionen.

Lemma 20.1
Zu jedem beschriankten Gebiet G C R™ und € > 0 existiert ein g € C2°(R™) mit den Eigenschaften:

e 0<yg<l1
e g(x€G.)=1und g(xz ¢ G3.) =0

Hierbei ist Gs = U cq Ks(z) (die Vereinigung der offenen Kugeln um die Punkte in G' mit dem
Radius ) eine 6-Umgebung von G.

Beweis
Mit der charakteristischen Funktion X von G, konstruiert man g:

o(z) = / X(y) - fola — ) dy

Rn

Hierbei handelt es sich um eine Faltung: g = X * f. (dazu spéter mehr).

Der entscheidende Punkt ist nun die Konvergenz in C2°(R"™).

Definition 20.2

Unter dem Schwartz-Raum D = D(R") versteht man den Vektorraum CZ°(R"™), versehen mit
folgendem Konvergenzbegriff: Eine Folge (¢,,) aus D(R™) konvergiert gegen ¢ € D(R™) genau dann,
wenn gilt:

1. Es existiert eine kompakte Menge K C R” mit supp ¢, C K Vn.
2. Fir alle a = (a1, ..., ay) gilt: D%, = D%p (gleichméfige Konvergenz in K).

Analog definiert man fiir eine offene Menge 2 C R™ den Raum D(Q).

1. Diese Konvergenz ist insofern kompliziert, als dass es keine Metrik in C'¢°(R™) gibt, die diese Kon-
vergenz erzeugt.

2. Diese Konvergenz hat besonders gute Eigenschaften: Die Vektorraumoperationen sind beziiglich
dieser Konvergenz stetig, d.h. wenn ¢, — ¢ und ¢, — ¥ in D und \,, — A in R, dann konvergieren
auch ¢, + v, = @+ Y und A\, - @, — X - .

3. D® ist eine stetige lineare Abbildung von D in sich, d.h. wenn ¢,, — ¢, dann D%p,, — D%p.
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4. Wenn f € C*°(R"), dann ist My gegeben durch

(Mye)(z) := f(z) - o(x)

eine stetige lineare Abbildung von D in sich.
5. D ist vollstandig.

Definition 20.3

Unter einer Distribution oder verallgemeinerten Funktion versteht man ein stetiges lineares
Funktional T" auf D. Die Menge aller Distributionen auf D(R™) heift D(R™)" oder kurz D’.

Dass T stetig ist, heifst, dass fiir eine Folge (¢,) mit ¢, — ¢ (in D) gilt: T(vn) — T(p) (in R™).
Wendet man 7" auf ¢ an, so schreibt man gleichwertig: T'(y), T oder (T ¢).

Beispiel 20.1

Sei f € L (R™). Dies ist die Menge aller lokal integrierbaren Funktionen, d.h. [, |f(z)| dz < oo fiir alle
kompakten B C R". Dann ist Ty mit T¢(p) := [p. f(2) - ¢(x) dz aus D'

Die Linearitdt zu beweisen, ist trivial. Bei der Stet1gke1t genugt es, zu zeigen, dass aus ¢, — 0 (in D) folgt,
dass Ty () — 0 (in R™) konvergiert. Dann gilt &hnliches auch im Allgemeinen: Aus ¢,, — ¢ folgt ¢, —¢ — 0,
damit T¢ (¢, — ) — 0, wegen Linearitét gilt auch T'¢(¢,) — Tf(p) — 0 und endlich T¢(py) — T¢(¢).

¢n — 0 bedeutet unter anderem, dass eine kompakte Menge K mit supp p,, C K Vn existiert und ,, auf K
gleichmé&fig konvergiert. Dies heifft wiederum, dass sup,c g |¢n(z)| — 0 geht.

|Tf</’n|—’/f () da /|f fpal@)] da < sup oo /|f )| da

Distributionen, die sich auf diese Weise durch eine Funktion darstellen lassen, heiffen regulér oder vom Typ

einer Funktion, andernfalls singulér. Statt 7 kann man auch {f} schreiben.

Beispiel 20.2 Dirac’sche d-Distribution

0, wird gegeben durch d,(¢p) := ¢(a). Mit & wird §y gemeint, also ist §(¢) = ¢(0).

Auch hier ist die Linearitét einfach zu zeigen. Zur Stetigkeit: Gehe ¢,, — ¢ in D, d.h. supp ¢, C K fiir alle
n mit einem festen kompakten K. Dann konvergiert D%p,, — D%y gleichméfig in K, also auch insbesondere
©n — @ gleichméafig in K. Damit konvergiert erst recht ¢, (x) — ¢(z) in K, und es ist auch ¢, (x) — 0 = p(zx)
aufserhalb von K. Also konvergiert ¢, (z) — ¢(z) fiir alle z, insb. auch fiir x = a. Somit ist §(p,) — I(p).

Es gibt keine lokal integrierbare Funktion f mit Ty = & bzw. [ f(x) - ¢(z) dz = ¢(0) fiir alle ¢ € D.

Beispiel 20.3

Mafse sind auch Distributionen (wenn sie noch gewisse zusétzliche Eigenschaften haben). |

o = [ 1ta)
J

Diese Schreibweise hat einen wohlbestimmten Sinn. Sehr haufig braucht man die folgende symbolische
Schreibweise, auch wenn es gar keine lokal integrierbare Funktion 7'(x) mit dieser Eigenschaft gibt:

T(p) = / () - p(z) dz

R

Insbesondere sind so bei der Delta-Distribution Schreibweisen wie d(x) oder d(z — xp) iiblich:

- / 5(z) - p(x) dz = (0)
RTL
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20.2 Rechenoperationen mit Distributionen

1. D ist ein Vektorraum.

2. Distributionen kann man im Allgemeinen nicht multiplizieren, aber: Sei f € C*°(R") und T" €
D'(R™). Dann kann man sinnvoll definieren, was f - T € D'(R™) sein soll:

(f-T)():=T(f - )

3. Neben der bereits bekannten Konvergenz in D wird fiir Distributionen eine schwache Konver-
genz definiert: T;,, — T gilt genau dann, wenn T,,(¢) — T'(¢) Vo € D(R™) gilt. Beziiglich dieser
Konvergenz ist D’ vollstéandig.

Man kann D in D’ einbetten durch ¢ — T, mit T,,(¢) = [p. ¢(2) - ¥(z) dz. Dann liegt D in D’
dicht: Zu jedem T € D’ existiert eine Folge (¢,) aus D mt T,, — T in D’.

20.2.1 Ableitung von Distributionen

Sei T' € D'. Dann wird S := D®T definiert durch

S(p) = (D°T)(p) := (~1)*1- (D)

Beachte, dass D*T" ein Symbol ist, wihrend D“p wohldefiniert ist. S ist wieder eine Distribution und
heifst schwache Ableitung (bzw. Ableitung im distributionellen Sinne) der Ordnung « von T'.
Dass S € D’ liegt, sieht man so: Natiirlich ist S ein lineares Funktional auf D. Sei ¢,, — ¢ in D. Zu
zeigen ist: S(pn) — S(p). Wir wissen, dass D%p,, — D%p in D konvergiert (da die Abbildung D® stetig
ist). Auch T ist stetig, also konvergiert T'(D%p, ) — T'(D%p) in R. Daraus folgt die Behauptung.

Die Ableitung hat folgende Eigenschaften:
1. Jedes T' € D' ist beliebig oft differenzierbar.
2. D¥(DPT) = DT = DA(DT)
3. Fiir f € C*° und T € D’ gilt die Leibnizsche Produktregel:

7! 8
Y — .DF.
DY(fT) = > T D*f - DT
at+pf=y
Beispiel 20.4 Ableitung der Heaviside-Funktion
Wir betrachten die Heaviside-Funktion
<
o(a) = {0 <0
1 >0

Gesucht ist ©’ im distributionellen Sinne:

0'(¢) =-0(¢') =~ [ B@) (@) do =~ [ /(o) do =~ p(@)" = 9(0) = 8(¢)
R 0

Beachte, dass ¢(z — o0) verschwinden muss, da ¢ lokal integrierbar ist. Damit ist ©’ = 4.
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Beispiel 20.5 Zur Dichtheit

Benutzt man die Dichtheit von D in D’, dann kann man viele Beispiele von Folgen (ip,,) aus D angeben, die
im schwachen Sinne gegen § konvergieren. Auch auferhalb von D gibt es Beispiele:

e Die Funktionen f,, mit f,(z) = § e 1#l/7 sind aus L}

iocy aber nicht aus D, da sie keinen kompakten
Triager haben. Es konvergiert Ty, — 6 in D’.

e Die Funktionen g, mit g,(z) = n fiir 2 < 5= und g, (2) = 0 sonst haben zwar einen kompakten Tréger,
sind aber nicht differenzierbar und somit auch nicht aus D. Sie konvergieren nicht gegen J.

20.2.2 Direktes Produkt von Distributionen

Die Physik verwendet Ausdriicke wie d(z) - §(y) - 6(
g lokal integrierbare Funktionen sowie ¢, € D(R). Hiermit kann man ¢ mit o(z,y) = ¢(x) - ¥(y)
definieren, sprich o = ¢ ® 1 € D(R?).

z). Wie kann man dies formalisieren? Seien f und

Definiere nun die folgende Distribution:

S(e¥) = %f(x)g(y)-g(:r,y) dzdy
= Rf2 f@)g(y) - o(2)y(y) dedy
= H{f(ﬂf) ~p(x) do -H{g(y)-@b(y) dy
= Ty(p) - To(¥)

Man schreibt S := Ty ® T;. Offenbar ist S auch auf allen Funktionen x = Y" | ¢; ®; (mit ¢;,¢; € D
und n € N) wohldefiniert:

Sx = ZTf(%) Ty (i)

Die Menge aller solchen  liegt in D(R?) dicht. Obiges S ist dann auf ganz D(R?) fortsetzbar, indem
man definiert:

Sn = (Ty @ Ty)n = /f(w)g(y) n(z,y) dedy  fir ne D(R?)
R2

Das Produkt S = Ty ® Ty heifit direktes Produkt oder Tensorprodukt der Distributionen 7'y und
T,. Allgemeiner seien Sg, T, € D(R)" (die Indizes geben die Variable an, auf die sich die Distribution
unten bezieht) und n € D(R?). Dann ist S, ® T, wie folgt erklért:

(Se @ Ty)n := Se (Tyn(z,y))

Genauer: Fiir jedes feste z ist die Funktion n(z,-) € D(R). Dann ist T;, anwendbar und es entsteht
eine Funktion ¢ mit

p(x) == Tyn(z, )
Dieses ¢ liegt in D(R), somit hat (S, ® Ty)n = Sy Sinn.
Beispiel 20.6 Direktes Produkt von Delta-Distributionen
Es ist (6 ® §)n = n(0,0), denn:

d(n(x,-)) =n(z,0) =p(x) = (6®@3§n=7dp=n(0,0)
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20.2.3 Faltung von Funktionen und Distributionen

Seien g,h € L'(R), also [ |g(z)| dz < oo und f |h(z)| dz < co. Die Faltung ist wie folgt erklért:
R
f(x) = (g*h)( / 9y —y) dy
R

Analog geht die Definition fiir g,h € L'(R"). Auch f liegt in diesem Raum. Die Faltung wirkt in
LY(R™) wie eine Multiplikation. Man kann T} bilden:

Trp = [(9xh)(2)-p(z)dz

Wir haben insgesamt

(9% W)() = Tyun(p) = / o(2) - h(y) - oz +y) dedy  (20.2)
R2TL

Die Faltung von Funktionen ist eine Art Glattungs- bzw. Mittelungsprozess (vgl. Lemma 20.1).

Die Formel (20.2) suggeriert folgende Definition fiir die Faltung zweier Distributionen Sy und T:

(Sy * Te)(p) = Sy(Tulp(z + y)))

Das geht nicht, denn ¢ mit @(z,y) = p(x + y) ist keine Funktion mit kompaktem Trager: Ist zum
Beispiel ¢(0) # 0, so ist ¢(x, —x) # 0 fiir alle x.

Fiir beliebige S und T ist die Faltung nicht sinnvoll definierbar. Als Einschrankung benétigen wir den
Begriff des Tréigers fiir eine Distribution: Sei G C R™ offen. Man sagt, T € D(R"™)’ verschwindet in
G, wenn gilt: T'(¢) = 0 fiir alle ¢ mit supp ¢ C G. Sei nun Gy die Vereinigung aller offenen G, in denen
T verschwindet. (Dann ist G die grofte offene Menge, in der G verschwindet.) Dann wird der Tréger
der Distribution 1" definiert durch

suppT :=R"\ G

Lemma 20.4 Lemma von du Bois und Reymond

Eine lokal integrierbare Funktion f verschwindet in der offenen Menge G C R™ im distributionellen
Sinne (d.h. Ty verschwindet in G) genau dann, wenn f in G fast iiberall verschwindet.
Eine Distribution T heifst finit, wenn der Trager supp 1 kompakt ist.

Beispiel 20.7
|(5 und 4, sind finit, denn supp d = {0} bzw. suppd, = {a}.
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Definition und Satz 20.5

Sei S, eine beliebige und 7, eine finite Distribution. Dann existiert die Faltung S, * T}, € D(R’) und
ist gegeben durch:

(So+ Ty)p = Se|TyIn(y) - p(z+y)]] mit €DR™)  (20.3)

7 ist eine beliebige Funktion aus D(R"), die in einer Umgebung des Trégers von T identisch Eins ist.

Man sieht, dass nT = T ist. Wie wirkt n7T'7 Es ist (nT")y = T'(n¢). Der Sinn von 7 in (20.3) besteht darin,
dass n(y) - ¢(z + y) als Funktion von y wieder in D(R™) liegt.

Die Faltung hat folgende Eigenschaften:

1. Die Faltung ist kommutativ. (Das sicht man erst, wenn man die Faltung mittels direktem Produkt
der Distributionen definiert.)

2. Fir beliebiges T € D(R™) ist § « T =T x§ = T, also ist § das neutrale Element der Faltung:
(T'+0)(p) =T 0In(y) - p(z + )l | = TM(0) - p(z +0)] = Tlp(x)] = T(p)

3. Zum Zusammenspiel von Faltung und Ableitung: Es gilt
DS« T)=(D*S)*«T =S * (D*T)

Das heiftt insbesondere, dass, wenn ST wohldefiniert ist, auch alle drei Terme in obiger Gleichung
erklart sind. Wir setzen also voraus, dass etwa 1" einen kompakten Trager hat. Es geniigt, diese
Beziehung fiir eine partielle Ableitung erster Ordnung zu zeigen:

gsen]e = son(g)
CU [nia) 8¢§§fy)H — g [rinetai)]

s\ [ (n et 4 )] | = S [T (0 ot )]

. (6% *T)

(*) gilt fiir den Fall, dass 7" = Ty von einer Funktion f(y) erzeugt wird:

T(an() ) [rw-° f“y y:ai/ﬂy)m(y)-eo(ﬁy)dy

Ein Spezialfall ist DT = DY(T * §) = T %« D%J. Ebenso ist DT = ¢ «+ D*T".

—
*

20.3 Anwendung auf Differentialgleichungen

m m
= Z aq(z) -D* mit L(z,D)p = Z aq(x
|a|=0 |a|=0

sei ein linearer Differentialoperator der Ordnung m mit Koeffizienten a,, € C°°(R"), zum Beispiel der

Laplace-Operator im R":
2

02 02 N
n |a|=0
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wobei nur a von der Form o = (0,...,0,2,0,...,0) betrachtet werden. Dann hat man: a,: = 1 fiir
die o' und sonst a, = 0.

Sei T' € D(R™). Dann gilt:

(L(z,D)T, ) = (T, L*(z,D)p) mit L*(z,D)p Z DD (aqep)

L*(x,D) nennt man den zu L(z, D) formal adjungierten Differentialoperator. Wie kommt man auf
L*?7 Es geniigt einen Summanden zu betrachten. Nach Definition der Multiplikation einer Distribution
mit einer C*°-Funktion (hier a,) ist

(aa(@) - (D°T), ) = (D*T)(aa - ) = (<1 T(D(aa - ) = T((~1)*) - D*(aa - )

Definition 20.6

Unter einer schwachen (oder verallgemeinerten) Losung der Differentialgleichung
L(z,D)u =S € D(R") (20.4)
in G versteht man jede Distribution 7' € D(R™)’ mit folgender Eigenschaft:
(L(x,D)T)gD =S(p) Ve € D(R™) mit suppy C G

Das heiftt, es gilt:
T(L*(x,D)«p) =S5(¢) Vo€ DER") mit suppp C G

Wenn speziell G = R™ ist, dann sollen obige Gleichungen fiir alle ¢ € D(R"™) gelten.

Man tiiberzeugt sich relativ leicht von folgender Behauptung: Wenn es eine sogenannte klassische Lésung
von (20.4) gibt, d.h. es existiert ein w € C*°(G) mit L(z,D)u = 5, dann ist S automatisch eine stetige
Funktion. Identifiziert man dann » und T},, dann ist diese klassische Lésung auch eine schwache Losung.
(Dann ist automatisch S durch eine stetige Funktion gegeben.)

Lemma 20.7

Sei u eine verallgemeinerte Losung von (20.4), sodass u eine regulére Distribution ist, und w soll zu
C™(Q) gehoren. S moge zu C(G) gehoren, und T, erfiille also (20.4) im distributionellen Sinne. Dann
ist dieses u zugleich eine klassische Losung, d.h. die Gleichung (20.4) ist punktweise in G erfiillt.

Die Betrachtungen vor dem Lemma besagen: Wenn u € C™(G) liegt, S = f eine stetige Funktion
ist und w eine klassische Losung ist, d.h. es gilt L(z,D)u(x) = f(x) fir alle z € G, dann gilt auch im
distributionellen Sinne: L(x,D)T,, = Ty. Das Lemma besagt: Wenn v und f wie oben mit L(x,D)T,, = T,
dann gilt auch punktweise L(z, D)u(z) = f(z) in G.

Beweis
Betrachte die in G definierte stetige Funktion L(z,D)u — S. Die davon erzeugte Distribution hat fol-
gende Eigenschaft: Wenn supp ¢ C G, dann ist T'(¢) = 0, denn (L(x,D)u) (¢) = S(p). Wegen des
Lemmas von du Bois und Reymond muss diese stetige Funktion L(z,D)u — .S in G verschwinden, also
gilt punktweise L(z,D)u(x) = S(z).

[
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Definition 20.8

Sei L(D) = > aq - D* ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten a,. Unter
einer Grund- oder Fundamentallésung von L(D) versteht man eine Distribution 7" € D(R™)’ mit
L(D)T = 6.

Manchmal definiert man etwas allgemeiner: 7" heift Grundlosung an der Stelle a € R™ (oder mit der
Polstelle a), wenn L(D)T = 4, ist.

Grundlésungen sind nicht eindeutig bestimmt, denn wenn u die Gleichung L(D)u = 0 erfiillt, dann ist
natiirlich auch 7"+ v eine Grundlosung.

Satz 20.9 Bedeutung der Grundlésungen

Wenn T eine Grundlosung zu L(D) und S € D(R™) ist, sodass R = T * S existiert, dann ist dieses R
eine Losung der Differentialgleichung L(D)u = S.

Beweis
Aufgrund der Rechenregeln fiir Ableitungen der Faltung gilt:

L(D)R = L(D)(T + §) = [L(D)T} «S=6x5=9

20.3.1 Beispiel fiir eine schwache Losung

Sei f € C(R), dann ist u(z,t) = 1/2 - [f(z + at) — f(z — at)] auf dem gesamten R? eine schwache
Losung des folgenden Anfangswertproblems:

Differentialgleichung;: % = a®. %
Anfangsbedingungen: u(z,0) = f(z)
9u(z,0) = 0

Beachte: f (und somit u) ist im Allgemeinen nur stetig, nicht differenzierbar. Somit kann u keine starke
Losung sein.

Beweis
O.E.d.A.ist a =1, also Lu = uzy — ug und L = L*. Sei ¢ € D(R?) beliebig fest, und r so, dass
suppp C Q1 = (—r,7) X (=r,7).

Wir fiihren sogenannte charakteristische Koordinaten & und 7 ein. Die Koordinatentransformation ist:
w2 2 : _ (=Y _1 (&+n E=a+t
h:Rg, — Ry, mit h(&n)= (t) =5 (f—?]) bzw. {n:x—t
Fiir die Transformation h gilt |[det '| = 1/2. Es ist nun u(&,n) = 1/2 - [f(§) + f(n)]. Man erhalt:

h_l(Ql) C QQ = (—27“, 27“) X (—27", 27“)

Die Verkettung 1) := @ o h ist unendlich oft differenzierbar und supp ¢ C Q2. Es gilt:

0 0 1

875%7# = i(L(b) oh
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Zum Beweis verwendet man die Kettenregel:

wiem) = e(3-€+m i€
a .

0, _ D2 0s D 0t _ 1.0 1 0¢
on — Oz On ot on — 2 Oz 2 Ot
00y _ 1.0 1 0% 1 o 1 g
%{887] - le o2 4 Ox0t 4  Otox 4 2
@%lb z(Lﬁb)oh

Jetzt wird die Gleichung fiir den Nachweis schwacher Losungen gezeigt: Beachte L = L*.

(Lu)(p) = /Lu -~ dadt = /u - L dadt
R2 R2

Nach der Transformationsformel fiir Integralanwendungen gilt:

(Lu)(p) = [ 1€+ F)] - 3% (&,n) dédn

Q2
2r 2r 5 2r 2r 9
(Lu)(p) = 7{ f&)- [J; g5¢on dn d£+7£ fn)- [{ S5éom d&] dn

Die Klammerausdriicke verschwinden, da die Stammfunktionen g—;’f und g—? auf den Integrationsgren-
zen verschwinden, denn ihr abgeschlossener Trager liegt zwischen den Grenzen der offenen Menge Q5.
|

Wichtige Grundlésungen

Satz 20.10 Satz von Malgrange-Ehrenpreis

Jeder lineare Differentialoperator L(D) mit konstanten Koeffizienten besitzt eine Grundlésung, also
eine Distribution T' € D' mit L(D)T = 4.

Wir betrachten im R den gewdhnlichen Differentialoperator:
d % "
L=L|D=—|= C—
< da ) kzo o ox*

mit a; € R und a,, = 1.

Satz 20.11

Man erhélt eine Grundlésung fiir L, indem man zuerst das Anfangswertproblem
Lu=0 mit w0 =...=u™20)=0 und «™D0)=1
16st. Dann ist T' = T eine Grundlésung, wenn f gegeben ist durch

u(z) x>0

f(x):u(x)-@(x):{o el
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Beweis
Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt u € C*°(R). Es ist T = u-Tg, denn:

Ty(p) = / f(2) - pla) dz = / u(@) - 0(x) - p(x) = Tolu- ) = u- To(p)
R

R

Wir wissen, dass Tg = 0 ist. Auferdem ist (im distributionellen Sinne) u - § = u(0) - §, denn:

(u-8)(p) = d(u- ) =u(0) - ¢(0) = u(0) - 5(p)

Jetzt miissen (im distributionellen Sinne) die Ableitungen von T bis zur m. Ordnung bestimmt werd-
fen. Unter Beachtung der Leibnizschen Produktregel (siehe Ableitung von Distributionen) gilt:

T}:(U'TO)’:U/‘To-l-u'Té:u’-To—l—w(S:u’~T0+u(0)-5:u"T0
=0

Fiir weitere Ableitungen folgt unter Beachtung der Anfangswertaufgabe analog:

T(;k) = u® .7y fir k=1,....m—-1

Beachte nun Lu = 0 und a,, = 1:
LTy ="u-To+6=46

Bei den partiellen Differentialoperatoren sollen (ohne Beweis) Grundlosungen fiir die wichtigsten Ope-
ratoren angegeben werden.

1. Der Laplace-Operator A,u = § hat im R" die Grundlésung 7;, mit

1 1
- T(x) =— — fir n>3
drr - ||| (n—2)-on [z

1
By(z) = 5 -logllzl|  T5(z) =

Hierbei ist ||z|| die euklidische Norm und o,, der Oberflicheninhalt der Einheitssphére im jeweili-
gen R™. Der Beweis erfolgt die Berechnung uneigentlicher Integrale (aufgrund der Singularitaten
von T,, als Funktion an = = 0).

2. Der Wirmeleitungsoperator (0/0t — a? - A,)u = § hat die Fundamentallosung 7' = Ty mit

el g
(2a-Vr 1) |

f(l’,t) =

3. Beim Wellenoperator (9?/0t?> — a? - A,,)u = 6 sind die ersten Grundldsungen:
O(at — |lz))

oma - \/a2t? — ||z|?

Es ist Sy = {2 : ||z||* = ¢®#*}. Dann soll §(a®t? — ||z||*) = Js,, sein und so wirken: Wenn ¢
gegeben ist mit supp ¢ N Su¢ = &, dann ist (ds,,,p) = 0. Ansonsten ist (ds,,, ) = [q  © dS,
wobei dS das Oberflachenelement von Sy; ist.

o(t) 2,2 2
0O a2~ )

Ti(x, 1) = % Oat—|z))  Tola,t) = Ty(a, t) =
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20.4 Bemerkungen zur Fouriertransformation

Die Réaume D(R"™) sind in gewisser Hinsicht fiir die Fouriertransformation ungeeignet. Zur Erinnerung:
Ist B =(01,...,0,) ein Multiindex, so ist fiir z = (x1,...,z,) definiert:

Jrﬁ:x’fl--wgn

Definition und Satz 20.12
Seien «, ( beliebige Multiindizes. Der Schwartzraum S(R") ist der folgende Vektorraum:

S(R") := {f e C®°(R") : sup |z”- Do‘f(x)) < 0 Va,ﬁ} (20.5)
TER™
Die Elemente von S(R™) heifen schnell fallende Funktionen.

Zu beweisen ist, dass S ein Vektorraum ist.

Beispiel 20.8 Einige schnell fallende Funktionen

1. C*(R™) C S(R™) (Zum Beweis muss man zeigen, dass stetige Funktionen auf kompakten Mengen
beschrénkt sind.)

2. eIzl € S(R™) — Zudem ist fiir ein Polynom p von z = (21, ..., x,) die Funktion e~121” . p(z) € S(R™).

Fiir Anwendungen ist es niitzlich, dquivalente Charakterisierungen von S(R™) zu haben. Es gilt:
k
S(R") = {f € C(R"): ]l = sup max (1 + HxH?) D f(z)| < 00 Vk € No} (20.6)
xeR"L « >

Die ||-||, sind Normen auf S(R™). In diesem Raum werden also abzdhlbar viele Normen betrachtet. Die
Charakterisierung (20.6) fiihrt zu einem Kriterium fiir die Zugehorigkeit von f € C*°(R"™) zu S(R"):

¥3,meN:3C >0: ‘Dﬁf(:c)‘ <%

(1+1212)"

Beweis der Aquivalenz von (%) und der Bedingung in (20.6)
Aus (x) folgt relativ einfach (20.6). Gelte umgekehrt (20.6). 8 mit |3| = f1+ ...+ Bn =: [ und m seien
gegeben. (Wir betrachten | < m, der andere Fall verlauft analog.) Nach (20.6) gilt fiir & = m:

m
sup max (1+ H:UH2> DO f(z)| =: C < o0
zeR™ |a|<m

Insbesondere gilt fiir alle x € R™ und obiges :

(1+121?)" - PP f@)| < ©

Entsprechend beider Charakterisierungen des Raumes wird die Konvergenz in S(R"™) wie folgt erklért:

wf = a:ﬁ-Dafn(a:) %xﬂ-Daf(x) Vo, 3
gleichméRig

Jn

Das ist genau dann der Fall, wenn || f,, — f||, — 0 fiir alle £ € Ny konvergiert. Die folgenden Operationen
sind in S(R") stetig:
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1. die Ableitung (f +— D“f fiir beliebiges o) — Das heift, dass, wenn f,, gegen f konvergiert, dann
auch D*f,, — D®f (beides in S(R™)). Dafiir muss man zeigen, dass fiir alle ¢ € S(R™) auch
D%g € S(R") liegt.

2. die Multiplikation mit einem beliebigen Polynom p von z (f — p - f)

Ein wichtiger Unterschied zwischen D(R™) und S(R™) liegt in der Multiplikation mit Funktionen.
Wihrend man ein ¢ € D(R™) mit einer beliebigen Funktion g € C'°°(R™) multiplizieren kann, ohne
D(R™) zu verlassen, gilt das fiir S(R") nicht mehr unbedingt. Zum Beispiel kann man mit exp(||z||?)
im Allgemeinen nicht multiplizieren, ohne S(R™) zu verlassen. (Es gibt auch Ausnahmen, etwa ist
exp(—|Jz]?) € SR™) und exp(z]?) - exp(— [lz]?) = 1 ¢ S(R").)

Mit welchen Funktionen kann man immer multiplizieren? Sei der Raum der polynombeschrinkten
Funktionen definiert durch

Ou(R") = {f € C®(R"): ¥33m e N,C >0 ]Dﬁ - f(x)( <o (1+ HxH?)m Vo € R
Ein typisches Beispiel fiir ein f € Op(R™) ist (fiir p € R™ und ein beliebiges Polynom q)
f(x) = ") g (x)

O (R™) ist ein Vektorraum und heifst Raum der Multiplikatoren fiir S(R"). Zur Rechtfertigung
dieses Begriffes muss man zeigen, dass S(R™) in Op/(R™) enthalten ist und fir g € O (R™) und
f € S(R™) das Produkt g - f € S(R™) liegt.

Das folgende Lemma benotigen wir bei der Fouriertransformation:

Lemma 20.13
Sei j € {1,...,m} (und D; = 0/0z;).

1. Fiir f € S(R") ist [, D;f(x) dz = 0.
2. Fir f € S(R™) und g € Op(R™) gilt:

/ D;f(2)] - g(x) do = — / £(z) - Djg(x)] da

R™ R™

Beweis
Den Beweis zu Teil 1 schreiben wir (in Bezug auf uneigentliche Integrale) etwas verkiirzt und betrachten
der Einfachheit halber nur (0.E.d.A.) n =2 und j = 1.

R R R
/le(x) dx = B}E»I;o/ /D1 (f(z1,22)) doy| dag = Rh_rgo [f(R,z2) — f(—R,x2)] dxo
R2 “r LR "R

Benutze die Charakterisierung () der Funktionen aus S(R?) fiir den Spezialfall 8 = (0, ...,0) (das ist
ein Standardtrick) und m = 2. Es existiert ein C' > 0 mit

R R
9 1 c 2C [ day
n <& o ._C — f(= <o a2
|f(£R, z2)| < TR ' ire /[f(R,xz) F(=R,x2)] dz2| < 4 /1+x§
R —R

Da das Integral konvergiert, folgt fiir R — oo:

R
2
/le(x) dz| < lim C-/ de

R—o0 R2 1 =+ x% -
2 —-R
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Die zweite Aussage folgt aus der damit bewiesenen ersten, denn natiirlich sind f-g, (D;f)-g, f-(D;g)
und D;(f - g) alle aus S(R™). Mit der Produktregel gilt:

0= [ Dyt 9@ do= [©:1)(@) g(a) do+ [ f(@)- (Dig)e) da

zrm zrn

Definition 20.14

Die auf S(R") stetigen linearen Funktionale 7' heifen temperierte Distributionen. Der Raum
dieser temperierten Distributionen wird mit S’(R™) bezeichnet.

Satz 20.15

Ein lineares Funktional T ist genau dann stetig auf S(R™), wenn es ein k& € Ny und ein C' > 0 gibt,
sodass fiir alle f € S(R") gilt:

IT(H)I < C-If1l

1. Stetigkeit heifst wieder: Wenn f,, — f in S(R™), dann konvergiert T'(f,,) — T(f) in C.
2. Fiir jedes f € S(R™) kann man wieder die Distribution Ty mit

Ty(p) = / f(@) - plz) da
Rn

betrachten. Das liefert nicht nur ein stetiges Funktional auf D(R™), sondern auch auf S(R™). (Das
sind zwei Aussagen: T;(¢p) ist endlich fir alle ¢ € S(R™) und Ty ist auf S(R™) stetig.) Man kann
also wieder S in &’ einbetten. In diesem Sinne gilt:

DCSCSCD

3. Auch fiir jede Distribution T' € &’ kann man wieder die schwache Ableitung DT bilden. Das ist
nicht verwunderlich, weil ja auch T' € D’ liegt. Die Ableitung DT liegt aber nicht nur in D', sondern
auch (wie zu erwarten) in S’.

Beispiel 20.9
Die Delta-Distribution liegt in S’, denn:

6(H = 1F(O)] < sup [F (@) = 11£llo

Warum benétigt man neben D’ auch noch 8’7 Oder umgekehrt: Warum arbeitet man nicht nur mit
dem ,bequemeren” Raum S'7?

e Die jetzt zu definierende Fouriertransformation ist fiir S bzw. &’ am besten zu definieren.

e &' reicht aber zur Behandlung von Differentialoperatoren nicht aus, weil manche Grundlosungen
nur in D’ liegen.
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Definition 20.16
Sei f € S(R™). Unter der Fouriertransformierten F(f) bzw. f versteht man folgende Funktion:

F(H)(p) = f(p) i= %1)”/2 . / f@) e dp (207
RTL

Unter der inversen Fouriertransformierten F~'(f) bzw. f versteht man folgende Funktion:

F(f)(@) = f(z) = 27:)”/2 ./ﬂp).ei«p,x) dp  (20.8)
Rn

1. Der Faktor (27)~™/2 ist bewusst aus Symmetriegriinden so gewiihlt (anders als manchen Biichern).
2. Man muss sich noch davon iiberzeigen, dass die Integrale in (20.7) und (20.8) {iberhaupt existieren:
k
£ —i-(p,x _ 2
@) < g S |00 i@ dr= o ]t (U ll?) - 1r@) de
=1 <C  [feSR™)]

IN

dr < o

c f 1
@™ g (L))"

f existiert, da das letzte Integral konvergent ist. (Analog fiir f.)

3. Der Begriff ,inverse Transformierte* muss gerechtfertigt werden: Man muss zeigen, dass F~1(F(f)) =
F(F~1(f)) = f ist. (Dies beinhaltet, dass F' und F~! von & in sich abbilden (und mehr: die
Abbildung ist sogar eineindeutig).

Satz 20.17 Eigenschaften der Fouriertransformation
1. f,f e S(R™) (S wird in sich abgebildet)

2. Es gilt:
F(D(?- f))p) = d°l-ilfl po . DJF(f)(p)
FADY? - f))@) = (=)ol (=)Wl 22 DIF-1(f)(z)

Hierbei deuten die unteren Indizes von D, und D,, die Ableitungsvariable an. Insbesondere ist:

(20.9)

F(af-f)(p) = #°-DyF(f)(p)
FOf)p) = illpe. P 200

Das heift grob: Die Fouriertransformation tiberfiihrt die Ableitung in die Multiplikation mit der Va-
riable und umgekehrt.

Beweis

Es soll der Beweis nur angedeutet werden. Der wichtige Punkt ist, dass man die Ableitung in das
Integral der Fouriertransformation hineinziehen kann. Zuerst muss man das uneigentliche Integral als
I , Wit r — oo schreiben. (K ist eine Kugel mit dem Radius r.) Das Integral darf man dann ableiten,
und macht den Grenziibergang zum Schluss.

Der Ubersichtlichkeit halber zeigen wir nur die Spezialfille (20.10), aus diesen ergibt sich die erste
Formel in (20.9) (die andere folgt analog).

[foF(f)} () = Dy [ mre f fla oP | = W‘Rﬁ D} [f(z) - e =P dx

= W . (_Z)\BI .an P f(x)- e~ Hzp) Jp = (_Z-)\ﬁl CF(z? - f)(p)
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Die zweite Formel beweist man durch mehrfache Anwendung von Lemma 20.13. Beachte, dass die
Funktion 27 - e~ “@P) fiir alle v in Oy liegt.

—i{x ‘al oz —za:
FD2f)(p) = (2571/2 an (D2 f)(x) - e @) dg = <2ﬂ1)n/2 f f(x ) da
lal.(—)lel
= Sy [ 1@ P dz =il F(P) ()

Nun kénnen wir den ersten Teil des Satzes beweisen. Dass f und f beliebig oft differenzierbar sind, ist
einfach zu zeigen. Es fehlt noch die typische Schwartzraum-Eigenschaft. Mit (20.9) ist:

p)| = | (=0l (=) P )| < m / \ |- D3’ fa))] < o0

Denn f und somit auch DZ(z¥ - f) ist aus S(R™), und fiir jedes g € S(R") ist [z |g(z)| dz < occ.
Wenn fiir alle p € R” gilt:
ist f € 8. (Analog fiir f.)

P - Dg f (p)‘ < 00, gilt das auch fiir das Supremum dieser Betrage. Damit

Das Ziel ist nun, zu zeigen, dass F' und F'~! tatséichlich zueinander invers sind. Den Beweis machen
wir nur fiir n = 1 und es soll uns geniigen, die Beweisschritte nachzuvollziehen.

Lemma 20.18
1. Fiir j(z) = exp(—22/2) gilt F(j) = F~1(j) = j.

2. Fir f € S(R) und € > 0 seien f. und f¢ gegeben durch:

Dann gilt F(f) = F(f). und F~1(f.) = F-L(f)".

3. Fir f,g € S(R) gilt:

Flo-F7H) = 7 [F@)e—p) f()dp
FHg FU) = 7 [F @)@ —p) ) dp

Beweis

1. Folgende (hdufig niitzliche) Idee fiihrt schnell zum Ziel. Es gilt: j'(z) = —x - j(z) und j(0) = 1.
Andererseits folgt aus Satz 20.17:

F(j")(p)=ip-F()(p) und F(z-j)(p)=1i-[F()'] ()

Daraus folgt durch Umstellen:
FG)) ) == FO)p)  sowie FG)0) = <=+ [/ ar =1
R

Das heifst, sowohl j als auch F'(j) losen das Anfangswertproblem ¢'(y) = —y - g(y) mit y(0) = 1.
Die Losung dieses Problems ist eindeutig, somit ist j = F'(j).



20.4 Bemerkungen zur Fouriertransformation Seite 84

2. Man zeigt zuerst, dass f. und f¢ in S(R) liegen, danach die eigentlichen Relationen mit einfacher
Variablentransformation.

3. Diese Formeln folgen durch Vertauschung der Integrationsreihenfolgen, etwa:

Fla- FUDN@) = &+ [0 egty)- | Jem - f) do] dy
= [0 [ g dy)
[ |
Satz 20.19 Fourier-Umkehrformel

Die Fouriertransformation ist eine eineindeutige, in beiden Richtungen stetige Abbildung des
Schwartzraumes S(R™) auf sich. Es gilt:

FoF'=F1loF=id

Beweis

Der Stetigkeitsbeweis ist eine Ubungsaufgabe. Die Umkehrformel wird in zwei Schritten gezeigt:
e Fiir alle f € S(R") und € — 0 konvergiert F~1 (¢ - F(f)) (z) — F~ 1 (F(f)) (z).
e Fiir alle f € S(R") und € — 0 konvergiert F~1 (j¢ - F(f)) (z) — f(z).

Daraus folgt der erste Teil der Umkehrformel unmittelbar, der zweite ergibt sich analog.

Satz 20.20
Fiir alle f,g € S(R") gilt:

l. fxgeSR™) und fxg=g=x*f
2. F(f-g)=(2m)"/2- F(f) * F(g) und F(f % g) = (2m)"/ - F(f) - F(g)

Jetzt wird die Fouriertransformation auf die temperierten Distributionen iibertragen.

Definition 20.21
Sei T € &'(R™). Dann ist die Fouriertransformation F(T) = T definiert durch

F(T)(f) =T(Ff) = T(f)

Da F' den S(R™) in sich abbildet, ist T'(F f) definiert. Die Stetigkeit von F(T') folgt aus der von F:
S S R"™ R™
gn—9g = Fg,>Fg = T(Fg,) —T(Fg) = FT(9,)— FT(g)

Somit ist F(T') wieder eine temperierte Distribution.
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Satz 20.22

1. Die Fouriertransformation auf S&’(R™) ist eine eineindeutige, lineare Abbildung von S’(R™) auf
S'(R™). Sie ist die Fortsetzung der Fouriertransformation auf S(R™).

2. Fiir die Fouriertransformation gilt

D (F(T)) = (=)l . F(z*T) und F(DT) =iz F(T)

3. Fiir die inverse Fouriertransformation gilt

D* (FY(T)) =il . F~'(2*T) und F~Y(DT) = (=i)*- 2% F~Y(T)

Zum ersten Punkt: Was heift ,Fortsetzung“? Sei f € S(R™). Dann ist Ty € S'(R™). Bilde F'f € S(R™) und
damit eine weitere Distribution Try € S’'(R™). Es ist Tpy = F(T}). Das heifit, die Fouriertransformation
wurde auf §’'(R™) so definiert, dass sie zur Transformation auf S(R™) kompatibel ist.

Zum zweiten und dritten Punkt: Es liegen auch D*T und z® - T in §’'(R™). (Die Formeln folgen sofort
aus den Eigenschaften der Fouriertransformation in S(R™).

Beispiel 20.10 Fouriertransformation der Delta-Distribution
1 . 1
_ . . —Z'<p,£> — — . :
Ff =g [ 1@ ar s (PO =8N = s [ @)1
zrn Rn
Somit ist .
ICGRE

Genauer: F¢ ist die reguldre Distribution T{y,)-n/2, die von dieser konstanten Funktion erzeugt wird. Mit der
inversen Fouriertransformation folgt umgekehrt:

F(Ty) = (2m)"/2 -6

Anwendung der Fouriertransformation auf die Losungen von
Differentialgleichungen

Sei ein Polynom P gegeben durch P(£) 1= 3|, <;, @a - € mit £ = (&1,...,&) € R™. Dann ist P(D)

mit P(D)u := 7, <, da - D*u ein auf S(R™) definierter Differentialoperator. Nach der Anwendung
der Fouriertransformation erhélt man (mithilfe von Satz 20.22):

F(P(D)u) (p) = P(ip) - F(u)(p)
Hat man nun eine Differentialgleichung der Form
P(D)u=f mit feSR"), (20.11)

so geht man zur Losung formal so vor:

F(P(D) = Plip) Flu) = F(f) = Flu)=261 r, u:F—1<F(f)>

Hierbei muss F(f)/P(ip) so sein, dass F~! anwendbar ist.
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Beispiel 20.11 Laplace-Operator

Sei ¢ > 0, f € S(R™). Betrachte die Differentialgleichung
(~A+c)-u=f

Wende die Fouriertransformation an:

(B + -0+ ) alp) = flp) = U=F_1<p%+._{f(f)p%+cg>

Dies wollen wir nur fiir n = 1 ndher betrachten. Sei v(z) = exp(—c - |z|)/2¢c. Was ist 4(p)?
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Das exp(—ipz) kann man in cos(ipz) — i - sin(ipz) zerlegen. Das sin - exp fillt aus Symmetriegriinden weg:
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Fiir die Losung der Differentialgleichung —(d?/daz? + ¢®)u = f erhilt man also mit den obigen Bezeichnungen:

(p) = VET - f0) - 00) = F(f0)(p) = ule) = (Fxo)(w) = 5 [ fla)-eol 0 ay
R

Erganzungen zur Delta-Distribution

Wir finden verschiedene Regeln fiir die Delta-Distribution. Was bedeuten diese?

1. §(2® —a?) = ﬁ “[0(z — a) + §(x + a)] — Was ist im Allgemeinen 6(f(z))?

2. [0(z—x) - 8(x—a)dz=0(z—a)

3. Was ist fab d(z) dz? (Das kann man iiber eine Fallunterscheidung formulieren.)



