ANALYSIS IV FUR PHYSIKER

nach den Vorlesungen von Prof. Dr. Werner Timmermann

(Sommersemester 2008)

Herausgegeben von

Jeffrey Kelling
Felix Lemke
Stefan Majewsky

Stand: 23. Oktober 2008




Inhaltsverzeic

Vorwort (zuerst lesen)

21 Hilbertraume

hnis

21.1 Wiederholung: Metrische und normierte Rdume . . . . . . . . .. .. ... ... . ...

21.2 Hilbertrdume . . . . . .

22 Beschrankte lineare Operatoren

22.1 Allgemeine Eigenschaften.
22.2 Der adjungierte Operator
22.3 Das Spektrum . . . . . .

23 Kompakte Operatoren

Beispiele . . . . . . . ..

23.1 Definition. Erste Eigenschaften . . . . . ... ... ... o000
23.2 Spektraltheorie kompakter, selbstadjungierter Operatoren . . . . . . . . ... ... ..

23.3 Der allgemeine Zustandsb

egrift . ...

24 Bemerkungen zum Spektraltheorem

25 Der Begriff der Holomorphie
25.1 Wiederholung: Komplexe

Zahlen. Komplexe Funktionen . . . . ... ... .. .....

25.2 Differenzierbarkeit und Holomorphie . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

26 Integration holomorpher Funktionen
26.1 Komplexe Kurvenintegrale . . . . . . . . . .. .. ..

26.2 Cauchyscher Integralsatz.

27 Einige elementare Funktionen

Cauchysche Integralformel . . . . . . ... .. ... ... ..

27.1 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen . . . . . . .. ... ... .. ..

27.2 Die Logarithmusfunktion

28 Einige Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

29 Singularitdt holomorpher Funktionen

29.1 Der Punkt oo . . . . ..

29.2 Isolierte Singularitdten und Laurent-Entwicklung . . . . . . . .. .. .. .. ... ...

29.3 Der Residuensatz . . . .

30 Erganzungen zur Funktionent
30.1 Analytische Fortsetzung
30.2 Konforme Abbildungen .

30.2.1 Zum Primzahlsatz

heorie

o

18
18
23
28

36
36
39
41

44

51
51
51

55
55
56

65
65
67

69

75
75
76
82



Vorwort

Bevor IThr beginnt, mit diesem Skript zu arbeiten, méchten wir Euch darauf hinweisen, dass dieses
Skript weder den Besuch der Vorlesung noch das selbststdndige Nacharbeiten des Stoffes ersetzt. Wer
das nicht verstanden hat, bei dem kann die Benutzung des Skriptes fiir Probleme insbesondere im
Verstandnis des Stoffes sorgen.

Das liegt daran, dass das Skript nicht als vorgekauter Wissensspeicher zu verstehen ist. Das hier ist eine
Abschrift des Inhaltes, den die Vorlesung zu vermitteln versucht. Nicht enthalten sind zum Beispiel
miindliche Kommentare des Professoren, auch wenn diese im individuellen Falle oft erst den Groschen
fallen lassen.

Gut geeignet ist das Skript einfach gesagt als Wissensstiitze, also zum Beispiel zum schnellen Nach-
schlagen; aufkerdem zum Wiederholen fritheren Stoffes; sofern ein ausreichendes Grundverstandnis vor-
handen ist. Nach diesen einleitenden Worten wiinschen wir Euch viel Spaf bei der Arbeit mit diesem
Skript und viel Erfolg beim Studium!

Die AGeS-Redaktion

www.ages-skripte.org

P.S. Wir suchen immer Helfer, die unsere Skripte um neue Inhalte erweitern, Fehler suchen, oder das
Layout ansprechender gestalten wollen. Wenn Thr Lust habt, meldet Euch {iber unsere Webseite.
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21 Hilbertraume

21.1 Wiederholung: Metrische und normierte Raume

Sei M # @&. Eine Abbildung d : M x M — R heit Metrik in M, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

o Definitheit: d(z,y) > 0 und d(z,y) =0 =y
e Symmetrie: d(z,y) = d(y, x)
e Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(zx, z) + d(z,y)

Dann heifst (M, d) ein metrischer Raum. In einem metrischen Raum kann man die Konvergenz von

Folgen definieren.

e Eine Folge (z,,) aus M konvergiert beziiglich dieser Metrik d gegen = € M genau dann, wenn
gilt:
Ve > 03np(e) : Vn > ng(e) s d(z,xy,) <€
Man schreibt x,, — x oder lim =z, = x.
n—oo

e Eine Folge (x,) aus M heift Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve > 03np(e) : Ym,n > ng(e) : d(xm,zn) <€
Natiirlich ist jede konvergente Folge eine Cauchyfolge.

e (M,d) heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.
Eine Teilmenge A C (M, d) heift dicht in M, wenn gilt:

Ve € M,e >0 3Ja(z,e) € A:d(z,a) <e

Aquivalent dazu ist die Aussage: Zu jedem = € M existiert eine Folge aus A, die gegen x konvergiert.
Satz 21.1
Jeder metrische Raum (M, d) besitzt eine Vervollstindigung (M, d), d.h.

1. Der Raum (M, d) ist vollstindig.

2. Es existiert eine eineindeutige Abbildung j von M nach M , fur die j(M) in (M , c?) dicht liegt.

3. Die Abbildung j ist isometrisch, d.h. fiir alle x,y € M gilt d(z,y) = d(j(x), j(y)).
(M ,d) ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Im Folgenden werden wir Vektorrdume und lineare Abbildungen darin betrachten. Sei V' ein Vektor-
raum {iber C oder R. (Im Folgenden wird implizit immer C gewahlt.) Eine Abbildung [|-|| : V — R
heiftt Norm, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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e positive Definitheit: ||z|| > 0 und ||z]| =0< 2 =0
e Homogenitét: [|A-z|| = |A| - ||z]] VA €R
e Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z]| + ||yl

Jede Norm induziert eine Metrik durch d(z,y) := ||z — y||, also kann man prinzipiell bei jeder Metrik
fragen, ob sie durch eine Norm induziert ist. Man muss aber beachten, dass nicht jeder metrischer
Raum ein Vektorraum ist.

Ein vollstandiger normierter Raum heiftt Banachraum. Aus den Eigenschaften der Norm folgt, dass
die Vektorraumoperationen in V' stetig sind, d.h. wenn A\, — A in C sowie z,, - z und y, — y in V
konvergieren, dann folgt:

o )\, xy AT
® Tpt+Yn —T+Y
Haufig wird die folgende Abschiatzung benétigt (vgl. Eigenschaften des absoluten Betrages in R):

[zl = llyll| < llz =yl < =]l + llyll

Daraus folgt, dass aus der Konvergenz x,, — x auch die von ||z,| — ||z| folgt.

Folgenraume

1. 1 ={x = (z,,) : &y € C,{x} beschrankt, d.h. 3C : Vn : |z,| < C}

Eine Norm ist durch |[z| = ||z| ., := sup, || definiert. Der Raum [*° ist vollstandig, also ein
Banachraum. Die folgenden wichtigen Unterrdume werden mit derselben Norm betrachtet.

2. ¢ = {(xy) : (x,) ist konvergent }
3. ¢o ={(zp) : zp, — 0}
4. d = {(xy) : Ino((zn)) : Vn > ng : x,, = 0} (Vektorraum aller abbrechenden Folgen)

c und cg sind abgeschlossene Unterraume von [*°. Weil [*° vollstdndig ist, sind auch ¢ und cg
vollstandig.

5. die {P-Réume mit 1 < p < o0

[e'e) [e%s) 1/p
P = {(mn) D el < oo} mit 2], = (Z |xn\p>
n=1 n=1

Alle [P-Raume sind Banach-Raume.

Beweis dass [? ein Vektorraum ist
Sei A € C und (z,) € P, dann ist offensichtlicherweise auch (A - z,) = - (z,,) € [P. Schwieriger ist der
Nachweis, dass fir x = (x,,) und y = (y,) € [P auch z +y = (x,, + yn) € [P ist.

18

(] + lyal)?

118

’xn + yn‘p <

1 n

Il
-

n

IN
18

o0
(2 max {|z,], |ya|})P = 27 - 3 max {|zn|”, [yn|”}
n=1 n=1

oo
23 (znl? + yal?) <22 (Jlelp + yl) < o0

n=1

IN
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Diese Abschéatzung liefert nicht die Dreiecksungleichung.

Die Dreiecksungleichung fiir Folgen hat einen speziellen Namen, man nennt sie auch Minkowski-
Ungleichung: Fiir z,y € IP,1 < p < oo gilt: ||z +y||, < [|lz[, + [[y/|, Diese Ungleichung folgt aus einer
weiteren wichtigen Ungleichung:

Satz 21.2 Holder-Ungleichung fiir Folgen
1. Firz ell,yel®ist -y := (zn - yp) € I und es gilt ||z - yll; < ||zll; - |yl -

2. Firl<p<oound q:=p/(p—1),also 1/p+1/q =1 gilt: Wenn (z,) € ¥ und (y,) € {9, dann
ist (@n - yn) € I' mit ||z - ylly < [l2ll, - yll,

Beweis der ersten Ungleichung unter Anwendung eines wichtigen Schlussprinzips
n n (o0}
S lon - wl < sup el - S el < lylle - S bl = Nyl -
k=1 k k=1 k=1

Die Folge (3°p_; |zk - yx|) ist monoton wachsend und nach oben beschrénkt, also konvergent. Fiir
n — oo ergibt sich der Grenzwert ||z - y||; < ||z]l; - ||/l -
|

Funktionenraume

1. Sei K C R™ kompakt. C(K) ist der Raum aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf K.
Eine Norm ist definiert durch

1= 1[fllo = sup | £ ()]
zeK
C(K) ist ein Banachraum. Die Konvergenz beziiglich ||-|| , ist genau die gleichméfige Konvergenz
in K.
2. Sei I = [a,b] oder I = (a,b) oder I ein (offener) Wiirfel in R™ oder eine andere Menge. Dann ist

= {1 [i@pa<o) w1, (fuer )’

Diese Definition bereitet Probleme:

a) Nimmt man in der Definition das Riemann-Integral, sind diese Rdume uninteressant, weil
sie nicht vollstdndig sind. Man bendétigt das Lebesgue-Integral.

b) Hat man LP(I) mit dem Lebesgue-Maf eingefiihrt, sind die Elemente von LP(I) nicht ein-
zelne Funktionen, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge
vom Lebesgue-Mafs Null unterscheiden.

Unser Dilemma ist, dass L? fiir die praktischen Anwendungen, insbesondere die Quantenmecha-
nik, fundamental ist.
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21.2 Hilbertraume

Definition 21.3
Sei V ein Vektorraum iiber C. Unter einem Skalarprodukt auf V' versteht man eine Abbildung

(-,-) : V x V — C mit den Eigenschaften (fiir alle p,1,x € V und ¢ € C):
1. Definitheit: (v, ) >0 und (p,0) =0 =0
2. Distributionsgesetz: (¢, ¥ + x) = (¢, ¥) + (¢, x)

3. Linearitat im zweiten Glied: (p,c-1¥) = ¢ (@, 1)

4. konjugierte Symmetrie: (p, ) = (1, )
(V,(-,-)) heiflt unitdrer Raum.

Aus der dritten und der vierten Eigenschaft folgt die konjugierte Linearitdt im ersten Glied:
(c-o,9) =2 (o)
Aus der zweiten und vierten Eigenschaft folgt, dass das Distributionsgesetz in beiden Gliedern gilt:
P+, = (¢, x) + (¥, x)

Die dritte Eigenschaft steht im Einklang mit den Gepflogenheiten der Physik (in vielen Mathematikbii-
chern ist hingegen das erste Glied linear).

Beispiel 21.1 Wichtige unitdare Raume

o Im C" mit = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) setzt man
<.’E,y> = ka: “ Yk
k=1
e Im /2 mit den Elementen z = (7}) und y = (y;,) definiert man
(oo}
(w,y) =) Ty
k=1
e Fiir Cla, b] ist ein Skalarprodukt zwischen f, g € Cla,b] gegeben durch

b
(f.9) = / F(@) g() de

e Im L2[a,b] wird das Skalarprodukt genauso definiert, nur nimmt man kein Riemann-, sondern ein

Lebesgue-Integral.

Wir werden in Kiirze sehen, dass (wie in der linearen Algebra) durch ||¢| := (ga,go)l/ ? eine Norm im
unitéren Raum (V, (-,-)) definiert wird.

Das Ziel ist jetzt, eine Orthonormalbasis in unitdren Rdumen zu definieren.
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Definition 21.4
Sei (V, (-,-)) ein unitdrer Raum.

1. ¢, € V heifen orthogonal, wenn (o, ) = 0 ist.

2. Eine Familie von Elementen (¢q)aca aus V (A ist eine beliebige Indexmenge) heifst Orthogo-
nalsystem, wenn (¢q, @) = 0 ist fiir alle o, 8 € A mit « # (.

3. (¥a)aca heift Orthonormalsystem, wenn (pq, @) = a4 ist.

Der Standardfall fiir uns wird sein, dass A eine abzéhlbare Menge ist.

Satz 21.5 Verallgemeiner Satz des Pythagoras
Sei (V,(-,-)) ein unitdirer Raum und (p;)¥; ein endliches Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle
peV:
N 2
Il Z\ o]+ o= tone) ol (212)
=1 i=1
Beweis

Trivialerweise gilt:
N N

e=> (pip) pit (so > pine) - @i)
i=1 1=1

=) =X
Wir zeigen, dass (1, x) = 0 ist. In den beiden Vektoren sollten unterschiedliche Summationsindizes

verwendet werden.

N N
<§1<%¢>‘<ﬁi,<ﬁ— ; <%<ﬁ>~@j>
N N N
= <E (i, @) - soz-,90> - <Z (i) - i, 2 (s ) - wj>
=1 =1 7j=1
N N N
= 2 (@) (@i ) = 20 22 (@i ) - (@5, 0) - (is ©5)
=1 i=1j5=1 \T(S/—/
N 9 N 9 Y
= ; [{i )]° — ;\(%@I =0
Jetzt konnen wir (p, ¢) berechnen:
(p,0) = ({W+x,v+x)= W, ) + (¥, x)+ 60 +6x)
™
= [l%* + I|x?
9 N N N 9
[ = (b)) = <§1 (@i, ) - i, ; (@), ) - ¢j> = (s.0.) = ; [{2s, )|

Daraus folgt die Behauptung ohne weiteren Aufwand.
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Folgerung 21.6 Besselsche Ungleichung
Sei (V, (-,-)) ein unitirer Raum und (¢;)X; ein Orthonormalsystem. Dann gilt fiir alle ¢ € V:

Z i ) < lloll? (%)

=1

Insbesondere folgt fiir ein abzahlbares Orthonormalsystem (¢, )nen: Die in (%) links stehenden Parti-
alsummen zur unendlichen Reihe 3°°° |(¢;, ¢)|* sind monoton wachsend und durch [|¢||* nach oben
beschrénkt, also konvergiert die Reihe und wir haben folgende Abschétzung

o0
2 2
> s o) < llel

=1

Folgerung 21.7 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
In jedem unitdrem Raum (V, (-,-)) gilt:

(o, < lleoll - ll9ll (21.3)

Beweis

Fiir ¢ = 0 ist (21.3) trivialerweise richtig (beide Terme verschwinden). Sei nun ¢ # 0, dann setze
w1 =Y/ ||Y|. Es ist ||p1|| = 1, also ist (1) ein einelementiges Orthonormalsystem. Es gilt mit der
Besselschen Ungleichung fiir ein beliebiges ¢ € V' (beachte: N = 1):

or, @7 = ‘<W7’Z)Hs0>

2
2 2 2 2
<llel® = Ke,o)l® <llell” - 14l

Im [? ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gerade die Holdersche Ungleichung fiir p = g = 2:

00 00 1/2 00 1/2
3 r| < (z |) -(zw)
=1 =1 =1

Sei (V, (-,-)) ein unitdrer Raum. Dann ist ||¢|| := ({¢, (,0})1/2 eine Norm auf V.

1. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt auch fiir Semi-Skalarprodukte, d.h. bei der positiven De-
finitheit muss (p, ¢) = 0 nicht nur bei ¢ = 0 sein.

(=, y)| =

Folgerung 21.8

2. Hat man ein Skalarprodukt, dann hat man eine daraus abgeleitete Norm ||-|| = (-, ~>1/ % und damit
eine Metrik. Alle Aussagen in diesem unitdren Raum iiber Konvergenz, Stetigkeit und so weiter
beziehen sich immer auf diese induzierte Norm bzw. Metrik.

Definition 21.9

Ein wvollstdndiger unitdrer Raum heifst Hilbertraum.

In diesem Skript werden Hilbertraume immer mit kalligrafierten Buchstaben (H, I, ...) dargestellt.
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1. Wenn (V, (-,-)) ein unvollstdndiger unitdrer Raum ist, dann kann man ihn zu einem Hilbertraum
(H, (-,-)") vervollstindigen. V liegt dann dicht in M. Daher heifen unvollstéindige unitire Réume
auch Prahilbertrdume.

2. Im Folgenden betrachten wir nur sogenannte separable Hilbertridume, das heiftt solche, in denen
eine abzdhlbare, dichte Menge {1);} existiert.

Sei V ein Vektorraum und ||-|| eine Norm in V. Wann ist ||-|| durch ein Skalarprodukt gegeben?

Satz 21.10

Eine Norm in einem Vektorraum V ist genau dann durch ein Skalarprodukt gegeben, wenn die Norm
die sogenannte Parallelogrammidentitét erfillt:

lo+vl”+lle —wl” =2- (lol* + IW?) Vopev  (21.4)

Wenn diese Gleichung gilt, dann wird das Skalarprodukt eindeutig durch die sogenannte Polarisati-
onsidentitat gegeben:

() i= 7 (lo+ ol = o= wl? +i- lp =i ¢lI* —- o +3-p?)  (215)

=

1. Achtung: Wenn das Skalarprodukt als im ersten Faktor linear definiert wurde, &ndern sich die
markierten Vorzeichen in (21.5).

2. Die Notwendigkeit der obigen Bedingung, das heiftt, dass (21.5) gilt, wenn die Norm durch ein Ska-
larprodukt gegeben ist, ist einfach zu beweisen, aber miihsam nachzurechnen. Die Hinladnglichkeit,
das heift, dass in (21.5) wirklich ein Skalarprodukt steht, ist aufwéndig.

Nun wollen wir einen gegebenen Vektor ¢ € H in eine Projektion auf einen gegebenen Unterraum und
das zugehorige orthogonale Komplement zerlegen. Ein wichtiger Schritt dazu ist der folgende Satz.

Satz 21.11
Sei H ein Hilbertraum, K C H eine abgeschlossene und konvexe Menge und ¢y € H. Dann existiert
genau ein ¥y € K mit

lloo — ol = dist(eo, K) := 122% lo — |l < |lpo — ol Yoe K  (21.6)

Anschaulich bedeutet das, dass es genau einen Punkt ¢y € K gibt, der ,am dichtesten” an ¢ liegt.
Aufserdem gilt:

Re (1,00 — o) < Re (Yo,00 — o) VY €K (21.7)

1. Dass K konvex ist, heifst: Wenn ¢, ¢ € K und ¢t € [0,1], dann ist t- o+ (1 —¢) - ¢ € K (die gesamte
Verbindungsstrecke zwischen ¢ und 9 liegt in K).

2. Fiir den Satz benétigt man beide Voraussetzungen an K: Wire K nicht abgeschlossen, so gébe
es den geforderten Punkt vy nicht, da kein ||¢g — ¢|| das Infimum annehmen wiirde (mit anderen
Worten: es gidbe kein Minimum). Wére K nicht konvex, wére die Eindeutigkeit verletzt (man stelle
sich zum Beispiel eine kreisformige, innen hohle Menge vor, in deren Mittelpunkt g liegt).

3. Eine typische Anwendung wird sein, dass K ein abgeschlossener Unterraum von H ist.



21.2 Hilbertrdume Seite 11

Beweis
Sei d = dist(go, K) = infyeck [|[@o — ¢||. Aus der Infimumsdefinition folgt, dass es eine Folge (1) aus
K gibt mit

Tim [l — all = d
Aus der Parallelogrammidentitit (21.4) werden wir jetzt folgern, dass (¢,,) eine Cauchyfolge ist. Setze
@ 1= o — Ym und P 1= o — ¥y, in (21.4) ein. Es folgt:

2 Jlpo = mll* + 2 llpo = ¥nll* = 112 00 = m — nll* + [0 — ml® (%)
Da K konvex ist, liegt mit 1, und vy, auch (¢, + ¥p,)/2 in K.

TR Y

||2'800_¢m_1/}n” =2- H‘PO

Die letzte Abschitzung ist richtig wegen der Definition von d. Aus (x) folgt also:

2
ln = Ul = 2+ llpo = wmll® + 2+ llo — pll” =4+ [0 = L2fe )" (218)

< 24 |lpo — Y|P 42 oo — Unl* —4-d* -0 fir m,n — oo

—d? —d?

Das heift, dass (1),,) eine Cauchyfolge ist, daher existiert, da H vollstandig ist, ein ¢y € H mit 1, — 1g.
Da (1) in der abgeschlossenen Menge K liegt, ist auch ¢y € K. v erfiillt (21.6), damit ist die Existenz
des 1y gezeigt.

Es ist noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Sei ¢, € K ein weiteres Element, das (21.6) erfiillt, das heift:
lleo — ol = |0 — ¥pl| = d. Analog zu (21.8) mit 1, anstelle von 1, und 1 anstelle von ), folgt:
/12
o = vl = 2-llpo = wol® +2- lpo = pll” — 4+ [ — 25
< 242 dP—4-dP=0 = =1

Jetzt wird (21.7) gezeigt. Fiir v € K, t € [0,1] gilt, weil K konvex ist:
Yo+t (Y —to)=1—1)-tho+t-peK
Benutze folgende Gleichung:
la = bl|* = (@ —b,a — b) = (a,a) — (a,0) — (b,a) + (b,b) = [la]|* + [[b]]* — 2 Re {a,b)
Dann folgt aus (21.6), weil der Abstand von g zu v kleiner ist als zu irgendeinem anderen ¢ € K:

leo — ol < llwo — [0+t (¥ — )]l

= [l(go — o) —t- (¥ — ¥o)]”
llpo — woll® + 2 - || — wol* + 2t - Re (¢ — o, — o)
t- 1Y — ol|> — 2+ Re (¥ — o, 9o — o) = 0

4

Fiir t — 0 folgt (21.7) nach einfacher Umformung.

Wir benutzen folgende Bezeichnungen: H sei ein Hilbertraum und M C H sei nichtleer.

Mt ={peH:plM}={peH Y M: (p1) =0}
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M heift Orthogonalraum oder orthogonales Komplement von M. Das orthogonale Komplement
ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H (unabhéngig von der Struktur von M). Offenbar gilt:

ME= () (= () {een: (o) =0}

YeM YeM

Bei den folgenden Betrachtungen iiberlege man, wie die entsprechenden Aussagen im endlichdimensionalen
Fall (siehe Lineare Algebra) gezeigt wurden.

Satz 21.12 Projektionssatz

Sei ‘H ein Hilbertraum und £ C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann hat jedes ¢ € H eine
eindeutige Darstellung

o=v+¢t mit ¢Yel und yYterlt

1 heifit orthogonale Projektion von ¢ auf £. Durch die Zuordnung ¢ +— 1 := Py wird eine lineare
Abbildung bzw. ein linearer Operator P definiert, der fiir alle ¢ € H die Eigenschaft hat:

1Pl < el

Dies werden wir spéter kurz als || P|| < 1 schreiben.

Im Endlichdimensionalen wiirde man dieses 1) und ¢ etwa mit Orthonormalbasen finden.

Beweis
Da L konvex und abgeschlossen ist, kann der vorige Satz angewendet werden. Es existiert also genau
ein ¢ € £ mit

le — ¢l = dist(p, £) =: d

Wir zeigen: ¢+ € L1, Dazu wird (21.7) benutzt. Es gilt also wegen ¢ — 1) = 1
Re <x, ¢L> < Re <¢,¢i> Vx € L
Fiir alle ¢ € C ist natiirlich ¢ -y € L, also kann oben x durch ¢ -y ersetzt werden.
Re [c~ <X,¢J‘>} < Re <1/J,¢J‘> Vee C,x e L

Da c beliebig gewahlt werden kann, aber der linke Term trotzdem wie angegeben nach oben beschrankt
bleibt, muss <X7 wL> = 0 und damit ¢ € £ sein.

Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ = ¢ + ¢+ = ¢/ + /" mit ¢, ¢’ € £ und L, /" € £+, dann ist:

_ /:0 :/
Y=gty = {ﬂ_zdzo} = {ﬂ:z@
€L eL’

Denn 0 ist das einzige Element, das sowohl in £ als auch in £’ liegt.

Jetzt soll gezeigt werden, dass P linear ist, dass also gilt: P(c- @1+ ¢2) = ¢ Pp1 + Pps. Mit einfacher
Umformung ergibt sich:

c 1+ @2 =c-Pp1+ Pps+c- (p1 — Pp2) + (p2 — Pyp2)
cLl ert
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Nach der Eindeutigkeitsaussage folgt, dass ¢ - Pp1 + Py die Projektion von ¢ - 1 + o auf L ist.

Py und ¢ — Py sind also orthogonal, deshalb folgt mit dem Satz von Pythagoras die im Satz vermerkte
Abschétzung durch:

2 2 2 2 2
lell™ = [P+ (@ = Po)[I” = [Poll” + [l — Pl < [Pyl

zur Anwendung diese Projektionssatzes auf die Zerlegung des Hilbertraumes

bzw. weitere Konstuktionen mit Hilbertradumen

Aus dem Projektionssatz folgt H = £ & £, das heift, H ergibt sich als orthogonale direkte Summe von
L und £’. Was heifst das?

Seien Hi,Ho € H zwei beliebige abgeschlossene Unterrdume mit H; N He = {0}. Dann ist die Menge
K:={p1+p2:9; € Hi}

wieder ein Unterraum von H. K heift direkte Summe von H; und Hs, man schreibt K := H; + Ho.
Wegen H; N He = {0} lasst sich jedes ¢ € K eindeutig als ¥ = i1 + 2 mit ¢; € H; darstellen. Eine
orthogonale direkte Summe liegt dann vor, wenn H; L Hs ist (die Bedingung H; NHe = {0} ist dann
automatisch erfiillt). Man schreibt dann K := H; & Ha.

Seien nun (Hi, (-,-);), (Ha, (-, )5) zwei a priori unabhéngige Hilbertrdume. Dann bilden wir einen neuen
Hilbertraum (H, (-, -)) wie folgt:

H=H1 ®Hs={(p1,92) : i € H;} und (@, ¢) = (p1,9¥1); + (p2,%2),
Man kann die ‘H; wie folgt in H einbetten:

o1 €H1 — (¢1,0) e H
(,0267’[2 — (O,LPQ)GH

Man identifiziert also Hy mit {(¢1,0) : ¢1 € H;} und Hsy analog. H; und Hs sind zueinander orthogonal,
genauer ist Ho = Hi und umgekehrt. Auf offensichtliche Weise definiert man die direkte Summe H;®. ..®
H,, endlich vieler Hilbertriume. Eine interessante Ubungsaufgabe ist die Charakterisierung der direkten
Summe unendlich vieler Hilbertraume.

Unser Ziel ist es nun, Orthonormalbasen in Hilbertraumen zu finden.

Definition und Satz 21.13

Fiir ein Orthonormalsystem (i, ) eines Hilbertaumes H sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. lin {py : n € N} ist dicht in H.

2. Fiir alle ¢ € H gilt

() N
o= Z:l<90n7§0>'§0n zz\}iinooz:l«omcp)-san
n= n—=

3. Fiir alle ¢ € H gilt die Parsevalsche Identitit: ||o]* = 32°° [(¢n, )]
Die (pn, @) heifen Fourierkoeffizienten von ¢ beziiglich (¢y,).

Besitzt das Orthonormalsystem (¢,,) diese Eigenschaften, so heift es Orthonormalbasis.
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1. Die Menge lin {¢,, : n € N} umfasst alle endlichen Linearkombinationen der ¢,,.

2. Im Endlichdimensionalen ist Satz 21.13 uninteressant, da lin {¢, } = H fiir dim H = n.

Beweis
Man denke an Satz 21.3. Dort hatten wir folgende Konstellation:

2 N 2 N
el = ek )™+ |10 — 22 (ers ) - Pk (*)
k=1 k=1
N N
o= > (er®) ert(@— ) (r0) - or)
k=1 k=1
=9 =X

Dann wurde gezeigt, dass ¥ L x ist. Das heifit, dass ¥ gerade die Projektion von ¢ auf den von ¢1, ..., oN
aufgespannten Unterraum Hp ist. Also ist ©» = Pyy. Dann gilt laut dem Projektionssatz:

¢ — Pnell = dist(e, Hy)

Aus 1. folgt 3.: Die lineare Hiille lin {¢,, : n € N} liegt dicht in H, das heift: Zu jedem ¢ € H und
e > 0 existiert eine Linearkombination ¢ := Y 1%, ¢ - ¢ mit
no

Y- Z Ck Pk
k=1

Dann gilt offensichtlich fur alle n > ng: ¢ € Hy, C Hy. Nun folgt mit (x):

lo —w[1* =

<e€

n
0 < [lell” = > e, 0)* = o = Pagll* = dist® (0, Hn) < o = 9| <&
k=1

Diese Abschétzung gilt auch noch fiir n — oo und da € > 0 beliebig klein sein darf, folgt die
Parsevalsche Identitét.

Aus 3. folgt 2.: Wegen (x) folgt:

N 2

N
2 2
0= {er) x| =llel* =D ler o)l
k=1 k=1

Dieser Term geht fiir N — oo wegen der Voraussetzung gegen Null, also:

o0
0= {or ) ox
k=1

Aus 2. folgt 1.: ist einfach zu zeigen, denn die Voraussetzung beinhaltet:
N
> (o 0) ok — @
k=1
Das heift, fiir € > 0 existiert ein ng, fiir dass gilt:

0

0= {Pr ) ex

k=1

<e€

Das ist gerade die Anforderung fiir Dichtheit.

Satz 21.14
Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
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Beweis

In beliebigen Hilbertraumen wird dieser Satz mithilfe des ,Lemmas von Zorn“ bewiesen. (Grob ge-
sprochen ersetzt das Lemma im nicht-abzéhlbaren Fall das Induktionsaxiom.) Einfacher geht es in
separablen Hilbertrdumen, das heifit, es existiert eine abzdhlbare, dichte Menge {¢/ : n € N} in H.
Diese Menge wollen wir als Folge (¢!,) schreiben.

Nun bilden wir eine neue Folge (1),,), indem wir nacheinander aus (¢/],) alle Elemente ausschliefen, die
Linearkombinationen der vorhergehenden sind (0.E.d.A. sei ¥} = 11 # 0). Diese neue Folge (¢,,) hat
folgende zwei Eigenschaften:

e Endlich viele dieser i sind stets linear unabhéngig.

e Esist lin{¢y, : n € N} =lin{¢], : n € N}, diese Menge ist dicht in H.
Auf (¢,,) wird das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren aus der Linearen Algebra ange-
wendet:

1. Das erste Element ist ¢ := 11/ ||¢1]], also die Normierung von ;.

2. Das zweite Element ¢ ist die Normierung von ¢, := ¢y — (¢1,12) - ¥1, dem Anteil von )9, der
senkrecht auf 17 steht.

3. Allgemein ist ¢, fiir n > 1 die Normierung von ¢}, := 1, — ZZ;% (ks Un) - Ok

Damit erhélt man ein Orthonormalsystem () mit lin{¢; : 1 <7 <n} =lin{p; : 1 <i < n} fiir alle
n, insbesondere ist lin {t); : i € N} =lin{¢; : ¢ € N} und diese Menge ist dicht in H. Also ist (¢y,) eine
Orthonormalbasis geméaft Satz 21.13.

|

1. H ist genau dann separabel, wenn H eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt. (Gezeigt ist bis jetzt
nur die eine Richtung in Form des Beweises zum Satz 21.13, die andere Richtung kann man sich
leicht selbst iiberlegen.)

2. In einem separablem Hilbertraum ist jede Orthonormalbasis abzdhlbar; generell sind in jedem Hil-
bertraum alle Orthonormalbasen gleichméchtig. Die Méchtigkeit einer Orthonormalbasis (also aller
Orthonormalbasen) nennt man die Hilbertraumdimension von H.

Eine Orthonormalbasis im unendlichdimensionalen Hilbertraum ist keine Basis im Sinne der linearen
Algebra, also keine algebraische Basis. Ist (¢,,) also eine Orthonormalbasis, dann kann man nicht
alle ¢ € 'H als endliche Linearkombination von ¢,, darstellen.

3. Eine Orthonormalbasis ist stets ein maximales Orthonormalsystem. Das heifst: Ist (p,,) eine Ortho-
normalbasis, so folgt aus (¢, ¢,,) = 0¥n stets ¢ = 0.

Beachte: Ist D C H dicht mit (p,v) = 0 fiir alle ¢ € D, dann folgt ¢ = 0, denn dass D dicht in
H ist, heift, dass eine Folge (1,,) aus D existiert, die gegen ¢ konvergiert. Dann ist (¢, ¢,,) = 0 fiir
alle n, also verschwindet auch der Grenzwert:

0= lim (p,,) = <¢,nlirr;0wn> =(p,p) = =0

n—oo

Der einzige problematische Punkt ist die zweite Umformung, bei der der Grenzwert in das Skalar-
produkt gezogen wird. Das geht aber wegen:

(e, ) — (0, 0) = (@, — @) < |lell - |t — ]l — 0

Diese Eigenschaft entspricht gerade der Stetigkeit des Skalarprodukts in der zweiten Komponente.

4. Wie in der linearen Algebra gilt: Ist (1,,) ein Orthonormalsystem in H, dann kann man (¢,,) immer
zu einer Orthonormalbasis ergénzen.
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Betrachte den von den (1),,) aufgespannten Unterraum H; von H. Dann ist H = H; @ Hi. Nach
unserem Satz besitzt auch der Hilbertraum Hi- eine Orthonormalbasis (¢//,). Irgendeine Abzihlung
(pn) der Menge {¢, } U {4}, } ist dann wieder eine Orthonormalbasis in H.

Das folgende Resultat ist fundamental: Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H’ der Raum der linearen
stetigen Funktionale auf H. Die Funktion f € H’ bildet von H nach C ab und hat die folgenden
Eigenschaften:

1. fist linear, d.h. f(c-p+d-9)=c- f(g)+d- f(¥) fir alle ¢,d € C und ¢,9 € H.

2. f ist stetig, das heifst, wenn ¢,, in ‘H gegen ¢ konvergiert, dann geht f(p,) in C gegen f(p).
Wir werden spéter bei linearen Abbildungen von H nach K allgemein zeigen, dass die obige
Stetigkeit dquivalent ist zu der Abschitzung:

1f(e) <C-|lell YVoeH und C >0 fest

Ist diese Abschétzung erfiillt, so ist f stetig, denn wenn ¢,, gegen ¢ konvergiert, dann auch f(p,)
gegen f(yp) wegen:
[flen) = F(@) = 1f(en =) <C - lon =l = 0

Beispiel 21.2 fiir lineare stetige Funktionale auf H

Sei ¢ € H fest. Setze fy(p) := (¢, ). Dann ist fy linear, und wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
auch stetig:

[fu (@) = 1(, ) < 19l - NIl

Im folgenden Theorem werden wir sehen, dass es keine weiteren linearen stetigen Funktionale auf H
gibt. In H’ definieren wir vorher eine Norm:

VfeH

IFII":= sup [f(e)
<

llell <1

Theorem 21.15 Satz von Riesz
Jedes f € H' hat die Form
f=Fy=,")
mit einem eindeutig bestimmten ¢ € H. Die Abbildung J : H — H' mit ¢ — f, ist eine bijektive,
konjugiert-lineare und isometrische Abbildung, das heifst:

Il = 191" = I1£If

Dass J konjugiert linear ist, heifit:

Jp+v)=Jp+JyY und J(ep)=c-Jp VYeeCund p,v € H

Beweis
Die Injektivitét ist klar, denn Jo = f = 0 heifst, dass f(p) = (¢, @) = 0 fiir alle ¢ ist, woraus ¢ = 0
folgt. Es ist nur zu zeigen, dass J surjektiv ist, was der eigentliche Inhalt des Theorems ist.

Sei 0.E.d.A. f # 0 (fiir f = 0 kann man ¢ = 0 wéhlen). Dann ist Kern f = {¢ € H: f(¢) = 0} ein
abgeschlossener Unterraum von H. (Ein Unterraum ist es, weil f linear ist; die Abgeschlossenheit folgt
aus der Stetigkeit von f, denn Kern f = f~({0}) und {0} ist abgeschlossen.)
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Da f # 0 ist, ist (Kern f)* # {0}. AuRerdem hat (Kern f)* die Dimension 1. Sei nun ¢y € (Kern f)*
mit [[1p|| = 1. Dann sei ein Element y,, mit ¢ € H gegeben durch:

Xe = f(@o) ¢~ flp)-
= fxe) = f(¥o) flp)— f() f(o) =0
= 0 = (Y,xp) = W0, [(0) - — (@) -vo) = f(2o) - (Yo, ) — f() - (Y0, %0)
——

S ) = S0 (o) N
@) = (F@o)-vo¢

Also gilt fiir alle p € H mit ¢ := f(vo) - ¥o:
flo)=(U,0) VopeH

Damit ist die Existenz eines 1) gezeigt (und implizit eine Konstruktionsvorschrift fiir ¢ aus f erstellt
worden). Es muss noch die Eindeutigkeit gezeigt werden: Sei f wie oben darstellbar mit ¢,¢’ € H,
also f(p = (¥, p) = (¢, ¢). Dann ist (1 — ', o) = 0 fiir alle @, also ist 1) — 1)’ = 0.

Jetzt werden die Eigenschaften von J untersucht. Seien 1,12 € ‘H beliebig und ¢ € C beliebig:

J(W1+v2)(¢) = (Y1 +2,0) = (Y1, 0) + (Y2, 0) = Jh1(p) + Jh2(p)
J(e-1)(p) = (c-P1,p) =¢- (Y1,0) =C- JY1(p)

Da die Aquivalenz von Funktionen punktweise definiert ist, folgt hieraus J (11 +19) = Jipy + Jibs und
J(c- 1) =¢- Ji1. Zur Isometrie:

170" = I1fsll" = sup |fu(@)l = sup (v, )| = [|¥]

llell<1 el <t

Der letzte Schritt ist richtig, weil:
o [l el < Il - llell < [lll, also ist {{4, ) : [ll| < 1} durch [|5b][ beschrénkt.
o Fiir p:= 1/ ||¢] ist (¥, ¢) = |||, also muss dies mit obiger Beschréanktheit das Supremum sein.
]
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22 Beschrankte lineare Operatoren

22.1 Aligemeine Eigenschaften. Beispiele

Etliche Definitionen und Betrachtungen kénnten auch in normierten bzw. Banachrdumen durchgefiihrt
werden. Als Vereinfachung betrachten wir aber stets nur lineare Operatoren im gleichen Hilbertraum
(also in der Regel nicht zwischen verschiedenen Hilbertraumen).

Definition 22.1

Ein linearer Operator A im Hilbertraum H ist eine auf einem linearen Teilraum D(A) definierte
lineare Abbildung A : D(A) — H. Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

e D(A) heift Definitionsbereich von A.

o imA = {Ap: ¢ € D(A)} heist Wertebereich von A.

e Kern A = {p € D(A) : Ap = 0} heikt Kern bzw. Nullraum von A.
e G(A)={(p,Ap): p € D(A)} C H X H heifst Graph von A.

o A heift dicht definiert, wenn D(A) in H dicht liegt.

1. Der Begriff der Linearitdt ist wie {iblich definiert, also A(c- ¢ +d-¢) = ¢ Ap + d - Ay fur alle
c,d € Cund ¢, € D(A).

2. Da wir nur lineare Operatoren betrachten, sprechen wir einfach von Operatoren.
3. A und D(A) gehoren immer zusammen!
4. G(A) ist ein linearer Unterraum von H x H.
5. Wir betrachten nur dicht definierte Operatoren; in den folgenden Sétzen wird im Allgemeinen
D(A) = H sein.
Beispiele

1. Sei der Operator @ gegeben durch (Qf)(x) := x - f(z). Das ist nur eine Vorschrift, wie der
Operator formal wirken soll. () wirkt auch linear. Um aus @ einen linearen Operator mit zu
bestimmenden Eigenschaften zu machen, braucht man einen Raum, in dem er wirkt, und einen
geeigneten Definitionsbereich. A priori ist diese Wahl nicht klar; sie hdngt von der Aufgabenstel-
lung ab.

Sei zum Beispiel H = L?[a,b] und D(Q) = H. Zu priifen ist, ob @ von H nach H abbildet: Sei
f € L?[a,b]. Liegt auch Qf € L?[a,b]?
b

b b
a/rczf<x>|2 dw—a/\fc-f(w)\2 dm—/r:rﬁ-\ (@) d"““ii?fb]'x’ /!f 2 4 < oo

a

<oo



22.1 Allgemeine Eigenschaften. Beispiele Seite 19

Fiir H = L?[a,b] ist durch @ und D(Q) = H also ein linearer Operator definiert. Aus obiger
Herleitung kann man schon erahnen, dass das fiir H = D(Q) = L?*(R) nicht der Fall ist (der
Beweis ist noch etwas schwieriger). Im L?(R) gibt es fiir D(Q) aber viele Varianten, zum Beispiel
D(Q) = CX(R) oder D(Q) := S(R). Der maximale Definitionsbereich ist offensichtlicherweise

D@ =S P®): [l f@) do <o

Q ist der typische Ortsoperator der Quantenmechanik.

2. Sei P := 1/i-d/dz, also Pf = f’/i. (Das 1/i ist spiter von fundamentaler Bedeutung fiir
die Eigenschaften des Operators.) Dieser Operator kann zum Beispiel im H = L?[a, b] benutzt
werden, aber nie fiir D(P) = ‘H, da nicht alle Elemente von H differenzierbar sind. Mdoglich sind
D(P) = Cl[a, b], der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b], oder auch

D(P)={f¢€ L*[a,b] : f' existiert und f’ € L*[a, b}
Fiir H = L*(R) sind méglich: D(P) = C°(R) oder D(P) = S(R) oder
D(P) = {f € L*(R) : f' existiert und f' € L*(R)}

P ist der typische Impulsoperator der Quantenphysik (bis auf einen Faktor ).
3. Sei H =12 und (ay,) eine beliebige Folge aus C. Der Definitionsbereich fiir den Operator A sei

D(A) = {(z,) € I*: (an - x,) € I*} = {(xn) cl?: Z |ay, -z, < oo}

n=1

Der Operator A ist gegeben durch A(z,) := (ay, - z,) fir alle x = (z,,) € D(A). Diese Opera-
tion entspricht gerade der Multiplikation des Spaltenvektors mit den Folgenelementen mit einer
Diagonalmatrix:

aj 0 T aj - T

0 an T Ay * Tp,

Deswegen heift A Diagonaloperator. D(A) liegt dicht in [?, denn die abbrechenden Folgen
liegen alle in D(A).

4. Die Verschiebungsoperatoren oder Shift-Operatoren sind fir H = D(R) = D(L) = [?
gegeben durch:
Rx = R(zy,) = (0,21,22,...)
Lx = L(zy,) = (z2,23,...)

Im endlichdimensionalen Fall ist es sinnvoll, von der Menge aller linearen Operatoren auf einem Vek-
torraum zu sprechen und Eigenschaften dieser Menge zu untersuchen. Im unendlichdimensionalen Fall
gibt es fiir beliebige lineare Operatoren keine verniinftigen Sitze, wegen zu vieler pathologischer Fille.
Deswegen arbeitet man mit ,yerniinftigen“ Klassen linearer Operatoren.

Zur Wiederholung: Eine Teilmenge M C H heift beschrénkt, wenn es ein D > 0 gibt mit ||¢|| < D fiir
alle ¢ € M. Geometrisch gesprochen bedeutet das, dass M in einer hinreichend groften Kugel um den
Mittelpunkt 0 mit dem endlichen Radius D liegt.



22.1 Allgemeine Eigenschaften. Beispiele Seite 20

Definition 22.2
Sei A : D(A) — H ein linearer Operator. A heifit:

e beschrinkt, wenn A beschrankte Mengen aus M C D(A) in beschriankte Mengen AM abbildet.

e stetig, wenn fiir eine beliebige Folge (p,) aus D(A) gilt: Aus ¢, — ¢ folgt Ay, — Ap. (Das
ist eigentlich nur die Stetigkeit in ¢; diese Relation soll fiir alle ¢ € D(A) gelten.)

Satz 22.3

Sei A : D(A) — H ein linearer Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. A ist beschréankt.
2. Es existiert ein C' > 0 mit ||Ag|| < C - ||¢|| fir alle ¢ € D(A).
3. A ist stetig (d.h. in jedem ¢ € D(A) stetig).
4. Aist in 0 € D(A) stetig.
Beweis
Aus 3. folgt 4.: Das ist mehr als nur trivial.

Aus 2. folgt 3.: Sei p € D(A) und (¢y,) eine Folge aus D(A) mit ¢, — ¢.

[Aen — Apl| = [[A(en =) < C - llpn — ¢l = 0

Daraus folgt Ap, — Ap.
Aus 2. folgt 1.: Sei M C D(A) beschrankt, also ist ||| < D fiir alle ¢ € M. Dann ist:

[Apl| < C-llol <C-D Vpe M

Deswegen ist auch AM beschrinkt.

Aus 1. folgt 2.: Wir zeigen gleichzeitig, dass aus Aussage 4 die Aussage 2 folgt, indem gezeigt wird,
dass, wenn Aussage 2 nicht gilt, die Aussagen 1 und 4 nicht gelten koénnen. Wenn 2. nicht gilt,
dann existiert zu jedem C > 0 ein ¢ € D(A) mit ||Ag|| > C - ||¢||. Dies spezialisieren wir auf
natiirliche Zahlen (C' = 1,2,...): Fiir alle n € N existiert ein ¢, € D(A) mit ||Ap,| > C - |len]|-
Betrachte nun die Folge (¢,,) mit

n 1
L eDA) >l == —0

"~ enl-vn
Also geht ¢, — 0 und {¢,,} ist beschrénkt, aber:

| Apn| n - |lonll
| Athy || = > =vn

Also geht Ap,, # 0, somit ist { A, } nicht beschriankt, was ein Widerspruch zu 1. und 4. ist.

Somit kénnen in Zukunft Beschréanktheit und Stetigkeit synonym verwendet werden.

Wenn A auf einem dichten Definitionsbereich D(A) stetig ist, dann 14sst sich A zu einem stetigen Operator
auf ganz H fortsetzen.
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In Zukunft seien beschrankte Operatoren stets auf ganz H definiert, falls nicht ausdriicklich etwas
anderes gesagt wird. Mit B(H) sei die Menge aller beschrankten /stetigen linearen Operatoren von H
in H bezeichnet. In B(H) > T ist eine Norm gegeben durch:

1T := mf{C>0: [Tel <C-lloll Ve e H}  (22.1)

Laut der Infimumsdefinition gilt fiir alle e > 0 und alle ¢ € H: || To|| < (|T]| +¢) - |¢]]. Fiir € — 0 erhélt
man die sehr wichtige Abschétzung:

1Tl < I - Il (22.2)
Lemma 22.4
Fir T' € B(H) gilt:
T = sup{[|Tel:¢€H, el <1}
ITI = sup{l|Tel : ¢ €H,|ell=1}
1Tl = sup{[|Tel :¢€H, el <1}
IT| = sup{|[(s),Tp)|:p,¥ €H, ol <Ly <1}

Beweis
Die 4 Suprema werden (von oben nach unten) mit N; bis Ny bezeichnet. Zu zeigen ist Ny = ... =
Ny = ||T||. Es gilt folgende (leicht selber beweisbare) Gleichung:

sup [(o,x)| = |lol
lIx|I<1

Damit sieht man unmittelbar Ny = Nj. Aus (22.2) folgt:

lell <1
[Toll < IT) Ve : < llell =1
loll <1
Also ist Ny, N, N3 < ||T||. Trivial ist zudem N; > Na, N3 (da die Mengen in Ny und N3 Teilmengen

der Menge in Nj sind). Wir zeigen nun N3 < Na: Fiir ¢ = 0 ist ||Tp|| =0 < Ny. Fiir 0 < ||| < 1
betrachte v := ¢/ ||¢||, also ||¥] = 1.

1
|l

Insgesamt gilt also N3 < Np < Ny < ||T||. Jetzt zeigen wir: ||T'|] < N3, dann ist der Beweis erbracht.
Es sei 0.E.d.A. T # 0, also ||T'|| > 0. Wegen (22.1) existiert zu jedem ¢ € (0,1) ein ¢ # 0 mit:

1Tl > (1 —2) - IT1] - lel
—_————

1Tl = NTell < Tl = N2> N3

<|IT|
. . e 1 . .
Dann gilt fiir ¢ := gy - © mit || < 1
1 (1=¢) -l 1-¢
1Tl = Tl > AT = Nz = |[[Ty| > 1Tl
(1+e) -l (1+e)- el Lte

Fiir ¢ — 0 folgt N3 > ||T|.
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Satz 22.5
(B(H), ||]|) ist ein Banachraum, in dem zusatzlich gilt:

|A- Bl < [A]l - [IB]

Beweis
Mithilfe der Abschitzung (22.2) folgt die positive Definitheit sofort. Die Homogenitidt und die Drei-
ecksungleichung sind ebenfalls einfach. Zur Multiplikativitét:

[A- Bl = sup [|A(By)|| <(22.2) <[ A]- sup [[Bell = [A] - Bl
llll<1 llpll<1

B(H) ist natiirlich ein Vektorraum, denn Linearkombinationen stetiger linearer Abbildungen sind wie-
der stetig und linear. Zu zeigen ist noch, dass (B(H), ||-||) vollstéandig ist. Sei (7},) eine |-||-Cauchyfolge
aus B(H). Wir zeigen, dass es ein T € B(H) gibt mit T, — T" (beziiglich ||-]|).

(T,,) ist eine Cauchyfolge, also gilt: ||T,, — T;,|| — 0 fir m,n — co. Damit ist fiir alle ¢ € H die Folge
(Th) eine Cauchyfolge in ‘H, denn:

1 Tnp = Tl < (22.2) < [T = Tl - llll = 0 fiir - m,n — o0

Da 'H vollstandig ist, existiert ein ¥ € H mit T, — . Definiere nun 71" durch Ty := 1. An T stellen
wir folgende Forderungen:

e 7T muss linear sein.

T(a-p1+b-p2) = lim Ty(a- 1 +b-p2) = lim [a-Topr +b-Trpo] = a-Tp1 +b- T

e T muss stetig sein. Da (7},) eine Cauchyfolge ist, ist auch (||7},||) eine Cauchyfolge, denn:
Tl = I Tonlll < IT0 = Tl = 0 fiir - m,n — oo

Auferdem ist (||7,]|) beschrénkt, d.h. es existiert ein K > 0 mit (||7,|) < K fiir alle n. Benutze
die Stetigkeit der Norm:

1Tl = | Jim Tag|| = Tim [1Tagll < Jim [Tl - lpll < K - o]

Da Stetigkeit und Beschrianktheit bei linearen Operatoren zusammenfallen, ist 1" also stetig.

e T, muss beziiglich ||-|| gegen T konvergieren, also |7, —T|| — 0. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann
existiert ein ng, sodass fiir alle m,n > ng gilt:

ITo ~Tull <c = (@~ T)ell = lim (T~ T)oll < - el

Nach der Charakterisierung der Operatornorm ist ||7,, — T'|| < €, also konvergiert T,, — T.

Bemerkung

Betrachtet man lineare Operatoren, die von H in einen anderen Raum /C abbilden, so muss K vollstandig
sein. Die Vollstandigkeit von H braucht man fiir diesen Satz nicht.
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Beispiel 22.1 Integraloperatoren
Sei H = L?[a,b] und k € C([a,b] x [a,b]). Fiir ¢ € L?[a, b] setze

b
Ko (Kp)(x) = / k(. y) - oly) dy

a

F € B(H) heift endlichdimensional oder von endlichem Rang, wenn im F' endlichdimensional
ist. Die Menge aller endlichdimensionalen Operatoren sei F(H).

Beispiel 22.2 Endlichdimensionale Operatoren

Seien @1,...,@n, U1, ...,1¥, € H beliebig fest. Setze:
n
F = Z<<)Ola> 'wi
i=1

F ist hochstens n-dimensional (die Dimension wird kleiner als n, wenn die %1, ..., 1, linear abhéngig sind).
Prézise formuliert ist dim F' = dimlin {¢1, ..., ¢, }.

Bemerkung zum inversen Operator

Wenn ein Operator A : D(A) — im A injektiv ist, d.h. (da A linear ist) Kern A = {0}, dann existiert ein
inverser Operator A=! : im A — D(A), der wiederum linear ist. Aber: A~! braucht weder dicht definiert
noch auf im A stetig zu sein.

Ist A beschriinkt und bijektiv (das heifft im A = H), dann ist A~! automatisch beschrinkt.

22.2 Der adjungierte Operator

Der Begriff des adjungierten Operators verallgemeinert die hermitesch konjugierte Matrix.

Definition und Satz 22.6
Zu jedem T € B(H) existiert genau ein T € B(H) mit

(0, TY) = (T, ) Vo, €H
T* ist der zu T adjungierte Operator. Es gilt | 77| = ||T||.

Beweis
Zur Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren S1,S2 € B(H) mit (o, Tv) = (Sip, ) = (Sap, ).
Dann ist (fiir alle vp € H) ((S1 — S2)p,9) = 0, also ist (fiir alle ¢ € H) (S1 — S2)p = 0, also ist
S1 = 85,.

Zur Existenz: Fiir jedes feste ¢ € H und ein beliebiges ¢ € H gilt:

(o, T <l - 1Tl < llpll - ITI] - Ml

Also ist ¥ — (p,T1) ein stetiges lineares Funktional. Nach dem Satz von Riesz existiert genau ein
Y* € H mit (o, TY) = (*, ). Definiere T* durch T*¢ = ¢*. T* ist linear wegen

(1,2, TY) = (Vi 2, 0) = (T @12, )

Aus der Eindeutigkeit von ¢* folgt nun einerseits:

(1 + 2, T) = (T"(p1 + 2), %)
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Andererseits gilt auch:

(o1, TY) = (T"p1,9) = (@1 + 2, TY) = (T"p1 + T p2,9)

Die Beschréanktheit folgern wir aus dem Vergleich der Normen.

7%= sup  [{p,T")| = sup [(Tp, )| = [T
lell el <1 el el <1

Wie bestimmt man 7?7 Héufig versucht man, 7™ aus der Definition von T zu erraten. Dabei hilft die
Eindeutigkeit von T'.

Beispiel 22.3

Gesucht ist R*, wobei R der Rechtsshift im [? ist:

Rz = R(z,) = (0,21, x2,...)

Gelte nun (x, Ry) = (R*z,y). Setze R*z =: 2.

118

(z,Ry) =
<R*I, y> =

T, (Ry)i =T1-0+T2-y1 +T3 - Y2+ ...
1
1°Y1+22-y2+...

N
Qg

Man liest z; = x2, 22 = x3 ab. Offensichtlicherweise ist R* = L

Definition und Satz 22.7
B(H) ist beziiglich der Operatornorm und beziiglich der Abbildung 7' — T™* eine C*-Algebra mit
Einselement. Das heift:

1. B(H) ist eine Algebra, also ein Vektorraum mit Multiplikation in sich und Distributivgesetz.

2. B(H) ist eine *-Algebra, denn 7' +— T™ ist eine Involution:

(ctA+B)*=¢-A*"+B* und (A-B)"=B"-A" und A" =A

3. B(H) ist eine normierte Algebra, d.h. B(H) ist ein normierter Raum mit

IA- Bl <Al -[IB]

4. Die Norm erfiillt die C*-Eigenschaft ||A* - A|| = ||A]>.

5. Der Einheitsoperator [ ist das Einselement der Algebra: I - A=A -1 = A.

B(H) ist ein Banachraum und deswegen sogar eine Banachalgebra.

Beweis
Der Beweis der ersten Aussage ist einfach, denn A - B ist beschrénkt, wenn A und B beschriankt sind.

Die dritte Aussage haben wir schon gezeigt, die fiinfte ist offensichtlich.

2. beruht wesentlich auf der eindeutigen Bestimmtheit des adjungierten Operators. Exemplarisch
wird die zweite Relation betrachtet. Einerseits gilt:

(0, (A B)) = ((A- B)"¢,9)
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Man kann auch anders umformen:

(0, A(BY)) = (A, B) = (B*(A"p), ) = ((B* - A")p, 1)

Beide Relationen gelten fiir alle moéglichen ¢ und v, daraus folgt die Behauptung.

4. wird mithilfe der dritten Aussage bewiesen.
[T - T < |75 - T = (7] - [T
Zu zeigen ist die umgekehrte Abschétzung:

IT*-T| = sup |T*Te| = sup [T*Tp,9)| > sup (T*Tep,p)|= sup (T, Te)|=|T|
lell<t el il <1 lell<1 lell<1

Lemma 22.8
Sei T € B(H) invertierbar in B(H), d.h. T~! € B(H). Dann ist auch T* in B(H) invertierbar mit:

(T*)fl — (Tfl)*
Beweis
Betrachte die Adjunktion des Einheitsoperators:
[=T-T' =TT = =@ Y T"=T" (T =]

Hieraus folgt, dass (T~1)* gerade das Inverse von T* sein muss (was aber gerade die Behauptung ist),
denn wenn man beide in beliebiger Reihenfolge multipliziert, kommt man auf das Einselement.
|

Héufig benutzt werden die beiden folgenden Sétze.

Satz 22.9
Sei H ein komplexer Hilbertraum und 7" € B(H) mit (T'p, p) = 0 fiir alle ¢ € H, dann ist 7' = 0.

Im reellen Hilbertraum gilt dieser Satz nicht. Das klassische Gegenbeispiel ist die Drehung um 90° im R2.

Beweis

Wir zeigen, dass aus der Forderung folgt, dass (T'y, ) = 0 fiir alle ¢, € H ist, dann ist offensicht-
licherweise T' = 0, denn Ty steht auf allen Vektoren des Raumes senkrecht, muss also der Nullvektor
sein.

Seien ¢, 1 € H beliebig. Laut Voraussetzung gilt (T'(¢p 4+ 1), (¢ + 1)) = 0. Aufgeldst verbleibt:

(T, ) +(Th,p) =0 ()

Nun ersetze ¢ durch ¢ - ¥:
(To, ) = (Tih, ) = 0

I
o
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Diese Gleichung kann man zu (%) addieren, man erhélt (T'p, ) = 0.

Folgerung 22.10
Sei H komplex und A, B € B(H) mit (Ap, p) = (Byp, ) fiir alle ¢ € H, dann ist A = B.

Satz 22.11
Sei A € B(H). Dann gilt:

(imA)t =KernA* und (imA*)t =Kern A

Es ist wichtig, wo das orthogonale Komplement steht. Zum Beispiel gilt in Analogie zur ersten Aussa-
ge nicht immer im A = (Kern A*)*, sondern im A = (im A)*+ = (Kern A*)*, denn im A muss nicht
abgeschlossen sein.

Beweis
Die zweite Beziehung folgt aus der ersten mit der Ersetzung A — A*.

(imA)+ = {YeH: @, x)=0VycimA}
{th e H: (¥, Ap) = 0Vyp € H}
{¥ e H: (A", p) =0Vp € H}
= {YeH: A% =0} =Kern A*

Definition 22.12 Klassifikation beschrankter Operatoren
Ein Operator A € B(H) heifst:

e selbstadjungiert, wenn A = A* ist.

e positiv, wenn (Ag, ) > 0 fiir alle ¢ € H ist. (Das impliziert, dass (Ag, ¢) immer reell ist!)
e unitir, wenn A* = A~ ist.

e normal, wenn A*- A=A A* ist.

e Projektion, wenn A% = A ist.

e Orthogonalprojektion, wenn A2 = A und A = A* ist. (Orthogonalprojektionen sind selbst-
adjungierte Projektionen.)

e isometrisch oder Isometrie, wenn || Ap| = [|¢|| fiir alle ¢ € H ist..

e partiell isometrisch, wenn es eine Zerlegung H = H; ® Ho gibt mit: Kern A = Hs und
A : Hy — H ist isometrisch. (Das heift, der Operator verschwindet auf Hs und bildet den H;
isometrisch ab.)

Dann heifft H; Anfangsbereich von A und im A heifst Endbereich von A.

1. Selbstadjungierte und unitdre Operatoren sind selbstversténdlich normal.
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2. Diagonaloperatoren sind stets normal. Sie sind sogar selbstadjungiert, wenn die a; reell sind.

3. Der Rechtsshiftoperator ist isometrisch. Der Linksshiftoperator ist partiell isometrisch.

Bemerkungen zur Terminologie der Physiker

Die Quantenphysik kennt Zustdnde, Observable und Zeitentwicklungen eines physikalischen Systems:

e Im einfachsten Falle sind Zustinde Einheitsvektoren in einem Hilbertraum. Zum Beispiel be-
trachtet man im H = L?(R) Wellenfunktionen ¢ € H mit ||¢|| = 1.

e Observable entsprechen stets selbstadjungierten Operatoren im entsprechenden Hilbertraum.

Das Problem liegt darin, dass nahezu alle Operatoren in der Quantenmechanik unbeschréankt sind.
Fiir diese Operatoren ist der Begriff des adjungierten Operators etwas komplizierter und es gibt Un-
terschiede zwischen den Begriffen des symmetrischen und des selbstadjungierten Operators, die es bei
beschrankten Operatoren nicht gibt.

Definition und Satz 22.13
Sei T ein auf D(T') dicht definierter Operator (d.h. D(T') liegt in H dicht). Sei weiterhin:

D*={ypeH:pr— (P, Ty) ist stetig auf D(T")}

Dann existiert ein eindeutig bestimmter linearer Operator 7 mit D(T™*) = D* und (T*¢, ¢) = (¢, T'p)
fir alle ¢ € D(T') und ¢ € D* = D(T*). Dann heifst T der zu T' adjungierte Operator.

Die in der Definition von D* verwendete Abbildung ¢ — (¢, Tp) ist auf jeden Fall linear.

Beweis
Wire T beschrénkt, so hiatte man |(¢, To)| < ||0] - [|Tell < |||l - [|T|| - [|¢]]. Dann wére obiges lineares
Funktional fiir alle ¢ € H stetig, also wire D* = H.

Wiére T unbeschrinkt, dann bedeutet die Stetigkeit von ¢ — (¢, T'p), dass eine (von ¢ abhéingige)
Konstante C' > 0 gibt mit (1), Tp)| < C - |||

Da D(T) in H dicht liegt, kann das stetig lineare Funktional ¢ +— (¢, T'p) stetig auf ganz H fortgesetzt
werden. Nach Satz von Riesz existiert also genau ein * mit (¢*, ) = (¢, Tp) fiir alle ¢ € D(T) und
W € D*. Setze T*p = *.

Wie im beschrankten Fall zeigt man die Linearitdt und Eindeutigkeit. Bei der Eindeutigkeit wird die
Dichtheit von D(T') benutzt. (Denn die oben verwendete Fortsetzung ist, da D(7T') in H dicht liegt,
auch eindeutig.)

Es gibt einige Probleme:

e Im beschrinkten Falle war natiirlich D(7™) = H. Im unbeschriankten Falle muss D(T*) keineswegs
dicht in H sein. Im schlimmsten Fall ist D(T™*) = {0}.

o Ist D(T™) dicht in H, dann existiert 77* auf D(T™*). Es gilt zwar D(T") C D(T**) (somit ist
D(T**) stets dicht in H), aber es muss nicht D(T") = D(T**) und T' = T™** sein.
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Um die Begriffe im Folgenden genau auseinander zu halten, benétigen wir eine neue Bezeichnung: Ein
linearer Operator T heift Fortsetzung des linearen Operators S (welcher umgekehrt Einschrinkung
von T heift), wenn D(S) C D(T') ist und S¢ = T'p fiir alle ¢ € D(S) ist. Man schreibt S C T'. Weiterhin
nennt man einen Operator T

e hermitesch, wenn (T, o) = (¢, T'p) fiir alle ¢, € D(T') gilt. Hierbei muss D(T') nicht dicht
zu sein. Hermitesche Operatoren bezeichnet man auch also formal selbstadjungiert.

e symmetrisch, wenn D(7T') dicht und 7" hermitesch ist. Es ist also T C T™.

e selbstadjungiert, wenn 7' = T* (und folglich D(T") dicht in H liegt). Der Unterschied zum
symmetrischen Operator besteht darin, dass D(T') = D(T™) ist.

Die Begriff des hermiteschen, symmetrsichen und selbstadjungierten Operators sind also verschieden,
werden aber insbesondere in der Physik meist synonym verwendet, weil Physiker sich im Allgemeinen
nicht um Definitionsbereiche kiimmern.

22.3 Das Spektrum

Es soll der Begriff des Eigenwertes verallgemeinert werden. Dann ist das Spektrum eines Operatoren
im endlichdimensionalen Falle gewissermafsen die Menge der Eigenwerte.

Definition 22.14
Sei T' € B(H).

1. Unter der Resolventenmenge von 7' versteht man:
o) :={XeC:(T-X-1)"" € B(H)}

Das heift, T'— X\ - I bildet den H bijektiv auf sich selbst ab. Der beschréankte Operator Ry(T) :=
(T — X - I)~! heift Resolvente von T im Punkt \.

2. Das Spektrum von T ist die Menge o(T) := C\ o(T).

— Der Begriff des Spektrums wurde 1906 von Hilbert eingefiihrt.
— Beachte: A € o(T) heifit, dass (T'— X - I)~! existiert und ist auf ganz H stetig.

— In manchen Biichern sind die Elemente der Menge mit anderem Vorzeichen definiert: Ry(T) =
A-T—-T)"1
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Satz 22.15

1. Fir A\, € o(T) kommutieren Ry(7") und R,(T) und es gilt:

RA(T) — Ry(T) = (A— ) - Ra(T) - Ru(T)  (22.3)

2. Fir |A| > ||T]| ist A € o(T), und es gilt die Neumannsche Reihenentwicklung:

R\T)=(T—X-I)" ZAM (22.4)

Ferner hat man die Abschéatzung:

IRADI = |[(T = A- D) (22.5)

1
| < w=

3. Fiir ein beliebiges Ao € o(T) gilt: Falls |\ — Ao| < [|Rx,(T)|| " konvergiert die folgende Reihe:

Ry (T <I+Z)\ Xo)* RAO(T)’“> (22.6)

Diese Reihe ist gleich der Resolvente Ry (7). Mithin gehoren diese A zu o(T'). Also ist o(T) offen.

Beweis

1. Vertauscht man in (22.3) das A und das p, so entsteht:
Ru(T) = RA(T) = (5 — ) - R(T) - B\(T)

Zusammen mit (22.3) folgt RA\(T) - R,(T) = R,(T) - R\(T). Das heiftt, die Kommutativitit
folgt sofort aus (22.3). Diese Formel zeigen wir durch identische Umformung: (Betrachte die
Operatoren Ry und R,,, die von einer Teilmenge des B(H) in diesen abbilden.)

Ry—R, = Ry\-(T—p-1)-R,—Ry-(T—X-1)-R,

=1 =1
= R\-T- R — - Ry - RM—R)\'T~RN+)\‘R)\‘RM=(/\—/L)‘R)\‘RM

2. Wir zeigen zu erst, dass die Reihe in (22.4) beziiglich der Operatornorm konvergiert. Betrachte
dazu die Partialsummen —1/X-3"7_, T%/ A¥ welche eine Cauchyfolge bilden. Zum Beweis benutze
die Dreiecksungleichung: (0.E.d.A. sei n > m)

1 Tk 1 Tk
H‘xzxﬁxzw
k=0 k=0

Wegen ||| < |A| steht hinten ein Teil der konvergenten geometrischen Reihe. Dieser Ausdruck
konvergiert fiir grofse m und n gegen Null, also existiert ein Operator

1 Tk 1 - TF
R i —_— = — 1‘ —_— —_—
) kzzo \F oo \ kZ:O N

Es ist noch zu zeigen, dass R = R)(T) ist. Das sehen wir durch R- (T"— \-I) = I.

Z 2\k+1

n

Tk
2.

k=m+1

Lo I § <HTH>’“
< . < . =
~ Al 2 AR A 2 Al

k=m+1 k=m+1

o0

T+1 Tk TO
Z)\k+1+2)\k:_z +Z Y

k=1

(T—X-1I)-R=(T—-X\-I)-
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Analog folgt R-(T"— A - I) = I. Es fehlt noch die Abschéitzung (22.5):

1! (il _ 1 <\TH> 1 1 1
I H_Zwkﬂ o g N TSI T N

RY

Wie kommt man nun auf (22.4)? Wir machen eine rein formale Rechnung, die man eigentlich so
nicht aufschreiben diirfte:

1 11 1 & /T\*F
T-_)\.[Vi= - - - __. -
(T=4-D T—X-1 A I-1f A kZ::()(A)

3. Die Reihenentwicklung (22.6) erhélt man durch dhnliche Manéver:

-1 _ 1 1 _ 1 1
(T —=A-1) = ToXT T T—xoTthol-XT — T—xol 12—
T—xg T
ll-l<1
X a=x \F X a=x \F
_ . —Ao _ . —Xo
= Ry, kzjo (Tf)\o-l) =Ry, - |1+ k¥1 (Tf)\o-l>

Analog zu den Betrachtungen in 2. folgt auch hier, dass die Reihe in (22.6) konvergiert, denn
IA— Xo| < ||Rx,|I”" bedeutet, dass [|(A — Ag) - Ry,|| < 1 ist, also kann die geometrische Reihe
angewendet werden. Wir haben also einen konvergenten Operator:

= y k. pk
I+;((A Ao) RA())

Wiederum wird (T'— A\ - I) - S = I gezeigt. (Analog folgt S-(T'—X-1)=1.)

S:=Ry, -

(T=A-1)-S = (T=X-1)- S—()\—)\O)-S
= I+ ()\ Ao)” 'Rﬁo_(/\_/\o)'RAo—Z()\—)\o)kH-R];:l:I
k=1 =

Die Behauptung, dass (o(T) offen ist, folgt nach der Definition der offenen Menge.

Die Gleichung (22.6) besagt, dass die Abbildung A — R (T) eine analytische Abbildung von o(7T") C C in
B(H) ist. Das heift, die Resolvente ldsst sich um jeden Punkt Ag in eine Potenzreihe mit Potenzen von
A — Ao mit Koeffizienten aus B(H) entwickeln.

Satz 22.16
Sei T' € B(H). Dann ist o(T") eine nichtleere kompakte Teilmenge des C mit:

o) C{A:A<ITIY (%)

Beweis

Da o(T) offen ist, ist o(T) abgeschlossen. Da alle A mit |[\| > ||T'|| zu o(T) gehoren, folgt (x), also ist
o(T) auch beschrankt und somit kompakt. Der eigentlich schwierige Teil des Beweises ist o(T) # .
Den Beweis dafiir werden wir in der Funktionentheorie kennenlernen.
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Beispiel 22.4 Es konnen durchaus Punkte aus {\ : [A\| < ||T||} zu o(T') gehoren.
Sei T =TI mit |T|| =1. Esist (T—X-I)"*= (I —X-I)"1 =1/(1—\). Dieser Operator existiert fiir alle
A # 1, also ist o(T) = {1}.

Bevor wir weitere Beispiele fiir Spektren behandeln, wird o(7") noch in disjunkte Teilmengen zerlegt.
Hier muss man mit den uneinheitlichen Bezeichnungen in der Literatur vorsichtig sein.

Definition 22.17
Fiir T € B(H) wird o(T) in drei disjunkte Teilmengen zerlegt:

e Das Punktspektrum (die Menge der Eigenwerte) ist gegeben durch:
op(T)={NeC:FpeH,p#£0:Tpop=X-¢o} ={A € C: (T — \-I) ist nicht injektiv}
e Das stetige Spektrum o.(7") umfasst alle A € C, fiir die (T'— A - I)H in H dicht liegt und
(T — X-I)~% auf (T — \- I)H existiert, aber unbeschrinkt ist.

e Das Residualspektrum o,(7") enthélt alle A € C, fir die A ¢ 0,(T') ist (also ist T'— X\ - I
injektiv) und (7" — A - I)’H nicht in H dicht liegt.

Fiir A € 0,(T) sind zwei Félle moglich: (T — A - I)H liegt dicht oder nicht dicht in H.
Der folgende Satz erleichtert oft die Bestimmung des Spektrums von Operatoren.

Satz 22.18
Fir T € B(H) gilt:
1. o(T*) = o(T), damit ist o(T*) = o(T).
2. (RA(T))" = R(T")
3. Fiir A € 0,(T) ist X € 0,(T*) U o, (T*).
Fiir X € 0,.(T) ist A € 0,(T*).
Fiir A € 0.(T) ist X € a.(T*).
Beweis
Fiir die ersten beiden Aussagen benutze (A*)~! = (A~1)*, wobei A gerade die Resolvente ist:

1

R\(T)=[(T-XN-D7'"=[(T-Xx-DT " =[T"-X-I] =Rs(T)

Aus dieser Beziehung folgt 2. und daraus 1. Die Behauptungen in 3. folgen alle nach dem gleichen
Schema; wir zeigen die erste.

A€ oy(T) = im(T* = X- 1)t = Kern(T — \- 1) # {0}

Folglich kann (7% — X - I)H nicht dicht sein, also ist A € o,(T*) U 0,.(T*).
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Spektrum von Diagonaloperatoren

Fiir eine beschriinkte Folge (a,) ist der Diagonaloperator A auf H = [? gegeben durch:
Az = (an - zp)

{an, : n € N} ist der Wertebereich der Folge n +— a,. Stets gilt, dass A normal ist. A ist zudem
selbstadjungiert, wenn der Wertebereich der Folge (ay) reell ist. Das Spektrum von A ist genau
o(A) ={an:n € N}

Spektrum von Shiftoperatoren

Der Rechtsshift U und der Linksshift U* sind auf H = I? gegeben durch:

Ux = (0,:61,%2,...)
Utz = (xo,x3,...)

Wir benutzen den Satz 22.18. Sei K :={A € C: |\| < 1}. Wegen ||U|| = || U*|| = list o(U),c(U*) C K.

Betrachte zuerst die Eigenwerte beider Operatoren:
Uer=X-z = (0,z1,29,...)=(A-21,A-22,...)

A = 0 ist kein Eigenwert, denn es wird ein von Null verschiedener Eigenvektor gefordert. Sei also A # 0.
Wir vergleichen die Folgenelemente nacheinander:

0 = Az1 = 21 = 0
x1=>\-l’2:>582=0

Durch vollstédndige Induktion folgt, dass das Eigenwertproblem nur durch z = 0 erfiillt wird. Es gibt
also keine Eigenwerte:

op(U) =2 (22.7)
Jetzt untersuchen wir U*. Das Eigenwertproblem lautet hier:
U'z=X-z = (r2,23,...)=A-21,\ 22,...)
Wiederum vergleichen wir die Folgen elementweise:
To=ATy = mz3=ANT9=MN'2y == z,=N"l.zy = m:xl-(l,)\,)\Q,...)

Hierbei ist 21 beliebig. Damit = € [? liegt, muss Y oo, IA"|? < oo sein. Es folgt, dass || < 1 sein muss!
Das Punktspektrum o,(U*) ist also:

o (U") ={AeC: |\ <1}  (22.8)

Da das Spektrum im Einheitskreis liegen muss (wegen der oben erwihnten Beschriankung durch die
Norm von U*) und ein Spektrum immer eine abgeschlossene Menge ist, ist das Spektrum von U* (und
wegen Satz 22.18.1 auch das von U) die gesamte abgeschlossene Einheitssphére:

oU)=K = oU)=K (229)
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Jetzt wenden wir die erste Implikation aus Satz 22.18.3 auf U* an.

(VA <1} Cop(U) U (U™) = 0p(U) U (U) = {A: A <1} C 0,(U)

Es ist also:
or(U)={X: |\ <1} (22.10)
(22.7), (22.9) und (22.10) zeigen:
o.(U)=0K ={\: |\ =1} (22.11)
Mit Satz 22.18.3 folgt:
o.(U*) = 0K (22.12)
Und daraus ergibt sich noch:

U =0  (2213)

Struktur des Spektrums im C

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium ist die Kompaktheit des Spektrums (sogar fiir das Spek-
trum des Diagonaloperators im [2).

Satz 22.19
Sei T' € B(H) selbstadjungiert, A € C.

LAeoT) & 3C>0:(T-2-Dpl|=C-lloll VoeH  (22.14)
2. Weyl'sches Kriterium: A € o(T) < I(en),llonll =1: || (T =X Denl| — 0
3. o(T) C R und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen zueinander orthogonal.
4. 0,(T) =@
Beweis

4. M ist ein Eigenwert, also reell. Angenommen, es wire A € o,.(T). Mit 22.17.3 ist A € 0,(T* =1T).
Wegen A\ = X\ ist das ein Widerspruch, weil dann A sowohl im Residualspektrum als auch im
Punktspektrum liegen wiirde.

1. Sei A € o(T), d.h. (T — \-I)~! beschriinkt:
(T =AD" <D0l WeHr
Setze 1) := (T — X\ - I)p mit beliebigem ¢ € H. Dann ist:
lell < D- [T = A- D

Also gilt (22.14) mit C' = 1/D. Jetzt zeigen wir die Riickrichtung: Es gelte also (22.14). Folglich
ist (T—\-I) injektiv, also existiert (T'—\-I)~!. Somit ist A ¢ o,(T) (nach Definition). Zudem ist
A ¢ 0,(T), denn das Residualspektrum ist leer. Es ist also entweder A € o.(T") oder A € o(T). In
beiden Féllen muss (7'— \-I)H dicht in H sein. Wir zeigen jetzt, dass im(T'—A-1) = (T'—A-I)H
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abgeschlossen ist (und damit gerade H ist). (Denn dann wére das Inverse auf ganz H definiert.
Setze dann in (22.14) ¢ = (T — X - I)~ ) mit beliebigem 1 € H. Daraus folgt, dass (T —X-I)~!
beschrankt ist. Also wire A € o(T).)

Wir zeigen also nun, dass im(7 — \-I) abgeschlossen ist. Sei ¢, = (T'—A-I)p, € im(T'—A-I) und
tn, — ¢ € H. (vy,) konvergiert, ist also eine Cauchyfolge. Es ist also limy, n—oo || — ¥m|| = 0.

[n = Omll = [T = A- D(pn = om)l| = (22.14) = C - [lon — ¢ml

Daraus sehen wir, dass (g, ) auch eine Cauchyfolge und (wegen der Vollstandigkeit von H auch
konvergent ist). Der Grenzwert heifte lim,,_,o ¢n, = . Da (T'—\-I) stetig ist, folgt (T'—A-I)p, —
(T — X-I)p oder ¢, — ¢ = (T — X\ - I)p. Damit liegt das ¢ € im(T' — X - I).

2. Als erstes zeigen wir die Riickrichtung. Die Bedingung des Weylschen Kriteriums impliziert, dass
T — X\ - I kein stetiges Inverses haben kann: Wenn (T — X - I)~! stetig wiire, dann wiirde gelten:

(T—=XDpp—0 = (T_)"I)il[(T_)"I)(Pn]:SOn_)O

Das ist wegen ||¢,|| = 1 nicht moglich. Jetzt die Hinrichtung: Da o(T") = 0,(T) Uo(T) (beachte
22.19.4), kann man beide Teile getrennt betrachten:
e Sei A € 0,(T), also existiert ein ¢ # 0 (0.E.d.A. ||| = 1) mit Ty = A, also (T—A-I)p = 0.
Dann erfiillt (¢,) mit ¢, = ¢ ¥n die Bedingung des Satzes.

e Sei A\ € o.(T), folglich ist (T'— X - I)~! unbeschriinkt. Es muss also eine Folge (¢,,) mit
Yn € D((T—X-I)7!) existieren, damit ist ¢, =: (T'— X-I)¢}, € im(T — X - I) und

|tn]| = 1. Aufkerdem sei ‘(T —X-I) 7t ap,|| — o0, also ||¢, || — oo.
Setze ¢, = .,/ |¢L|l, damit [|p,| = 1 wird. Zudem gilt:
T—X-1)g! 1
lenl lenll llenl

3. Der zweite Teil der Aussage wird in der linearen Algebra gezeigt. Sei A = o+ ¢8 mit g # 0. Wir
zeigen A\ € o(T') mittels der ersten Aussage.

(T —X-Dgl> = |[(Te—ap) —ify|?
= ((Te —ap) —ife, (T — ap) —ifp)
(T —a-De|*+ 582 [lol> > 82 |lel®

Hierbei fallen die gemischten Glieder weg, weil T’ selbstadjungiert ist. Wegen der letzten Ab-
schitzung liegt A € o(T'). Also ist o(T") C R.

Satz 22.20
Sei T' € B(H) selbstadjungiert. Dann gehort ||| oder — ||T'|| zu o(T).

Beweis
Sei 7 = || T = sup|,<1 [ T¢||- Daraus erkennt man, dass eine Folge (¢5,) existiert mit:

lenll =1 und  [[Toi]| < [Tl <--- und  [[Ten| —r
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Betrachte nun eine neue Folge: (beachte, dass T' selbstadjungiert ist)

2 2
2 =2 Dull” = (T2 =8 Do (10 =1 D) = [ BBl = 2% (s T + 7%l
= | T(Ten)ll” =27 - | Tonl” + r* <" [ Tpn||” = 2r% - [ Tpn | + 1
=TI 7Y = 207 T + = 0

Nach Weyl ist 72 € ¢(T?), d.h. |T||* € o(T?). Deswegen hat T2 — 72 - [ = (T —r - I)(T +r - I) kein
beschranktes Inverses, also entweder T'+7-I oder T'—r-1. Somit ist entweder r € o(T') oder —r € o(T).
]
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23 Kompakte Operatoren

23.1 Definition. Erste Eigenschaften

Zur Wiederholung: Eine Teilmenge M C H heift kompakt, wenn jede Folge (¢,,) C M eine Teilfolge
(¢, ) besitzt, die gegen ein Element aus M konvergiert. M heifit relativ kompakt, wenn M kompakt
ist. Das heifit: Jede Folge (¢,,) C M enthélt eine Teilfolge (¢, ), die in H konvergiert.

Definition 23.1 Kompakter Operator

Ein linearer Operator T : H — H heifst kompakt, wenn er beschrankte Mengen in relativ kompakte
Mengen abbildet. Aquivalent ist folgendes Kriterium: Jede beschriankte Folge (1/,,) C H enthilt eine
Teilfolge (), ), fir die (T, ) konvergiert. (Sprich: (T',,) enthélt eine konvergente Teilfolge.)

Mit IC(H) sei die Menge der kompakten Operatoren auf H bezeichnet.

In C™* bzw R™ sind kompakte Mengen dasselbe wie beschrinkte und abgeschlossene Mengen. Im un-
endlichdimensionalen Hilbertraum gilt nur, dass kompakte Mengen immer beschrankt und abgeschlossen
sind. Die andere Richtung der Implikation gilt nicht. (Ein sehr wichtiges Beispiel ist die Einheitskugel.)

Lemma 23.2
Kompakte Operatoren sind immer beschrénkt: C(H) C B(H).

Beweis

Relativ kompakte Mengen sind stets beschrinkt, denn: Wenn N relativ kompakt, dann folgt, dass A/

kompakt und damit beschrinkt ist. Deswegen ist A/ C N auch beschriinkt. Sei nun also M C H be-

schrankt. Daraus folgt, dass T'M relativ kompakt und damit beschrankt ist. Es ist also 1" beschrankt.
|

Lemma 23.3 Vereinfachter Beweis der Kompaktheit
Ein Operator T ist genau dann kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel relativ kompakt ist.

Beweis
Die Bedingung ist notwendig, da da die Einheitskugel beschréankt ist. Ist die Bedingung auch hinrei-
chend? Sei M eine beliebige beschriankte Menge. Dann existiert ein C' > 0 mit M C C - K. Folglich ist
TM C T(C-K)=C-TK. Diese Menge ist relativ kompakt. Da Teilmengen relativ kompakter Mengen
relativ kompakt sind, ist auch T'M relativ kompakt.

|
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Definition und Satz 23.4
Die kompakten Operatoren K(H) bilden ein abgeschlossenes zweiseitiges *-Ideal in B(H). Das heift:

1.

2.

KC(H) ist ein Vektorraum.

Abgeschlossenheit: Eine (geméfs der Operatornorm in B(H)) konvergente Folge (7)) C K(H)
konvergiert gegen ein T' € K(H).

. Idealeigenschaft: Fir T € C(H) und S € B(H) sind T'S, ST € K(H).
. Sterneigenschaft: Fiir T € IC(H) ist T* € K(H).

. Zusétzlich gilt: Die Menge F(H) der endlichdimensionalen Operatoren (sprich: Operatoren mit

endlichdimensionalem Bild) ist eine Teilmenge von K(H), und liegt beziiglich der Operatornorm

in KC(H) dicht: F(H)| = KC(H).

Aus 23.4.1 und 23.4.2 folgt, dass K(H) (als abgeschlossener Teilraum eines Hilbertraumes) ein Banach-
raum ist. Wegen 23.4.3 ist (H) zudem eine Algebra.

Beweis
Nur die zweite Aussage ist etwas umfangreich.

1.

Seien S und T aus K(H), ¢ € C und (¢,) C H eine beliebige beschrankte Folge. Zu zeigen ist,
dass es eine Teilfolge (vy,,, ) gibt, fiir die (¢-S+T)(¢p, ) konvergiert. Weil S kompakt ist, existiert
zunéchst eine Teilfolge (¢n,) =: (¢1), fiir die (¢ - S¢;) konvergiert. Da (¢;) auch beschrinkt und
T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (¢;;) (welche auch eine Teilfolge von (i) ist!), fiir die
(T'pi;) konvergiert. Als Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert auch (cS¢;;) und damit
(- S+T)(p1;) Somit ist ¢ - S+ T kompakt.

Typisches Diagonalargument: Sei (¢,,) eine beschrankte Folge mit (0.E.d.A.) ||| < 1. Da
T, kompakt ist, existiert eine Teilfolge (wél)) von (1), fir die (lepﬁf)) konvergiert. Da (1/17(11))
beschrankt und 75 kompakt ist, existiert eine Teilfolge (1/)5?)) von (w,ﬁl)), deren Bild beziiglich T5
konvergiert. Dieses Verfahren wird fortgesetzt. Man erhélt ein Schema von Folgen(elementen):

vl )
p? ol g
3 3 :
v wg)

Dieses Schema hat folgende Eigenschaft: Alle Folgen (in diesem Schema Zeilen) sind Teilfolgen
von () und fiir k > [ ist (¢£Lk)) eine Teilfolge von (ng)) Betrachte nun die Diagonalfolge
(pn) == 1@(1”) mit den Eigenschaften:

(a) (pn) ist eine Teilfolge von (¢y,).
(b) Fiir alle [ ist (¢,,) ab dem Index [ eine Teilfolge von (w,(f )).
(c) Fir alle r konvergiert die Folge (T,¢y,).

Zu zeigen ist, dass (Tpy) konvergiert. Es gilt T, A, T'. Sei also € > 0 gegeben und m so grof,

dass ||T'— T, || < €/3. Wahle nun kg so grof, dass ||Trner — Tl < €/3 fiir alle k,1 > ko (das
ist gerade das Cauchykriterium).
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Beachtet man nun ||¢,| <1 (denn es war |[¢,| < 1 fir alle n), dann gilt fiir alle k,1 > ko:

(T = T) ek + (Tmpr, — Tmpr) + (T — T) 1|
(T = T)prll + |1 Tmox — Tet|l + (T — Tt
IT = Tl + | Tk — Trnsprl| + || T — T
s+tst+5=c¢

ITer — Tl

ININAIA

Damit ist (T'p,,) eine Cauchyfolge, also (weil H vollstandig ist) konvergent. Somit ist 7" kompakt.

3. Sei S € B(H), T € K(H) und M € H beschrankt. Dann ist TM relativ kompakt und, weil S
stetig ist, ist S(T'M) auch relativ kompakt (in Analogie zum bereits bekannten Satz, dass stetige
Bilder kompakter Mengen wieder kompakt sind). 7S ist kompakt, weil aus der Beschranktheit
von M folgt, dass SM beschrénkt und damit 7'(SM) relativ kompakt ist.

4. Sei T € K(H) und folglich T € B(H), dann ist T7™ kompakt. Sei (¢,,) eine beliebige beschrank-
te Folge, etwa [|1,|| < C. Dann existiert eine konvergente Teilfolge (1, ). Diese Teilfolge ist
insbesondere eine Cauchyfolge. Nun zeigen wir, dass (7%, ) auch eine Cauchyfolge ist. Benutze
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

”T*wnk - T*wnz H2

<T*wnk - T*win*wnk - T*wm>

<'¢nk - ¢in*T(¢nk - wnl»

Hd)nk - 7/’”1” ’ HT*T(%k - 7vZ)m)H

ni [l 4 1o, ) - ITT (e = )

2C - ”T*T(wnk - wnl)” —0 (kal - OO)

INIAIA

5. Sei F' C F(H) und M C 'H beschrankt. Damit ist F'M eine beschriankte Teilmenge eines endlich-
dimensionalen Raumes, namlich des Wertebereiches von F', also relativ kompakt. Die Dichtheit
wird aus Zeitgriinden nicht bewiesen.

Beispiele kompakter Operatoren

1. endlichdimensionale Operatoren T' € F(H) (sieche Satz 22.4)
2. Ein Diagonaloperator A = diag(a,) (etwa im [?) ist genau dann kompakt, wenn a,, — 0 geht.

3. Integraloperatoren: Auf H = L?[a,b] ist der Operator K gegeben durch

b

(K f)(x) = / K(z,y) - f(y) dy

a

mit einer Funktion k, fiir die ff f; |k(z,y)|* dzdy < oo gilt. Diese Funktion wird Kern genannt.
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23.2 Spektraltheorie kompakter, selbstadjungierter Operatoren

Satz 23.5
Sei T'=T* € K(H). Dann gilt:

1. 0eo(T)
2. Fir A € o(T) mit A # 0 ist A ein Eigenwert endlicher Vielfachheit.
3. Ist T nicht endlichdimensional, dann bilden die Eigenwerte eine Nullfolge.

Beweis

1. Wiire 0 ¢ o(T), dann wiire T—! € B(H). Also wiire I = T-T~! € K(H). Das ist ein Widerspruch,
denn der Einheitsoperator im unendlichdimensionalen Hilbertraum ist nicht kompakt, weil die
(beschriankte) Einheitskugel auf die (nicht relativ kompakte) Einheitskugel abgebildet wird.

2. Sei 0 # X\ € o(T). Nach dem Weyl-Kriterium existiert eine Folge (¢,,) mit [|¢,|| = 1 und
(T — X 1I)p, — 0. Weil T kompakt ist, enthélt (Tp,,) eine konvergente Teilfolge. Wir nehmen
o.E.d.A. an, dass (Tp,) selbst konvergiert. Folglich konvergiert auch ((T'— X - I)p,). In der

Darstellung
1
(Pn:X' [TSDn_(T_)"I)(Pn]

sieht man, dass auch (¢,) konvergiert. Wegen (T'— X\ - Iy, — 0 ist:

. . 1 . 1

lim ¢, = ¢ = lim (/\ -T(pn> und  lim [|@y, || = ||¢]| = lim H)\ T,
Da T stetig ist, folgt T, — T = Ay, das heifit A € 0,(T). Zu zeigen ist noch, dass A eine
endliche Vielfachheit hat. Angenommen, \ hétte eine unendliche Vielfachheit, d.h. Kern(T'—\-1)
ist unendlichdimensional. Auf Kern(7 — A - I') eingeschrankt ist 7' = X\ - I. T ist kompakt, aber
A - I ist (im Unendlichdimensionalen) nicht kompakt. Das ist ein Widerspruch.

3. T habe die Eigenwerte Aq,..., A\p. Dann gilt:
T=M-Pi+...4+ - Pn

Hierbei ist P; die Projektion auf den Eigenraum zu ;. Zum Beweis: Sei H; = lin{P/'H, ..., P,yH} =
PH®...® P,H und Hs := Hf, also H = H1 ® Ha. Wegen T = T™ gilt nicht nur TH; € H1,
sondern auch T'Hy € Ha. (Denn: Sei ¢ € Hy und ¢ € He, dann ist (@, TY) = (T'p, 1) = 0 wegen
Ty € Hy.) Dann ist S := T, auch ein selbstadjungierter kompakter Operator. S kann als
Eigenwert nur 0 haben, also ist ||S|| = 0 (nach Satz 22.20). Somit ist S = T[;,, = 0. Damit ist
die Darstellung T'= A1 - Py +. ..+ Ay - Py, bewiesen, denn auf H; gilt diese Darstellung natiirlich,
und auf Hs verschwinden beide Seiten.

Sei nun dimim7T = oo. Zu zeigen ist, dass 0 der einzige Haufungspunkt des Spektrums ist.
Angenommen, A\ € o(T) mit A # 0 ware ein Haufungspunkt von o(T'). Das heifst, es existiert
eine Folge (\,) C o(T) mit A\, — A. Es existiert also wiederum ein Orthonormalsystem (¢,,) mit
Tpn = An - ¢n. Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (¢p, ), fiir die (T'¢y,, ) konvergiert. Nun
gilt aber auch A,, — X # 0, somit ist auch T'¢,, /A, konvergent.

T@ﬂk _ Ank ‘P

S W

Das ist ein Widerspruch, denn (¢, ) ist natiirlich nicht konvergent. Somit hat 7" nur den H&u-
fungspunkt 0 € o(7") und die Folge der Eigenwerte ist abzahlbar (eine iiberabzidhlbare Menge
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kann nicht nur einen Haufungspunkt haben!). Also konvergiert die Folge der Eigenwerte gegen
Null.

Im Beweis wurde nirgends benutzt, dass H separabel ist. Aus dem Beweis sieht man: Wenn T = T™* ist,
dann hat T abzahlbar viele Eigenwerte mit endlicher Vielfachheit. Somit wird im 7" auch nur von einem
abzéhlbaren Orthonormalsystem aufgespannt, ist also separabel.

Theorem 23.6 Spektraltheorem fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren

Sei T' € K(H) selbstadjungiert, mit den von Null verschiedenen Eigenwerten {1, Ag,...} (0.E.d.A.
ist [A\1| > [A2] > ...). Ferner sei P; die Orthoprojektion auf den Eigenraum zu \;. Dann gilt:

T=> X-P  (231)
j=1

Falls im 7" unendlichdimensional ist, konvergiert (23.1) beziiglich der Operatornorm.

Beweis

Der Beweis des ersten Teil verlduft analog zum Beweis zu Satz 23.5.3: Sei also H; :=lin {P;/H : i € N}
und Hy := 'Hf. P ist eine Orthoprojektion von H auf Ho. Dann gilt:

H=Hi1®Hy und TH;CHi

Fiir die rechte Aussage zeigt man zuerst einfach, dass T'lin {P;H} C lin{P;H} gilt. Auch einfach
beweisbar ist THo C Hs und T|H2 = 0. Dann gilt:

I=P+) P
7

Die P; sind dabei paarweise orthogonal. Wichtig ist, dass die Summe nicht im Sinne der Operatornorm
konvergiert, sondern nur punktweise, d.h. fiir alle ¢ € H gilt:

p=Pp+> Pp = Tp=TPp+Y TPp=TPp+» X\-Pyp
7 €Ho 7 7
eHy

Wegen T'|;,, = 0 verschwindet der erste Term. Damit gilt (23.1) punktweise fiir jedes ¢ € H. Es muss
noch gezeigt werden, dass die Operatorreihe gleichméfig konvergiert. Sei nun ¢ € H mit ||p| < 1
beliebig. Dann gilt, weil die \; - P;¢ paarweise orthogonal sind:

H (T IR Pi) ol =1 Y. NPl = D NPl
i=1 i=m+1 i=m+1
Man beachte |A;| > |A;] fiir alle @ > j:
m 2 oo
H (T— S A P> ol <Pmsal S 1B < Pt 0l < P
i=1 i=m+1

Also konvergiert |(T'— Y%, i - P) ol — 0 fiir m — oo. Da ¢ mit |j¢|| < 1 beliebig war, konvergiert
somit |7 — > 21 A - Pl — 0 fiir m — oo.
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Folgerung 23.7 Hilbert-Schmidtscher Entwicklungssatz

Sei T' € K(H) selbstadjungiert. Dann existiert eine reelle Folge (1) (endlich oder Nullfolge) und ein
Orthonormalsystem (¢;) C H mit:

To=> pi-{pno)-pi YpeH (232

In Bra-Ket-Schreibweise lautet die Formel: T' =", 11; - |¢4) (¢il-

Beweis
Keine neue Idee, nur geschicktes Aufschreiben: Sei dim(P;H) =: k; und ( {, e ,wij) eine Orthonor-
malbasis in P;H. Setze u{ =...= uij := Aj. Dann gilt also:
k;
To =3 N-Pio=Y %> (Vi Pre) - v
J J k=1
Beachte <1/1,i, Pz-g0> = 0 fir alle 7 # j. Damit verbleibt:
kj
Ts@=2&~2< i,so>- iZZui-< i,w>-wi
j k=1 ik

Jetzt werden die ,ui und gleichzeitig die wi durchnummeriert. Es entstehen die Folgen (y;) und (¢;).
Damit enthélt die Formel nur noch eine Summe, die dann genau die Struktur von (23.2) annimmt.

23.3 Der allgemeine Zustandsbegriff

Um ein physikalisches System zu beschreiben benétigt man mathematische Objekte/Begriffe zu Be-
schreibung von

e Zustdinde, in denen sich das System befinden kann
o Observablen, das heifst die beobachtbaren Grofien des Systems
o Zeitenwicklung des Systems

o Symmetrien des Systems — Hier spielen Symmetriegruppen ein grofse Rolle.

In der Quantenmechanik hat sich das folgende mathematische Modell bewahrt. Observable entsprechen
selbsadjungierten (meist unbeschrénkten) Operatoren in einem geeigneten (das heifst: dem System
moglichst gut angepassten) Hilbertraum. In der Regel ist dies ein L?(R™), wobei das n etwas mit der
Teilchenanzahl des Systems zu tun hat. Die Quantenmechanik betrachtet immer Systeme mit endlich
vielen Freiheitsgraden. In der Physik hat man: Der Observablen A wird der Operator A zugeordnet. (Oft
verwendet man auch A, aber das ist bei uns schon das Symbol fiir den Abschluss.) In der Mathematik
hat man nur ein Symbol A.
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Die einfachsten Zusténde sind die sogenannten Vektorzustinde; diese werden reprisentiert durch einen
Einheitsvektor ¢ € H (||¢]] = 1). Der Zusammenhang zwischen Zustdnden und Observablen ist gegeben
durch den Erwartungswert der Observablen A = A* im Zustand ¢, der gegeben ist durch (p, Ayp).

Seien ¢ und Y zwei Zustdnde. Dann kann man ein ,,Gemisch“ aus diesen Zustédnden betrachten. Dann
befindet sich das System mit der Wahrscheinlichkeit p im Zustand ¢ und mit der Wahrscheinlichkeit
1 —p im Zustand v. Dann ist der Erwartungswert von A in diesem gemischten Zustand gegeben durch
p- (o, Ap) + (1 —p) - (¢, A). Das Problem hierbei ist, dass es im Allgemeinen kein y € H mit ||x|| =1
(also keinen Vektorzustand) gibt, fiir den A diesen Erwartungswert annimmt.

Wie sollen also gemischte Zustdnde mathematisch beschrieben werden? Dazu bendétigt man sogenannte
Dichtematrizen (besser: Dichteoperatoren).

Definition 23.8

Ein positiver selbstadjungierter kompakter Operator T heifft nuklear oder Spurklasse-Operator,
wenn fiir eine Orthonormalbasis (p,,) von H gilt:

(0.9]
> {#r: Tpr) < 00
s

T heifst Dichteoperator im Falle Y 7 | (¢r, Tpr) = 1.

1. Den Begriff des Spurklasse-Operators kann man auch allgemeiner definieren, ohne einen positiven
selbstadjungierten Operator zu fordern.

2. Im néchsten Satz werden wir sehen, dass der Begriff Dichteoperator korrekt definiert ist, also unab-
héngig von der Orthonormalbasis.

Satz 23.9

1. Sei T' > 0 ein Spurklasseoperator. Dann gilt: > (vx, T¢y) hat fiir jede Orthonormalbasis ()
k

den gleichen Wert. Nimmt man als Orthonormalbasis die Basis (¢,,) der Eigenvektoren von T'
(T'on, = A\, - pn), dann gilt also:
Z Ak < 00
k

Man nennt diesen Ausdruck die Spur von 7" und schreibt Tr7T := )", .

2. Sei T > 0 ein Spurklasseoperator und A € B(H). Dann ist AT und T'A auch ein Spurklasseope-
rator, aber im Allgemeinen nicht grofer Null. Aufierdem hat

Tr AT = Z (1, AT9y,) = Tr T A
k
fiir jede Orthonormalbasis () den gleichen Wert. Insbesondere gilt:

Tr AT = > A {0k, Agr)
p
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1. Die Dichteoperatoren sind also Operatoren 7' mit den Eigenwerten Ay > 0 und Tr7T = )", Ay = 1.
Damit hat T die folgende Darstellung (in normaler und in Bra-Ket-Schreibweise):

T= Zkk (k) o = Z)\k “|or) (]
k k

2. Vektorzustinde, das heifst: Zustéinde, die durch ein ¢ € H mit [|¢|| = 1 beschrieben werden koénnen,
ordnen sich hier folgendermafen ein: Betrachte die Orthoprojektion T := P, = (¢, ) ¢ = |¢) (¢|.
Dabei erhdlt man Tr7' = 1 und der Erwartungswert einer Observablen A im Zustand ¢ ist

(p, Ap) = TrTA=Tr AT

Ein gemischter Zustand mit dem Erwartungswert p- (o, Ap) + ¢ - (1, A) wird durch den folgenden
Dichteoperator beschrieben:

T=p-Ag,)e+q- (¥, )b =p-1p) (el +q-¥) (V]

Zusammenfassung: In der Quantenphysik werden Zustédnde durch Dichtematrizen, sprich: Dichte-
operatoren (T mit T > 0 und Tr T = 1) beschrieben. Dabei ist Tr AT der Erwartungswert von A im
Zustand, der durch T beschrieben wird. Fiir Vektorzusténde (reine Zusténde) ist T' = (¢, -) ¢ und
flir gemischte Zusténde hat das T eine &hnliche Struktur wie im obigen Beispiel:

T=> Mlpn ) ex
k

Man sieht, dass gemischte Zustéinde Uberlagerungen von Vektorzustinden sind.

3. Ist T' ein Dichteoperator und A € B(H), dann sind TA und AT nuklear und Tr AT = TrTA ist
wohldefiniert. Wenn aber — wie in der Quantenmechanik fast immer — A ein unbeschrénkter Operator
ist, dann kénnen nicht beliebige Dichteoperatoren T" mogliche Zustédnde représentieren. Man kann
dann hochstens solche T' nehmen, bei denen AT und T'A wieder nuklear sind.

4. In der Quantenstatistik ist der wichtigste Zustand der sogenannte Gibbs-Zustand. Sei H = H* der
Hamiltonoperator des betrachteten Systems. Dann wird der Gibbs-Zustand wie folgt beschrieben:
— e_B‘H
T TreBH

In 3 gehen die inverse Temperatur und die Boltzmann-Konstante ein. Das Problem: Was ist exp (—( - H)
fiir das unbeschrankte H?
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24 Bemerkungen zum Spektraltheorem

Das Spektraltheorem ist das zentrale Theorem {iber selbstadjungierte und normale Operatoren im
Hilbertraum. Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen sind zwei Fragenstellungen:

1. Wie kann man die Diagonalisierung selbstadjungierter Operatoren im endlichdimensionalen Raum
bezichungsweise kompakter Operatoren im Hilbertraum auf beliebige selbstadjungierte /kompakte
Operatoren verallgemeinern?

2. Wie kann man fiir moglichst viele Funktionen f einen Kalkiil entwickeln, der f(7') fiir selbstad-
jungierte T' = T™ liefert?

Beispiel 24.1 Idee zu endlichdimensionalen Féllen

Sei T =T*und T = Z?:l Aj - Pj. A sind die paarweise verschiedenen Eigenwerte mit den paarweise or-
thogonalen Projektionen P;. Was ist f(T)? Fir welche f lésst sich dieser Ausdruck bestimmen? Die einzige

verniinftige Definition ist:

FT) =" f(\) - P
Das geht fiir alle Funktionen f, die auf o(T") definiert sind. f kann also etwa ein beliebiges Polynom sein, zum
Beispiel p(z) =ap+ a1 -2+ ... +ap,-2" Dann ist p(T) = ag+a; - T + ...+ a, - T" fiir jeden Operator T
wohldefiniert. Das heifét, fiir selbstadjungierte Operatoren T kann man p(T) bilden, ohne die Spektralzerlegung

zu kennen.

Beim Ubergang zum unendlichdimensionalen Fall treten mehrere Probleme auf. Problematisch bei
selbstadjungierten Operatoren ist immer das stetige Spektrum (denn das sind keine Eigenwerte im
engeren Sinne). Will man die Darstellung 7' = NP (fiir kompakte T') verallgemeinern, so muss
man die Summe durch ein Integral ersetzen.

Zur Motivation: Seien (P;) paarweise verschiedene Orthoprojektionen mit I = -, P;. (Diese Reihe
konvergiert nicht im Sinne der Operatornorm, sondern punktweise: ¢ = Zj Pjp.) Aus solchen P;
werden Operatoren gebaut: Bilde mit der beschrinkten Folge (u;) die Summe »_; pi; - Pj. Das liefert
auf alle Félle einen beschréankten Operator A im Sinne von:

Ap=> i Pip  (x)
J

Die p1; sind dann Eigenwerte von A.

Definition 24.1

Sei H ein Hilbertraum. Eine Familie (E())) er von Orthoprojektoren heifst Spektralschar (manch-
mal auch: Zerlegung der Eins), wenn gilt:

1. E(-) ist monoton wachsend: F(\) < E(u) fiir A < g im Sinne von E(A)H C E(u)H.

2. Es existieren m, M € R mit m < M, sodass E(A) =0 fir A < m und E(\) = I fir A > M ist.
Man sagt, die Spektralschar ist auf [m, M| konzentriert.

3. Die Zuordnung A — E()) ist rechtsseitig stetig, das heifit: E(\) = E(A +0) = lim,,_,x10 E(u).
Auch diese Konvergenz ist nur punktweise, d.h. es ist E(X)p = lim, x40 E(u) e fiir alle p € H.)
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1. Will man diese Theorie auch fiir unbeschrinkte Operatoren entwickeln, so ersetzt man die zweite
Bedingung durch:

lim EA)e=0 und lim EN)p=¢ VpeH
A——o00 A—00

2. In der dritten Bedingung ist die Rechtsstetigkeit lediglich eine Vereinbarung. Man kann stattdessen
auch linksseitige Stetigkeit fordern; dann &ndert sich aber in Formeln mit der Spektralschar hiufig
etwas.

3. Beim Riemann-Stieltjes-Integral haben wir [ f dg fiir monoton wachsende Funktionen g betrachtet.
Bei der Bildung der Riemann-Stieltjes-Zwischensumme haben wir Intervallen nicht die normale
Lénge, sondern eine ,Masse“ zugeordnet. Das geht hier analog: Einem Intervall wird ein Projektor
zugeordnet. Genauer geht das mit der rechtsseitigen Stetigkeit so:

A=(ui — B(A) = B(x) - B
A=(\up) — EA):=Eu-0)—EQ\)
A=[\p) — EA):=E-0)—EAN-0)
A=[\p] — E(A):=Ep)—EAN-0)

(Damit diese Definitionen sinnvoll sind, muss man teilweise noch zeigen, dass Ausdriicke der Form
E(p — 0) wieder Orthoprojektionen sind.) Insbesondere hat man also E({u}) = E(u) — E(n—0) =
E(p+0) — E(p — 0). Sprungstellen in der Spektralschar sind typisch fiir Eigenwerte.

Beispiel 24.2 Endlichdimensionaler Fall

A 0 0 0 O
0 X 0 0 O
T=]10 0 X 0 O
0 0 0 X3 O
0 0 0 0 As

sei ein Operator in Matrixdarstellung. Die Projektoren auf die zugehorigen Eigenrdume sind gegeben durch:

Py und P = und P; =

Il
O O O O
O O O O O
O O O OO
O OO OO
O O O OO
O OO OO
O O O = O
OO = OO
O O O OO
O O O OO
O O O OO
OO O OO
O O O O O
o= O O O
— O O O O

Nun ist offensichtlicherweise T' = A1 - P; + A2 - P> + A3 - P3. Aus den P; konstruiert man nun wie folgt das zu
T gehorende Spektrum: (Es wird spéter klar, warum dieses Spektrum zu T' gehort.)

E(\):= Y P
e

Man erhélt eine Art Treppenfunktion, zum Beispiel fiir Ay < Ay < A3:

0 A<\
E(/\)* P A <A< A
| A+R Aa <A< s

P+P+Py=1 A>)3

Das weitere Vorgehen orientiert sich an folgenden Kernfragen:

1. Wie integriert man beziiglich E()), d.h. was sind [ A dE(X) und [ f(\) dE(X)?
2. Wie findet man zu einem 7' = T* eine Spektralschar E()), fiir die gerade [ A dE(X) = T ist?
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Wir betrachten nun einen beliebigen kompakten Operator T' = T* mit (\x) als Folge der Eigenwerte.
Mit Py ist wieder die Projektion auf den Eigenraum zu A\ bezeichnet. Das Spektrum hat dann folgende
Gestalt:

Z Py A<0
B()) = { A=A

I— S P, A>0
kA >

Diese Schreibweise umgeht bis auf A = 0 unendliche Summen.

Theorem 24.2 Integration beziiglich einer Spektralschar

Jede Spektralschar (E(\))xer, konzentriert auf [m, M], entspricht genau einem selbstadjungierten
Operator T' € B(H):

M
T= [ AdE()  (24.1)
J,

Auferdem gilt fiir jede auf [m, M] gegebene Funktion f:

M
F(T) = / FOVAEQ)  (242)
m—0

Die Integrale (24.1) und (24.2) sind als Grenzwerte der entsprechenden Zwischensummen im Sinne
der Operatornorm zu verstehen.

Beweis
Die Beweisidee ist, die {iblichen (Riemann-Stieltjes-)Zwischensummen zu verwenden: Sei m; < m.

Z:{mlz)\0</\1<...<)\n:M}

ist eine Zerlegung von [mq, M] mit der Feinheit d(Z), das ist: das Minimum der Léngen der Intervalle
Ag = (Mg, Agg1] (mit £ =0,1,...,n—1), welche beliebig wihlbare Zwischenpunkte A, € Ay enthalten.
Nun ist die Zwischensumme:

n—1 n—1
Sz =3 M- [EQwsr) — EOw)] = S M- B(A)
k=0 k=0

Die Zwischensumme ist ein beschrankter selbstadjungierter Operator. Jetzt kann man zeigen, dass diese
Zwischensumme fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z,,) (d.h. d(Z,) — 0) beziiglich der Operatornorm eine
Cauchyfolge in B(H) bildet. Da B(H) beziiglich der Operatornorm vollstandig ist, existiert ein Operator
lim,,_,o, Sz, =: T. Das schreibt man natiirlich in der Kurzform (24.1). Man muss m; < m wiahlen,
weil fiir das Intervall (g, A1] im Falle m; = m der Punkt m, das heift der Orthoprojektor E({m})
nicht beriicksichtigt wiirde. (24.2) erhélt man analog durch die Betrachtung der Zwischensummen:

n—1
Sz =Y F(N) - E(Ay)
k=0
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1. Die in der Definition der Spektralschar auftretenden m und M kénnen ,optimal“ definiert werden:
m=sup{m: E(m)=0} und M:inf{M:E(M):I}

2. In der Formulierung des Theorems gibt es eine Feinheit. Die Formel (24.2) kann in zweifacher Weise
gelesen werden.

Zum einen kann man T durch (24.1) als Grenzwert der Zwischensummen erhalten. Da die Zwischen-
summen zu (24.2) wieder konvergieren, bezeichnet man den Limes sinnvollerweise mit f(7').

Zum anderen kann man 7" aufgrund von (24.1) als bekannt voraussetzen. Dann ist fiir jedes Polynom
p klar, was p(T) ist. Wenn p nur reelle Koeffizienten hat, dann ist p(T) selbstadjungiert. Nun
kommt der weierstralische Approximationssatz ins Spiel: Jede auf einem kompakten Intervall
I C R stetige Funktion f ist der Grenzwert einer Folge von Polynomen (bzgl. der gleichméRigen
Konvergenz).

Es kann bewiesen werden, dass, wenn (p,,) auf [— ||T'||, [|T']|] D o(T") gleichméfig gegen f konvergiert,
die Folge (p,(T)) bzgl. der Operatornorm eine Cauchyfolge in B(H) ist. Das heifst, es existiert ein
S € B(H) mit p,(T) — S =: f(T).

DPn gl_m> f
! (1)
pu(m) L g7

Dieser gesamte Kalkiil ist insofern in sich stimmig, dass dieses obige S = f(T') mit dem f(7T') aus
(24.2) iibereinstimmt.

3. Die Integrale in (24.1) und (24.2) haben auch eine Interpretation, die nahe am gewdhnlichen RS-
Integral liegt. Die Monotonie der Spektralschar F(\) bedeutet:

EQ) <E(p) = (o, ENp) < (0. E(n)yp)
Allgemeiner gilt fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B:
A<B & B-A>0 & (p,Ap)<{p,Byp) VYpeH

Es gilt also ||[E(N)¢| < |[E(w)¢| fir alle ¢ € H und A < p. Daraus folgt wiederum, dass die
Funktion A — ||E(A\)¢||® eine reellwertige, monoton wachsende Funktion ist. Damit ist aber das
folgende Integral als Riemann-Stieltjes-Integrale wohldefiniert:

M M
/ A E gl = / Nd{p, EQNg) Vg eH

m—0 m—0

Das analoge Integral fiir (24.2) ist auch wohldefiniert. Mittels der Polarisationsidentitét (21.5) folgt,
dass auch das Integral

M
/ Ad{p, EO)Y) Vo, €M
m—0

wohldefiniert ist. Jetzt zeigt man, dass die Abbildung H x H > (¢,9) — fW]IV[—O A d{p, E(A\)y) eine

stetige Sesquilinearform ist (d.h. die Abbildung ist in der ersten Komponente konjugiert linear und

in der zweiten Komponente linear). Damit existiert nach dem Satz von Riesz (in einer bisher nicht
. . L . M

behandelten Variante) ein selbstadjungierter Operator T mit (o, T¢) = [~ A d (¢, E(A)¢). Das

ist genau der Operator, den wir im Theorem dieser Spektralschar zugeordnet haben.

Jetzt haben wir zu jeder Spektralschar einen selbstadjungierten Operator. Man kann auch andersherum
einem selbstadjungierten Operator eine Spektralschar zuordnen. Zur Formulierung des entsprechenden
Theorems bendtigen wir einen starken Konvergenzbegriff.
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Definition 24.3 Starke Operatorkonvergenz

Man sagt, eine Folge (7},) € B(H) konvergiert stark gegen T' € B(H), wenn T, — T fir alle
¢ € H (beziiglich der Norm in H) ist.

Theorem 24.4 Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren

1. Zu jedem selbstadjungierten Operator T € B(H) existiert genau eine Spektralschar (E(\)), kon-
zentriert auf [— || T||, ||T||], sodass im Sinne von Theorem 24.3 und den folgenden Bemerkungen
die Gleichungen (24.1) und (24.2) gelten.

2. Die E()) sind Grenzwerte von Folgen von Polynomen im Sinne der starken Opertorkonvergenz.

3. Der Operator kommutiert mit der Spektralschar, und wenn ein Operator B mit 7' kommutiert,
dann auch mit der Spektralschar:®

[E(\),T]=0 und [B,T]=0 = [E()\),B]=0 VAeR

“Man sagt, E()) ist ein Bikommutant von T, und schreibt E(\) € {T}".

Beweis

1. Erneut soll nur die Beweisidee aufgezeigt werden: Alle im Folgenden auftretenden Funktionen
seien mindestens auf einem Intervall definiert, dass o (7T") enthélt, etwa auf [— ||T'|| , || T'||]. Oben war
schon beschrieben, das p(7T'), f(T') und f stetig sind. Wenn g nur stiickweise stetig ist und g(7")
definiert werden soll, dann muss man die gleichméfige Konvergenz (d.h. auch die Konvergenz
beziiglich der Operatornorm) verlassen.

Es gilt: Sei g > 0 stiickweise stetig, sodass eine monoton fallende Folge stetiger Funktionen
(fn) existiert, die punktweise gegen g konvergiert. Dann ist (f,, (7)) eine monoton fallende Folge
selbstadjungierter Operatoren, und es existiert ein selbstadjungierter Operator ¢g(7'), gegen den
fn(T') im Sinne der starken Operatorkonvergenz konvergiert. Ein Spezialfall fiir solche g ist:

(t) L= it A € R beliebi
e = mi eliebdl
A 0 t>A\ 8

Leicht findet man eine Folge (f,,) stetiger, monoton fallender Funktionen, die punktweise gegen
ex konvergiert (indem man die Stufe bei t = A abschrégt und fiir wachsende n immer steiler
werden ldsst). Wenn man ey nun so bildet, so erhélt man ein E(\) mit allen Eigenschaften einer
Spektralschar.

2. Da jedes f, ein Grenzwert einer Polynomfolge ist (im Sinne glm. Konvergenz) und ey der Grenz-
wert der f,, (im Sinne punktweiser Konvergenz) ist, ist ex(7') = E(\) der Grenzwert (im Sinne
starker Operatorkonvergenz) von Polynomen in T7).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Spektralschar und Spektrum? Wie kann die Spektralschar
in der Quantenmechanik angewendet werden? Was passiert bei unbeschrénkten Operatoren?
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Satz 24.5
Sei T =1+ = [M AdE()). Dann gilt:

1. p liegt genau dann in o(7"), wenn p in keinem Konstanzintervall der Spektralschar liegt.

Ve>0:E(up+e)—E(u—e)#0

2. pist genau dann ein Eigenwert, wenn E(u+0)—E(u—0) # 0 ist. Der Projektor E({u}) projiziert
dann genau auf den Eigenraum zu p. Die Eigenwerte entsprechen also den Sprungstellen der
Spektralschar.

1. Die Charakterisierung von p € o(T) bedeutet also: Wenn A € o(T'), dann existiert um A ein In-
tervall (A — 3, A +6) C o(T), in welchem die Spektralschar konstant ist. (Man beachte, dass die
Resolventenmenge offen ist!)

2. Fir p € 0,(T) ist E({pu}) #0.
Zum Spektraltheorem sind noch einige Ergdnzungen moglich:

1. Die Spektralzerlegung ldsst sich allgemein fiir normale Operatoren beweisen: Wenn 7' normal ist,
dann ist T7* = T*T'. Also ist die folgende Darstellung moglich:

Ty = (T +T%)/2

T=T,+i-Tp mi
14412 mit {Tg::(T—T*)/%

Hierbei sind 77 und 7% selbstadjungiert sind und kommutieren miteinander. Nun konstruiert man
aus F(-) und Es(-) eine sogenannte Spektralschare in der Ebene. Man erhélt:

T=T+iT, z/aa: dEl(ﬂf)‘/adEz(y)Jri/adEl(w)-/ay dEs(y) :/“/“Z dE — 1(z) dEs(y)

Diesen Ausdruck bekommt man als Zwischensummen folgender Art:

Doz E(Aw) =z Ei(ly) - Ea( )

k.l Kl

Hierbei ist zy; = xg; + ity € Ag ein Zwischenpunkt und Ay = I X J; ein Rechteck aus einer
Zerlegung von [—a,a] X [—a,a]. a soll so gewihlt sein, dass zum Beispiel —a < —||T||, also
a > ||T||. Mit anderen Worten: o(T) C (—a,a) X (—a,a). Das oben genannte Spektralmaft E\(-)
wird also so definiert, dass fiir ein Rechteck A = I x Jmita <z < g (=) und vy <y <4
(= J) gesetzt wird:

E(A=E((I)- Ex(J) = (E1(B) — Er(a)) - (E2(8) — Ea(7))
Hierbei ist schon beriicksichtigt, dass F1 und Es rechtsseitig stetig sind, also bei links halboffenen

Intervallen die obige Definition von Ej(I) und Es(J) gerade korrekt ist.

2. Man kann auch fiir unbeschrinkte selbstadjungierte (und in Analogie zu oben auch normale
Operatoren) eine Spektralzerlegung erhalten: Auf D(T') ist T = T™* definiert und unbeschrénkt.
Dann existiert eine Spektralschar R 3 A — E(\) mit

T = /)\dE()\) im Sinne von  (p, Tp) = /)\d||E()\)<p||2 Vo € D(T)

—00 —00
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3. Wahrscheinlichkeitstheoretischer Aspekt in der Quantenmechanik

Sei A C R ein beliebiges Intervall (oder eine andere geeignete Teilmenge) und ¢ € H mit ||| = 1.
Dann ist ||E(A)g||? die Wahrscheinlichkeit, bei Messung der Observablen T im Zustand ¢ eine
Messwert aus A zu erhalten. Im Falle A N o (7T) = @ verschwindet die Wahrscheinlichkeit.

4. Nicht behandelt werden hier insbesondere die Zeitentwicklung quantenmechanischer Systeme
(zum Beispiel e/"** fiir den Hamiltonoperator H = H*) und der Zusammenhang zwischen Schrédinger-
Bild und Heisenberg-Bild in der Quantenmechanik.
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25 Der Begritt der Holomorphie

25.1 Wiederholung: Komplexe Zahlen. Komplexe Funktionen

Es sei C der Korper der komplexen Zahlen. Wir ordnen C immer die Gaufsche Zahlenebene R? zu.
z=z+iy < (z,Y)

Die Funktionaltheorie ist die Theorie der Funktionen f : C — C. Die exponentielle Darstellung der
komplexen Zahlen sah wie folgt aus:

T=r-cose r:]z\:\/xz—i-yQ} mit —r<g<n

z=r-e¥ =1r.(cosp+ising) mit { )
y=r-singp p=argz

Damit konnen wir die Potenzen von z einfithren:
2" =" @™ =" (cos(ny) + isin(ne))

Die Gleichung w™ = z hat n verschiedene Losungen:

wy = {”/;-ez'(%Jr%) mit k=0,1,...,n—1
Eine Folge (zy,) C C mit z,, = x, + iy, konvergiert genau dann gegen z = x + iy, wenn x,, — x und
yn — y konvergiert. Unendliche Reihen und Potenzreihen ergeben sich wie bereits bekannt.

Ein Gebiet G ist eine Teilmenge der komplexen Ebene, die offen und zusammenhéngend ist. Offen
bedeutet, das fiir alle z € G ein Kreis K um z existiert, mit K C G. Zusammenhéingend heifst, dass
fiir beliebige z1, z2 € G stets eine stetige Kurve C € G existiert, die die Punkte z; und zy verbindet.

Komplexe Funktionen f bilden von G = D(f) C C nach C ab. Jedes solche f kann stets wieder als
f = u+ v geschrieben werden:

f(z) = f(x +1y) = u(z,y) +iv(z,y)

u und v sind reelle Funktionen zweier reeller Variablen.

Beispiel 25.1 Exponentialfunktion

Die Funktion f(z) = e* kann wegen e = e*T% = e% . (cosy+isiny) = e - cos y +ie” - sin y beschrieben werden

durch u(z,y) = e* cosy und v(z,y) = e®siny.

25.2 Differenzierbarkeit und Holomorphie

Sei im Folgenden stets G ein Gebiet in C.
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Definition 25.1
f : G — C heifst im Punkt @ € G komplex (oder: im komplexen Sinne) differenzierbar mit der
Ableitung f’(a), wenn der folgende Grenzwert existiert:

i £+ D) = £(0)
h—0 h

=: f'(a)

Das ist wieder dquivalent zu f(a + h) = f(a) + f'(a)h + o(h).
Es gelten die iiblichen Rechenregeln und Eigenschaften:

1. Summe, Produkt und Quotienten differenzierbarer Funktione sind wieder differenzierbar und es
gelten die {iblichen Regeln.

2. Die Kettenregel fir g : G — G; CC, f: Gy — Cund fog: G — C besagt, dass, wenn g in a
und f in g(a) differenzierbar ist, dann ist auch f o g in a differenzierbar und es gilt:

(fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a)

Eine Variante ist, dass durch z : R — C ein Intervall (a, b) auf eine Kurve C' abgebildet wird. (z ist
also eine Parameterdarstellung der Kurve.) Die Kurve liege im Definitionsbereich von f : G — C.
Ist z nach ¢ in (a,b) und f in G differenzierbar, so gilt:

d !/ /
/@) = f=(2) - 2(1)

3. Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit.

4. Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzkreises beliebig oft komplex (d.h. gliedweise) dif-
ferenzierbar.

Beispiel 25.2
1. f(z)=z2
2. f(z) = Rez
3. f(z)=Imz

Alle diese Funkionen sind nicht komplex differenzierbar. Nummer 2 betrachten wir genauer:

f(Z+h)*f(Z)_ h:h1+lh2 _(l"i’hl)*l‘ h1
h T\ z=x4iy )

hi+ihs  hy +ihs

Der Grenzwert fiir h — 0 existiert nicht. Zum Beispiel ergibt sich bei Ann&herung auf der imaginédren Achse

(h1 = 0 und hg — 0) der Grenzwert 0, wiahrend auf der reellen Achse der Grenzwert 1 entsteht.

Definition 25.2

Die Funktion f : G C C — C heift in a € G holomorph, wenn es eine Umgebung U(a) C G gibt,
in der f komplex differenzierbar ist. f heifst im Gebiet G' holomorph, wenn f in jedem Punkt a € G
holomorph ist, das heifst f ist in jedem Punkt b € G differenzierbar.

Der folgende Satz ist das erste fundamentale Resultat in der Funktionentheorie und zeigt einen ersten
gravierenden Unterschied zum Reellen.
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Satz 25.3

f=u+iv:G — Cist im Punkt a = a + i genau dann komplex differenzierbar, wenn gilt:
1. w und v sind als Funktionen zweier reller Variablen im Punkt (o, 3) differenzierbar.

2. Im Punkt («, ) sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt:
Vi = Uy DG @y = =0y (CR)

Dann gilt: f'(a) = u, (@, B) + iva(a, B) = vy, B) — ity (@, B).

Beweis

Neben f = u +4v : C — C betrachten wir noch F = (u,v)? : R?> — R2, mit den Punkten a = a + i3
und & = (a, 3)T. Entsprechend ist h = hy + iho und h = (hy, ho)”. Dann ist 25.3.1 dquivalent dazu,
dass F' in a differenzierbar ist, das heift:

F(a+h) = F(a)+ Ah+ o(||h)

Ao (U Uy
Vg Uy

Jetzt wird die Definition der Differenzierbarkeit in der Weierstrafischen Variante benutzt. f ist komplex

Das A ist gerade die Jacobi-Matrix:

differenzierbar in a@ mit der Ableitung f’(a) = b+ ic genau dann, wenn gilt:
fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+o(||h])
Unter Benutzung der Darstellung von f durch v und v ist also:
w(@+ h) + iv(a+ h) = u(a) + iv(a) + (b +ic) - (b1 + ihs) + o(||h|])

Trennt man Real- und Imaginéarteil, so kann man das schreiben als:

(o) = () + ) () ot
Durch Vergleich mit der ersten Gleichung in diesem Beweis sehen wir:

Gl =€)
Uz Uy )|, c b

Jetzt konnen wir das Ergebnis einfach ablesen:

b = ux(a,ﬂ)zvy(a,,@)
c = —Uy(a,ﬂ):%c(ayﬁ)

Damit ist (C'R) gezeigt.
]

Dieser Satz zeigt: Fiir komplexe Differenzierbarkeit reicht es nicht, dass Realteil und Imaginarteil
(beliebig gut) differenzierbar sind: Die (CR) zeigen, dass ein innerer Zusammenhang zwischen Real-
und Imaginérteil besteht. Wir miissen eine kleine Nuance beachten: Zunéchst folgt aus der komplexen
Differenzierbarkeit und der Existenz von w,,uy, v, und v, nicht die Stetigkeit der Ableitung. Spater
sehen wir jedoch, dass die Holomorphie von f auch die Differenzierbarkeit von u und v von beliebiger
Ordnung impliziert. Damit ist auch f selbst beliebig oft differenzierbar.
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Zusammenhang mit ebenen Stromungen/Vektorfeldern

Sei f in einem Gebiet G holomorph. Dann sind die Vektorfelder (u, —v)T und (v,u)” divergenzfrei und
erfiillen die Integrabilitdtsbedingung. Das entspricht genau der Aussage von (CR).

Die Umkehrung lautet: Sei @ = (v1,v2)? ein C''-Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen (also diver-
genzfreien) und wirbelfreien (also rotationsfreien) Stromung. Dann sind die Funktionen f := v; — ivo
und g := ve +iv; im Gebiet der obigen Strémung holomorph. Hierbei ist die Rotation wie folgt erklart:

Betrachte 7 als Stromung in R3, also # := (vy,v9,0)7.

rot ¥ = (0,0, (v2)z — (v1)y)

rot ¥ = div ¢’ = 0 entspricht genau den Gleichungen (C'R).
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26 Integration holomorpher
Funktionen

26.1 Komplexe Kurvenintegrale

Kurvenintegrale im Komplexen werden analog zu Kurvenintegralen in R? behandelt.

Wiederholung

Ein Weg ist eine stetige, injektive Abbildung v : [a,b0] — C. Es ist v(t) = 2(t) = =(t) + iy(¢) die
Parameterdarstellung der zugehorigen Kurve C = y([a, b]). Fast immer setzt man zusétzlich voraus, dass
~ (stiickweise) stetig differenzierbar ist. Die Begriffe der Integration iiber v und iiber C benutzen wir
synonym.

Gewdhnliche R-Integrale komplexwertiger Funktionen F' einer reellen Variablen sehen wie folgt aus:

b b b
F(t) = G(#t) +iH(t) mit tcfab = / Ft) dt = / Gt) dt +i - / H(t) dt

Definition 26.1
Sei f = u + iv eine stetige Funktion im Gebiet G C C. v € C*([a,b]) bilde [a,b] — G ab, d.h.
C :=7([a,b]) liegt in G. Unter dem Integral von f lings C bzw. ldngs v versteht man:

[ e= [ 1) az:- /b FO0) 30 dt = [ £ate) - 200 at
¥ C a a

Benutzt man f = u + iv und 2(t) = x(t) + iy(t), so ergibt sich:

b

/f(Z) dzz/[U(w(t),y(t))+iv($(t),y(t))] () +ag(t)] de
C a

Lésst man nun die Variablen der Funktionen weg, so erhélt man:

b b

/f(z) dz-/(u:t'—vy) dt+i-/(w‘c+uy) d (26.1)
C

a a

Mit dz = dz + idy ist f(z) dz = (u + iv) - (dz 4 idy) und man kann schreiben:

/f(z)dz:/(udx—vdy)+i/(udy+vdx) (26.2)
C

© c

Es gelten die iiblichen Eigenschaften:
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1. Linearitéat des Integrals beziiglich des Integranden f

2. Verkettung von Kurven: Fiir C = C; ¢ Cs ist fC fdz= fCl f dz—i—fc2 f dz. Damit ist das Integral
auch fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege erklért.

3. Das Integral fc f dz ist von der Orientierung von C bzw. v abhéngig. In unserer Definition ist ~y
also stets als orientiert zu betrachten:

/f(z) dz = —/f(z) dz
c Cc—
4. Standardabschétzung: Wenn |f(z)| < M auf C, dann gilt:
b b
/f(z) dz| < M-L(C) mit L(C)=L(y) =/|z(t) dt:/\/m'(t)2+y(t)2 dt
c a a

Diese Abschitzung hatten wir nur im Reellen. Im Komplexen sind Modifikationen nétig.

Beispiel 26.1 Fundamentalbeispiel

Wir betrachten die Kurve C = S,.(a), also den Kreis um a mit dem Radius r. Gesucht ist das Integral:

/(z—a)"dz mit nez
C

Eine Parameterdarstellung z(t) von C ist:
z(t):=a+r-e mit 0<t<2r

Fiir f(z) = (z — a)™ ist also f(z(t)) = r™ - exp(itn). AuBerdem ist Z(¢) = ir - exp(it). Jetzt konnen wir das
Integral aufschreiben. Fiir n # —1 ist:

2 2
) n+1 ) 27
/(z —a)"dz = /f(z(t) 2(t) dz = /ir"+1 it g = T it
n+1 0
c 0 0
Der Fall n = —1 muss gesondert betrachtet werden:
q 27 . i+
/ : :/%dt:%-z’
zZ—a r-et
c 0

Wie im Reellen kann das Kurvenintegral wegabhéngig sein. Es resultieren zwei Probleme (f holo-
morph):

1. Sei G C C offen. Man beschreibe alle geschlossenen Wege C in G mit fc f(z)dz=0.
2. Wie muss G C C beschaffen sein, damit [, f(z) dz = 0 fiir alle Kurven C ist?

Wir werden auf beide Fragen Teilantworten geben. Im Vordergrund steht allerdings die zweite Frage.

26.2 Cauchyscher Integralsatz. Cauchysche Integralformel

Beide Aussagen sind die wichtigsten Grundlagen der Funktionentheorie.
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Theorem 26.2 Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhéngende Gebiete
Sei G C C ein beschranktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet. f sei in G holomorph. Dann gilt
fiir jede in G liegende geschlossene Kurve C:

/f(z) dz=0
C

Insbesondere ist [, f(z) dz wegunabhéngig.

Beweis Beweiskonzept
Wenn man zusétzlich fordert, dass f’ in G stetig ist (das beinhaltet die stetige Differenzierbarkeit u
und v in G), dann ist der Beweis einfach. Betrachte dazu (26.2):

/f(z) dz:/(udx—vdy)+i/(udy+vdaz)
C

¢ c

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt fiir die beiden reellen Integrale die Wegu-
nabhéingigkeit, weil G einfach zusammenhéngend ist. Ohne diese Forderung der stetigen Differenzier-
barkeit erfolgt der Beweis i.A. in mehreren Schritten. Die gréfite Schwierigkeit ist der erste Schritt, da
der Beweis hierzu aufwandig ist.

1. Satz von Goursat: Fiir beliebige Dreiecke A C G ist [, f(2) dz = 0.

2. Nun verallgemeinert man auf fp f(z) dz =0, wobei P ein ganz in G verlaufender, geschlossener
Polygonzug ist. Zum Beweis zerlegt man das Polygon so in Dreiecke Aq,...,A,, dass P =
;" A; ist. (Hierbei muss man unbedingt die Orientierung beachten, damit sich Teilgeraden
innerhalb des Polygons wegheben.)

3. Zuletzt wird eine beliebige Kurve C durch Polygonziige approximiert: Zu beliebigen € > 0 appro-
ximiere C durch ein P(¢), dass:

/f(z)dz—/f(z) dz| < e
c P

Im folgenden fithren wir Varianten und Verallgemeinerungen dieses Satzes ein.

Theorem 26.2a
Sei G ein beschrinktes Gebiet und C C G eine geschlossene Kurve. f sei auf C stetig und im Inneren
von C holomorph. Dann gilt:

/ f(z)dz=0

@

Spezialfall

Der Rand eines einfach zusammenhéngenden Gebietes besteht aus unendlich vielen stetig differenzierbaren
Kurvenstiicken ohne gemeinsame innere Punkte. f sei in G holomorph mit auf dem Rand 0G stetig. Dann

gilt [ f(z) dz=0.
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Beweis
Die Idee ist wieder, die Kurve C durch Polygonziige zu approximieren, die innerhalb von C verlaufen
und ggf. Eckpunkte auf C haben. Dabei gibt es eine Feinheit: In den Eckpunkten liegt nur Stetigkeit
vor. Dazu kann man eine Variante des Satzes von Goursat benutzen, die zulasst, dass f in einem Drei-
eckeckpunkt nur stetig ist.

[ |

Theorem 26.2b Cauchyscher Integralsatz fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete

Sei G ein beschrianktes Gebiet, das von endlich vielen punktfremden, geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Kurven Cy, . ..,C, berandet wird. Die Kurven seien so orientiert, dass G zur Linken
liegt. Die Funktion f sei in G holomorph und auf den C; stetig. Dann gilt:

/f(z)dz:zn:/f(z)dz:0
oG

=0 C;

Man beachte, dass nun fiir G kein einfacher, sondern nur ein wegweiser Zusammenhang gefordert wird.
Anschaulich kann die Menge also auch ,Locher enthalten, die durch zusétzliche Randkurven mit entspre-
chender Orientierung definiert sind.

Beweis Beweisidee fiir einen Spezialfall

In der Menge liege nur ein ,,Loch“ vor, es handle sich anschaulich also um einen ,Ring*. Wir stellen uns
einen Schnitt von der dufleren Kurve Cy bis zur inneren Kurve C; vor. Zur Berandung des Gebietes
gehen wir zuerst Cy ab, dann den Schnitt Cs zu Cy, dann C; selbst, und dann entlang des Schnittes Cg
zuriick zu Cy. Es entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, denn: Fiir einfachen Zusammenhang
wird gefordert, dass jede geschlossene Kurve auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne G
zu verlassen. Das ist jetzt moglich, da wir den ,Ring* an einer Stelle zerschnitten haben.

Auf das Gebiet G' = G \ Cs mit der neuen Randkurve Cy & Cs @ C; @ C; kann nun das Theorem
26.2a angewendet werden, welches zu [, ac f(2) dz = 0 fiithrt. Dabei wird der Schnitt Ca zweimal in
entgegengesetzter Richtung durchlaufen; die Integrale iiber Cs heben sich also weg. Es bleibt:

/f(z)dz:/f(z)dz:o
oG

oG’

Dieses Konzept kann man auf endlich viele ,Locher verallgemeinern, indem man alle Locher mit
Schnitten verbindet.
|
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Folgerung 26.3

1. Sei G ein beschrianktes Gebiet und f in G holomorph. Ferner seien C; und Cy zwei geschlossene,
ganz in G verlaufende, punktfremde, stiickweise stetig differenzierbare Kurven, die sich stetig
ineinander deformieren lassen. (Man sagt, C; und Cy sind homotop.) Dann gilt, wenn beide
Kurven im selben Sinn durchlaufen werden:

2. Seien G und f wie oben, a € G und C eine geschlossene Kurve in G, die im Inneren den
Kreis K, (a) enthilt. 0K,(a) = Sy(a) und C seien homotop und werden in gleicher Richtung

durchlaufen. Dann gilt:
f(2) _ f(z) N
C/Mdz—/@_@ndz fi

Sr(a)
Insbesondere ist:
1 1
/ dz = / dz =27 -4
zZ—a zZ—a
C Sr(a)

Beweis

1. Wir haben ein Gebiet mit einigen ,,Lochern®. C; liegt in G und enthilt Cs, aber keine ,Locher”.
Im zweiten Fall liegt dieselbe Situation vor, jedoch enthalten C; und Cs eins der ,Locher. Im
ersten Fall folgt [, f(2) dz = [, f(2) dz sofort. Problematischer ist die zweite Situation, diese
kann man aber mit einem Schnitt Cs zwischen C; und Cs entschérfen. Es entsteht ein einfach
zusammenhdngendes Gebiet, in dem f holomorph ist. Also kann man 26.2b auf den Rand C; &
Cs®C, ®C; anwenden. (Die Orientierung von Cy muss gedndert werden, damit die umschlossene
Menge zur Linken liegt.) Wiederum fallen Integrale iiber Cs weg; wir erhalten:

oG’

/f(z) dz:/f(z) dz—i—/f(z) dz=0 = /f(z) dz=— [ f(») dz:/f(z) dz
& 5 G -

2

2. Nun liege in G eine Kurve C (die keine ,Lécher umschliefte) und darin der Kreis K, (a) mit dem
Rand S,(a). Betrachte G := G \ {a}, dieses Gebiet ist nicht mehr einfach zusammenhéngend. In
G ist die Funktion f(z)/(z —a)" fiir n € Z holomorph. Alle Behauptungen folgen aus dem ersten
Teil; den Wert des letzten Integrals hatten wir bereits im Beispiel 26.1 abgeleitet.

Beim Cauchyschen Integralsatz 26.2 kann man weder den einfachen Zusammenhang noch die Beschrankt-
heit weglassen. Fiir den einfachen Zusammenhang sieche das Fundamentalbeispiel 26.1. Die Erkenntnis,
dass die Beschrankheit vital ist, ist problematischer. Diesen Punkt diskutieren wir bei der Einfiihrung des
Punktes ,,Unendlich*.

Analog zum Reellen kann der Begriff der Stammfunktion eingefithrt werden.
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Definition 26.4

Sei f eine in einer offenen Menge U C C stetige Funktion. Mann nennt f in U/ integrabel, wenn es
eine in U holomorphe Funktion F gibt mit F’ = f. F heifst Stammfunktion von f (in U).

Satz 26.5 Eigenschaften der Stammfunktion

1. Sei G beschriankt und einfach zusammenhéngend, und f in G holomorph. Fiir einen festen
Punkt zp € G ist das folgende F' eine Stammfunktion von f:

Integral ldngs einer beliebigen Kurve
C C G, die zg und z verbindet

F@%z]f@ﬁK (

2. Zwei Stammfunktionen F; und F5 von f unterscheiden sich nur um eine Konstante.

3. Ist F eine beliebige Stammfunktion von f, und C eine Kurve in G mit dem Anfangspunkt z;
und dem Endpunkt zo, dann gilt:

/&«wsz@g—F@n
C

Beweis
Wir setzen zusétzlich voraus, dass v und v (aus der Darstellung f = u + iv) stetig differenzierbar ist.
(Dass f holomorph ist, impliziert ja nur totale Differenzierbarkeit von u und v sowie (CR).)

1. Mit f(z) = u(x,y) +i-v(x,y) und d¢ = dx + idy erhilt man wieder die Formel (26.2):

F(z):/z(udxudy)+i./z(vdx+udy)

Die beiden Vektorfelder (u, —v)” und (v,u)” erfiillen in G die Integrabilititsbedingungen (siche
Potential zu Vektorfeldern in Kapitel 8.3) wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen. Also haben beide Vektorfelder stetig differenzierbare Potentiale U und V.

U(m,y)—/(udx—vdy) und V(w,y)—/(v dz + u dy)
20 %
Es gilt weiterhin U, =V, = w und Vi = —Uy = v. Das heikt, dass F' = U + iV stetig differen-

zierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt; also ist F' holomorph
mit F/ =U, +iV, =u+iv = f. Also ist F die gesuchte Stammfunktion.

2. Der Beweis geht genau wie im Reellen.

3. Wir nehmen die Punkte zg, 21 und z5. Ein Kurve C verbindet z; und zo. Ein zweite Kurve lauft
von z1 nach zg, dann nach 25 und schliefst mit C~ wieder zu z1. Sei F' 0.E.d.A. die Stammfunktion
aus dem ersten Teil. Nach dem Integralsatz 26.2 gilt:

/f(z) dz—i—]of(z) dz+]2f(z) dz =0 = /f(z) ds = 7f(z) dz— 71’(2) dz = Fz) — F(z1)
c— 21 20 C 20 20




26.2 Cauchyscher Integralsatz. Cauchysche Integralformel Seite 61

Die Voraussetzungen im vorigen Satz sind eigentlich zu stark. (Sie werden benutzt, damit man besonders
den Zusammenhang mit Potentialen sieht.) Man kann den Satz auch wie folgt abschwiichen.

Satz 26.5a

Sei G ein Gebiet und f in G stetig. Fiir jede geschlossene Kurve C C G sei fc ) dz = 0. Dann hat
f auf G eine Stammfunktion.

Beweis
a € G fest, z € G beliebig. Sei C, eine Kurve, die ¢ mit z verbindet. Setze:

~ [1©ac- jf(C) a
C, a

Zu zeigen ist, dass F eine Stammfunktion von f ist, das heifst: F'(z9) = f(z0) fiir alle zgp € G. Fiir
ein z, dass hinreichend nah bei zy liegt, liegt die Strecke ZZg ganz in G. Dann gilt fiir die folgende
geschlossene Kurve:

C=C-07zz0dC,y CG = /f(z)dz:()

F:) - Flao) = [ 1@ dz= [5G de= [ 1) a
C. Cz o

Das verbleibende Integral lasst sich einfach berechnen, da durch z(¢) = zo +¢- (z — 20) (auf [0, 1]) eine

Dann gilt:

Parameterdarstellung von zyz vorliegt.

1 1
F(z) /fzo+t (z—20)) - (2 — 20) dt = (2 — 20) /fzo—l—t (z —2p)) dt
0 0

=:A(z)

Hierdurch ist eine Funktion A : C — R definiert, fiir die A(z9) = f(z0) gilt. Wir zeigen, dass A in zp
stetig ist, denn dann folgt:

lim AG) = A > DRI e O30 e = pe) = ) = )
Es gilt:
1 1 1
|A(z) — A(z0)| = /f(zo +t(z — 20)) dt — /f(zo) dt| < Juax |f(z0 +t(z — 20)) / dt
0 0 o

1

Da f stetig ist, wird der rechts stehende Ausdruck klein, wenn z nahe an zj ist, also ist A stetig in zg.

Theorem 26.6 Cauchysche Integralformel

Sei G C C ein beschrianktes Gebiet, f in G holomorph und C C G eine geschlossene Kurve, deren
Inneres ganz in G liegt. Dann gilt fiir alle z im Inneren dieser Kurve:

= / Flac (269)



26.2 Cauchyscher Integralsatz. Cauchysche Integralformel Seite 62

Beweis
Sei K,(z) ein Kreis im Inneren von C, mit der Randkurve S, (z). Nach Folgerung 26.3.2 gilt:

/c— C‘/q— C‘/“gf d“/c— *)

%,_/
=27i-f(2)

Das erste Integral konnen wir mithilfe der Kurvenlédnge L(S,(z)) = 2mr abschétzen. Zusétzlich nutzen
wir aus, dass auf S,(z) gilt: |[1/({ — 2z)| = 1/r = const.

MO o < 2 oamr- sup 1700 = 1)1 =20

-z CeSr(2)

Sr(2)

In (*) kénnen wir nun r gegen Null gehen lassen und erhalten:

/c a¢ = 2mi - (2)

Sr(z)

Theorem 26.6a Allgemeine Cauchysche Integralformel

G und f mogen die Voraussetzungen von Theorem 26.2b erfiillen. (Also: G C C ist ein beschrénktes
Gebiet, f ist auf G holomorph und auf dG stetig.) Dann gilt:

1 [Q) 4 )@ 2€C
p aég_zdg {0 L iT (26.4)

Auch hier ist das Konzept, durch Schnitte zwischen Berandungskurven von G ein einfach zusammen-

Beweis

héngendes Gebiet zu erzeugen. z soll auf keinem der Schnitte liegen.

e Fiir z € G kann 26.6 angewendet werden.
e Fiir z € 0G ist keine allgemeine Aussage moglich.

e In dem Falle, das 2 ¢ G ist, ist der Integrand auf OG stetig und in G holomorph. Auch hier kann
man die passende Variante des Cauchyschen Integralsatzes anwenden.

zur Interpretation von (26.3) und (26.4)

Die Funktionswerte einer holomorphen Funktion sind durch die Werte auf dem Rand eindeutig bestimmt.
Spéter werden wir sogar sehen, dass filir zwei beliebige holomorphe Funktionen ein kleines Intervall oder
sogar eine konvergente Punktfolge geniigt, auf dem beide Funktionen gleich sind, damit die Funktionen
insgesamt gleich sind.
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Beispiel 26.2 Anwendung zur Cauchyschen Integralformel
eZ
—d
z-(1—2)3 :
|2]=1/2

ist zu berechnen. Hierbei ist e* = > /2™ /n! wieder die Exponentialfunktion, definiert als analytische Funk-
tion mit unendlich grofem Konvergenzradius. Analog definiert man sin z und cos z durch Potenzreihen. Diese
Funktionen sind alle auf dem ganzen C holomorph. Wir benutzen nun die Cauchysche Integralformel:

f(a>=;ri-/<f(fldc
C

Zur Anwendung in unserem Beispiel setzen wir a = 0 sowie f(z) = e*/(1 — z)® und integrieren {iber die Kurve
C = 51/2(0). f(2) ist im Kreis S;/5(0) natiirlich holomorph.

10 =5 [ g

S1/2(0)

Rechts steht bis auf den Divisor 27i genau das Integral, was wir suchen. Dessen Wert ist deswegen 2.

Eine holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar. In Kapitel 28 wird auf anderem Wege gezeigt,
dass f sogar analytisch ist. Der folgende Satz zeigt, analog zur reellen Variante, dass man Integration
und Differentiation miteinander vertauschen kann.

Satz 26.7

Sei f eine Funktion von zwei komplexen Variablen w € C und z € G, wobei C eine kompakte
Kurve in G ist. f sei in z und w stetig und fiir alle z € G nach z stetig differenzierbar. Dann ist
F(z) := [, f(w, z) dw fiir alle z € G komplex differenzierbar und es gilt:

g s QIR 0f(w,z)
F(z)—dz—/az dw
C

Zum Beweis muss man den Differenzenquotienten direkt abschétzen.

Theorem 26.8 Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen einer holomorphen Fkt.
Jede in G holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar. Fiir z € G und K, (z) C G gilt dann:
|
)y (O ;
'™ (2) 5 = ¢ fir neN (26.5)
Sr(2)
Beweis fiir n = 1, Verallgemeinerung iterativ

Betrachte die Cauchysche Integralformel in der Form:
1 f(w)
- — .| 172 g
1(z) 211 / w— 2z v
Sr(z)

Das obige Integral erfiillt alle Voraussetzungen des Integranden in Satz 26.8. Der Integrand ist sogar
beliebig oft nach z differenzierbar. Die Ableitung sieht wie folgt aus:

ST(Z) S’V‘(Z)
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Es existiert eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes.

Satz 26.9 Satz von Morera

Sei G C C ein Gebiet und f in G stetig so, dass [ f(z) dz lokal wegunabhingig ist, das heifit: Zu
jedem Punkt zg € G gibt es einen Kreis K C G um zp, in dem [ f(z) dz wegunabhéngig ist. Dann
ist f in G holomorph.

Beweis
Aus dem Satz 26.5 (allgemeine Variante) folgt, dass f in K eine Stammfunktion F' besitzt, das heift,

dass F'(z) = f(z) fir alle z € K ist. Das heifit F' ist in zp (sogar in K) holomorph, also ist auch f in

zo holomorph. Da zg € G beliebig ist, ist f in ganz G holomorph.
|
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27 Einige elementare Funktionen

Unproblematisch sind Polynome in z und rationale Funktionen. Die wichtigsten Beispiele holomorpher

Funktionen sind die Potenzfunktionen.

27.1 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Betrachte die bekannte Potenzreihe:

o0 n

E(z) =Y % (27.1)

n=0

Diese Potenzreihe konvergiert in ganz C und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Wir schreiben

dann auch E(z) =: ¢*. Wir wollen einige einfache Eigenschaften der Exponentialfunktion aufschrei-
ben:
1. E'(z) = E(z) (durch gliedweise Differentiation von (27.1))
2. E(0) =1 (trivial)
3. E(z) # 0 fir alle z € C (nicht trivial)
Betrachte zum Beweis die Funktion f(z) := E(—z)- E(w + z) mit einem beliebigen festen w € C.
Mit der Produktregel und der Eigenschaft 1 erhalt man:
f'(2) =—E(-2)-B(w+z2)+ E(—z2) - E(w+2) =0
f ist konstant, der Wert dieser Konstante ergibt sich aus:
E(—z)-E(w+z) = f(0) = E(w) (27.2)
Fiir w = 0 ist im Speziellen:
E(—2)-E(z) =1 (27.3)
Dies gilt fiir alle z € C, somit muss F(z) # 0 sein.
4. Es gilt das bekannte Exponentialgesetz:
E(z4+w) = E(z) - E(w) (27.4)
Im Kapitel 3 wurde dies durch Reihenmultiplikation gezeigt. Mit (27.2) und (27.3) ist es einfacher:
E(=2) EGz+w) =21 Bw) Y B(—2) - BEG) - B(w)
5. Aus (27.3) folgt unmittelbar F(—z) = E(z)~!.
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Bevor wir weitere Eigenschaften untersuchen, werden die sin- und cos-Funktionen eingefiihrt.

. . S (_1)n 2n+1
sin z = ZO m A (275)

- (1"
N — 2n
cos z 1= Z o) z (27.6)
n=0
Beide Funktionen sind auf dem gesamten C konvergent und holomorph. Es gilt:
1. sin(—z) = —sinz und cos(—z) = cos z
2. (sinz)’ = cosz und (cosz) = —sinz

Aus den Formeln (27.5) und (27.6) erhalt man:
cos z + isinz = e (27.7)

Jetzt kann die Exponentialfunktion durch Sinus und Kosinus ausgedriickt werden. Umgekehrt gilt:

eiz + e—iz eiz o e—iz
=— d ing=—— 27.8
cos z 5 un sin z 5 (27.8)
Satz 27.1 Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion

1. Die einzigen Perioden der Exponentialfunktion F sind die Zahlen 2kmi mit k € Z.

2. Der Wertebereich von E ist W(E) = C\ {0}. Genauer gibt es zu jedem w € C\ {0} genau ein
z aus dem Fundamentalstreifen S := {z € C: —7 < Imz < 7w} der Exponentialfunktion mit
E(z) =w.

3. Durch die Abbildung z +— e* wird das Innere von S eineindeutig (und konform) auf die langs
der negativen reellen Achse aufgeschnittene komplexe Ebene C \ {z € R : 2 < 0} abgebildet.

Beweis

1. Seien 21,29 € C mit E(z1) = E(22), also E(z1 — z9) = 1. Wir setzen w := 21 — 290 = x + iy. Es
ist zu zeigen, dass w = 2kmi ist.

E(w)=¢e"=¢€"-(cosy+isiny) =1 = e“-cosy=1 und €* -siny=0

Somit muss siny = 0 sein, das heift y = I7 mit [ € Z. Zudem muss cosy > 0 sein (da sowohl
e” als auch das Produkt aus beiden positiv ist). Um dies zu erfiillen, muss [ = 2k sein. Dann ist
cosy = 1, also €* = 1 und somit x = 0.

2. Aus 1. folgt, dass jeder Wert von E bereits in S angenommen wird. Um den Wertebereich zu
finden, geniigt es also, den Bereich S zu betrachten. Auf S ist £ zudem injektiv, denn: Wenn
es 21,29 € S gibe mit E(z1) = E(z2), dann miisste z; — zo = 2kmi sein. Damit beide Punkte
in S liegen, muss k = 0 sein, somit ist wieder z; = za. Zu zeigen: E bildet auf C\ {0} ab. Sei
w € C\ {0}. Dann existiert genau ein y € [—m, 7] C S mit y = argw. Setze = := In|w| € R.
Dann gilt fir z = = + iy:

E(z)=¢" = ety — olnjuwl (cosy + isiny) = |w| e —
Jetzt miissen wir noch zeigen, dass die Null nicht zum Wertebereich gehort:

VzeC: [e*]=1e"|=e¢">0 = 0¢W(E)
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3. Konformitit (Winkeltreue der Abbildung) liegt vor, da die Ableitung nirgends verschwindet
(Beweis fiir diesen Satz hier nicht):

VzeC: (ef) =e"#0

Zum Beweis verbleiben die Aussagen iiber die Abbildung des Inneren von S. Jede zur x-Achse
parallele Gerade {x + iyo : x € R} wird eineindeutig abgebildet auf einen vom Nullpunkt ausge-
henden Strahl {¢ cosyg + itsinyg : t = * > 0}. Dabei werden die beiden Geraden fiir y = +m auf
{z: Rez <0, Imz = 0} abgebildet.

27.2 Die Logarithmusfunktion

Bei der Betrachtung der Umkehrfunktion treten typische Probleme auf, die zu ganz eigenstédndigen
Teilgebieten der Funktionentheorie fithren (siehe zum Beispiel: Riemannsche Flachen). Fiir einen Punkt
w € C\ {0} definieren wir folgende Menge:

Logw := E~Y(w) = {2 € C: E(2) = w}

Das heift, fiir zg € Logw ist Logw = {20 + 2k7i: k € Z}. Wenn w = r - ¥, —1 < ¢ < 7, dann ist
Logw = {lnr + ip + 2k - imw, k € Z}. Zum Beispiel ist Log 1 = {2kni : k € Z}.

Allgemein wiirde man eine Funktion f als Umkehrfunktion von E bezeichnen, wenn E(f(z)) = z fiir
alle z # 0 ist. Folglich muss f(z) € Log z sein. Das Problem ist, dass es auf einem Gebiet G C C\ 0
unendlich viele Funktionen gibt, die obige Gleichung erfiillen. Die meisten dieser Funktionen sind
unstetig. Die Umkehrfunktion aber soll mindestens stetig sein.

Definition 27.2

Unter einem Zweig der Logarithmusfunkion in einem Gebiet G C C\ {0} versteht man eine in
G stetige Funktion f, fiir welche f(z) € Logz fir alle z € G gilt. Die in C \ R_ definierte Funktion

Inz=Inr4+ip mit —-7<ep<m und z=r- ¥

heiftt Hauptzweig der Logarithmusfunktion.

Man definiert héufig Ln auch fiir z € R_ durch Lnz =Inr + ¢ = Inr + i7.

Worin besteht der Witz dieser Definition? Um eindeutig eine in G stetige Funktion f mit f(z) € Log z
zu definieren, muss man in der Lage sein, fiir z € G das Argument arg z so festzulegen, dass z +— arg z
stetig wird. Betrachten wir den Hauptzweig, d.h. wir suchen die Werte in S. Angenommen, wir hétten
z € R_ und betrachten die Umgebung U(z) und deren Bild. Dieses Bild ist in zwei Teile zerteilt, eines
an der ,,Oberkante” von S und eines an der ,,Unterkante* von S.

Wir haben es in Zukunft immer mit dem Hauptzweig zu tun. Jeder Zweig f der Logarithmusfunktion
ist in seinem Definitionsbereich holomorph mit f’(z) = 1/z. Die iiblichen Logarithmusgesetze gelten im
Komplexen nicht mehr. Wie im Reellen nutzt man die Logarithmusfunktion, um allgemeine Potenzen
zu definieren: Fiir a € C\ {0} setze

a’ = B(b- f(a)) = "/
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Als Zahlenmengen hétte man {ab} = ePloge Wihlt man den Hauptzweig f der Logarithmusfunktion,
dann ist:

ab — eb-lnoL
Beispiel 27.1 Zwei triviale Beispiele

o Fir z=1dist r =1, Inr =0 und args = n/2. Damit ist Lni =Inr +ip =i - 7/2.

° 31 — ei-LnS — ei-ln3
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28 Einige Anwendungen der
Cauchyschen Integralformel

Lemma 28.1
Sei h : Sy(a) — C stetig. Dann besitzt die Funktion:

H(z) = / ?(_Cldg
Sr(a)

die beiden folgenden Reihenentwicklungen:

1. Im Innengebiet {z : |z —a| < r} ist

I
—
I

|
S
SN—
N
+
=
(o}
Iy
—

[\)

ge

—_

N—

H(z)= Zak (z—a)® mit a
k=0

Diese Reihe konvergiert gleichmdflig in jedem Kreis {z : |z —a| < r; < r}.

2. Im Aufengebiet {z : |z — a| > r} gilt:

mit by = — / h(C)-(C—a)f™td¢ (282

k=1 5.(a)
Diese Reihe konvergiert gleichmdffig in jeder Menge der Form {z : |z — a| > r9 > 1}.

Beweis durch Standardtrick mit der geometrischen Reihe
Sei z im Inneren, das heift |z — a| < |¢ — a| = r. Dann gilt:

1 1 R S S B N e A R = Gt
(-2 (-a)—(2—a) (-a 1-22 (-a Z<C—a) _Z(C—a)’“+1

¢—a k=0 k=0

Diese Reihe konvergiert gleichméfig, wie in 1. beschrieben. Damit kann man Integral und Summe
vertauschen. Dann ist:

h = h
R R
Sr(a)

Sr(a) k=0

> h
ac=>" /(C_((f))kﬂdg (z—a)k

k=0 15, (a)

Im Aufengebiet gilt |z — a|] > | — a] = r und damit in Analogie zu innen:

I 1 1 1 — ((—a)*
(—=z2 (g—a)—(z—a)__z—a.l_g:g__kzzo(z_a)kﬂ
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Satz 28.2

Jede in G holomorphe Funktion f besitzt innerhalb jedes Kreises K,(a) C G eine Potenzreihenent-
wicklung;:

f) =) ar-(z—a)f  (283)
k=0

Die Potenzreihe konvergiert im groften Kreis (dem Konvergenzkreis), der noch ganz in G liegt. Die
Entwicklung (28.3) ist die Taylorentwicklung von f an a und es gilt:

_ f®(a)

=

(28.4)

Insbesondere ist also jede holomorphe Funktion analytisch.

Beweis
Man wende das Lemma 28.1 auf die Funktion H = f/27i an. Dann erhélt man geméaf der Cauchyschen
Integralformel:

2772'-H(z):f(z)=21m'/g(_02d§
Sr(a)

Man erhélt sofort die Gleichung (28.3). Die Koeffizienten aj, ergeben sich entweder aus der Formel fiir
ay in (28.1) und der Cauchyschen Integralformel fiir die Ableitungen, oder aus der Tatsache, dass man
die Potenzreihe im Inneren gliedweise beliebig oft differenzieren kann.

1. Auf dem Rand des Konvergenzkreises liegt mindestens ein Punkt, in dem die Funktion nicht holo-
morph ist. Wenn nicht, kdnnte man einen noch gréfteren Kreis wéhlen, der immer noch ganz in G
liegt.

2. Wenn f in eine Potenzreihe entwickelt ist, welche den Konvergenzkreis K r(zg) besitzt, dann ist f
auch an einem beliebigen z; € Kgr(zp) entwickelbar. Die neue Potenzreihe hat den Konvergenzradius
r, welchen man wie folgt abschitzen kann:

T‘ER—|21—Z()|

Beispiel 28.1 zum zweiten Bemerkungspunkt

Die reelle Funktion f mit f(z) = 1/(1 + 22) lésst sich an z = 0 entwickeln zu:

o}

fl@) = (-1 -a®
n=0
Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist 1, was im Reellen unverstédndlich ist, schlieklich ist f auf ganz
R definiert, also sollte f in jedem Punkt zg € R entwickelbar sein. Im Komplexen hingegen wird die Grofe
des Konvergenzradius sofort deutlich, da die Funktion bei z = —i und z = ¢ Singularitdten hat. Wenn wir die
Funktion nun in einem anderen Punkt 2’ # 0 entwickeln, kann der Konvergenzradius so grof gewéahlt werden,
dass z = —i und z = ¢ gerade vom Konvergenzkreis ausgeschlossen sind. Damit kann man schrittweise jeden

Punkt des C (auker z =i und z = —i) mit Potenzreihenentwicklungen von f versehen.
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Satz 28.3 Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen (erste Fassung)

Sei f in G holomorph. Dann sind folgende Bedingungen &quivalent:
1. f=0inG
2. Es existiert ein a € G mit f*)(a) = 0 fiir alle k =0,1,2,.. ..
3. Es gibt eine Menge N C G mit mindestens einem Haufungspunkt in G, fiir die f = 0 auf N ist.

Satz 28.3’ Identitéatssatz fiir holomorphe Funktionen (zweite Fassung)

f und g seien in G holomorph. Dann sind folgende Formulierungen dquivalent:
1. f=9g€G
2. Es existiert ein a € G mit f*)(a) = ¢ (a) mit £ =0,1,2,.. ..
3. Es gibt eine Menge N C G wie in Satz 28.3.3, sodass f(z) = g(z) fiir alle z € N ist.

Die zweite Fassung folgt aus der Betrachtung von f — g.

Beweis zur ersten Fassung
Trivialerweise folgen aus 1. die anderen Behauptungen.

Aus 2. folgt 3.: Aus 3. folgt, bei Entwicklung um a:
f(2)=) an(z—a)"

z ist aus dem Konvergenzkreis. Nun ist aber nach 2. a, = 0 fiir alle n. Damit ist f = 0 im
Konvergenzkreis und es folgt 3.

Aus 3. folgt 2.: Nach der Voraussetzung existiert eine Folge (z,) mit 2z, € N, z, — a € G, z, # a
und f(z,) = 0. Man kann f in a entwickeln:

oo
f) = a-(z-a)f (%)
k=1
Wir zeigen induktiv, dass alle a,, gleich Null sind, dann ist 2. erfiillt. Da f stetig ist, gilt:
ag = f(a) = lim f(z,)=0
n—oo
Seien nun ag, aq,...,ar_1 = 0. Dann ist

f(z) = ap-(z—a)f+aps1-(z—a) 4. ..
= (z—a)f (ap+app1-(z—a)+...)

Dann gilt fiir alle z, mit n > ng (so, dass z, im Konvergenzkreis liegt):
0=f(zn) = (zn— )" - (ah + agy1- (20 —a) +...)
Die erste Klammer ist ungleich Null, da die Folge (z,) nur gegen a konvergiert, und damit ist:
0=ar+ags1-(zn—a)+...

Fiir n — oo folgt ar = 0. Beachte, dass der obige rechte Term wieder eine holomorphe Funktion
darstellt. Damit ist 2. gezeigt.
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Aus 2. folgt 1.: G ist ein Gebiet, also eine offene und zusammenhédngende Menge (das heifst: es gibt
keine Darstellung G = G U G, wobei G und G2 beide nichtleer, offen und disjunkt sind).

Die folgende Schlussweise wird haufig benutzt: Betrachte eine Figenschaft F, die Punkte z € G
haben konnen oder nicht. Sei M = {z € G : z hat Eigenschaft F}. Wenn man von M zeigen
kann, dass M nichtleer und gleichzeitig offen und in G relativ abgeschlossen ist (letzteres heifst:
alle Haufungspunkte von M, die in G liegen, gehoren auch zu M), dann ist M = G.

Denn: Wiare M # G, dann wiren M # & und G \ M = G; beide nichtleer. Dann setzen wir
G9 := M. Dann gilt G = G; UGy und G; N Gy = &, wobei G4 offen und G; (relativ) offen ist.
Somit wire G nicht zusammenhéngend.

Dieses Schlussprinzip wenden wir nun wie folgt an:
M= {zeG:f(k)(z) :OVk:O,l,...}

Diese Menge M ist nichtleer, denn a € M. M ist relativ abgeschlossen, denn: Sei v € G ein
Hiufungspunkt in M, d.h. es gibt eine Folge (u,) aus M mit u, — wu. Somit ist f*)(u,) =0
fiir alle k& und alle n. Da alle Ableitungen stetig sind, gilt fir n — oo: f®)(u,) — f®)(u) = 0,
also liegt u € M. Es fehlt nur noch, dass M offen ist. Sei b € M. Um b entwickeln wir f in eine
Potenzreihe:

A

fz)=> be-(z=b)F mit b= =0 Vk
k

k!

Alsoist f = 0 im ganzen (offenen) Konvergenzkreis um b. In diesem Kreis ist also f¥)(z) = 0, also
gehort der Konvergenzkreis zu M. Somit ist M (relativ) offen in G. Insgesamt ist also M = G,
somit ist f =0 in G.

Der Identititssatz besagt also: Eine auf dem Gebiet G holomorphe Funktion f ist bereits eindeutig
bestimmt, wenn man f auf einer (beliebig kleinen) Menge mit der Eigenschaft von N aus 28.3.3
kennt.

Folgerung 28.4 Eindeutige Fortsetzung aus dem Reellen
Es gibt hochstens eine holomorphe Funktion F' in einem Gebiet G, die mit einer vorgegebenen reellen

Funktion f auf einem Intervall (a,b) C G tibereinstimmt. Wenn dieses f auf (a, b) reell-analytisch ist,
dann existiert genau eine Fortsetzung.

Beweis
Der erste Teil ist einfach: Seien F; und F5 zwei Fortsetzungen von f, dann wére F1|(a,b) = F2|(a,b) = f.
Dann folgt Fy; = F5 aus 28.3' (mit (a,b) = N).

Zum zweiten Teil: Da holomorphe Funktionen analytisch sind, muss f notwendigerweise (reell-)analytisch
sein. Nun sei f (reell-)analytisch: Zu jedem zo € (a,b) existiert im Konvergenzkreis K, (,,)(r0) C R
(welcher eigentlich ein Konvergenzintervall ist!) eine Potenzreihenentwicklung:

(") (4
Fla) =30 T gy

Definiere auf K, (5,)(w0) C C die Funktion:
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Diese Potenzreihe konvergiert in dem Kreis K, (;,)(z0). Seien nun 1,72 € (a,b) mit K, (v1) N
K, (2,(72) # @. In diesem Schnitt liegt ein Teilintervall I von (a,b). Dann gilt fiir alle x € I

Fyy (2) = Foy () = f(2)

Nach dem Identitétssatz ist folglich Fy, (z) = F,(2) auf dem Durchschnitt der jeweiligen Konvergenz-
kreise (im C). Nun setzen wir:

G := U K, (z) D (a,b) und F(z):=F,(z) fir zeK, (z)
z€(a,b)

Die Funktion F ist holomorph in G und F|, ;) = f.

Damit sind etwa Funktionen wie e?,sin z, ... die komplexen Fortsetzungen von e”,sinz, .. ..

Wie steht es beziiglich der Fortsetzung mit dem Logarithmus? Was erhalten wir, wenn Inz geméfs Fol-
gerung 28.5 fortgesetzt wird? Wir erhalten den Hauptwert/-zweig der komplexen Logarithmusfunktion,
denn auf (0,00) ist In 2 der Hauptwert und nach der Eindeutigkeit der Fortsetzung (Identitédtssatz) muss
also insgesamt der Hauptwert erhalten werden.

Definition 28.5

1. Eine Funktion f heifst ganz, wenn f in ganz C holomorph ist. Das heifst: Die Potenzreihenent-
wicklung von f um ein beliebiges zp € C hat den Konvergenzradius r(zp) = 0.

2. f heifit ganze rationale Funktion, wenn f ein Polynom ist. Das heifst: Die Potenzreihenent-
wicklung von f um ein beliebiges zp € C hat nur endlich viele nicht verschwindende Glieder.

3. f heifst ganze transzendente Funktion, wenn f ganz, aber nicht ganz rational ist, das heifst
f ist kein Polynom.

Satz 28.6 Satz von Liouville
Jede ganze beschrankte Funktion ist konstant.

Beweis
Sei | f(z)| < M fiir alle z € C und a € C beliebig. Wir betrachten wieder den Kreisring:

Se(a)={z:]z—a|=r}={z=a+r-e":0<t<2r}
Mit der Cauchy’schen Integralformel erhélt man die erste Ableitung:

fl(a) = ﬁ f (Zf,(z))z dz
Sr(a)

= 1f@ = 5% ff;?;’;ft i - et dt

a re”

%-M-l-zw
71'7“_)007”
T

IN

IN

Damit ist f/(a) = 0 fiir alle a € C, also ist f/ = 0 und somit f = const..
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e

Dies ist ein drastischer Unterschied zum Reellen! Zum Beispiel ist f(z) = sinx im ganzen R analytisch,
beschrénkt, jedoch nicht konstant. Dies ist aber kein Widerspruch, denn f(z) = sin z ist ganz, aber in C
unbeschriankt (zur Veranschaulichung schreibe sinz = 1/2 - (exp(iz) — exp(—iz)).

Zur Veranschaulichung der Anwendungsfille des Satzes von Liouville dient der folgende Satz.

Satz 28.7 Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nichtkonstante Polynom p, gegeben durch

p(z)=ap+a1-z+...+a,-2" mit a; €C,a,#0,n>0,

hat in C mindestend eine Nullstelle.

Beweis

Angenommen, p hat keine Nullstelle, also p(z) # 0 fur alle z € C. Dann ist f = 1/p eine ganze
Funktion. Zu zeigen ist, dass f in C beschrankt ist. Dann folgt nach Liouville, dass f und damit auch
p konstant ist. Das ware ein Widerspruch zur Voraussetzung.

e rm e

z 2"

f(z) = 0

Das heifit zum Beispiel: |f(z)| < 1 fiir ein |z| > R mit einem beliebigen R > 0. Da f stetig ist, ist f
auf der kompakten Menge {z : |z] < R} beschrinkt, das heift f ist in C beschréankt.
]

Eine zweite Anwendung des Satzes von Liouville der Beweis der Aussage, dass das Spektrum o(T) fiir
alle T € B(H) nicht leer ist.
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29 Singularitat holomorpher
Funktionen

29.1 Der Punkt oo

C ist natiirlich nicht kompakt. Fiir manche Betrachtungen ist das nachteilig. Der Ausweg ist die Kom-
paktifizierung. Um ein Bild fiir diese Kompaktifizierung zu bekommen, betrachten wir ein Modell
fir C. Betrachte dazu im R?® die Einheitssphire E = $1(0) = {z = (21,22, 23) : 2 + 2} + 23 = 1}.
Identifiziere C mit der x1-x2-Ebene.

Man fiihrt jetzt vom Nordpol N = (0,0, 1) aus die steroegraphische Projektion 7 aus. Das bedeutet:
Sei P € FE, betrachte die Gerade durch N und P und nenne den Schnittpunkt mit der x1-zo-Ebene
7(P). Umgekehrt: z = (z1, z2) in der z1-zo-Ebene. Die Gerade durch z, N durchstofst E dann in einem
eindeutig bestimmen Punkt 7—!(z) = P.

In einer Formel ausgedriickt: Sei z = x + iy und P = (x1, 22, x3). Dann kann man nachrechnen:

2z q 2y q 2 +y? -1
X1 = —————F "5 un Xr9 = ————F——>5 un r3 = ————F——>5
1 1+$2+y2 2 1+x2+y2 3 1+x2+y2
T €2
= d =
YT MY YT

7 ist eine eineindeutige Abbildung von E \ {N} auf C. E ist natiirlich kompakt. Man nehme zu C
einen Punkt hinzu, nenne ihn oo und ordne m(N) = oo zu. Man nennt Cy := C U {oo} die abge-
schlossene Zahlenebene. Im Kontext der Abbildung 7 : E — Cp nennt man E die Riemannsche
Zahlenkugel.

Jetzt wollen wir Cy zu einem kompakten Raum machen. Die Kompaktheitsdefinition erfordert die
Definition von offenen Mengen in Cy. Dann kénne wir definieren: Cq ist kompakt, weil jede Uberdeckung
durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

Offene Mengen kennt man, wenn man fiir jeden Punkt weifs, was Umgebungen sind, denn O ist offen,
wenn zu jedem u € O eine Umgebung V' von u existiert mit V' C O. Umgebungen von Punkten in C
sind wie iiblich definiert. Typische Umgebungen von oo sind:

Ur(o0) ={z€C:|z| >r}U{oco}

Allgemein ist U C Cqy eine Umgebung von oo, wenn ein r > 0 existiert mit U, (c0) C U. Man zeigt nun
leicht: O C Cp mit co € O ist genau dann offen, wenn Cy \ O in C kompakt ist. Dann zeigt man Cy ist
kompakt.

Das Modell fiir diese Einpunktkompaktifizierung fiir R wére ein Kreis.

Wir stellen folgende Rechenregeln auf:
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a . a .
° 6.—ooundoo.—0

e 0+00=00+a=00

e g-00=00-a=00fliraz#0

e Nicht erklért sind 0 - oo, 0o - 00, 52 und oo — oo.
Um Funktionen f an oo zu untersuchen, betrachtet man eine Hilfsfunktion f* mit f*(z) := f(1/z),

welche man dann an z = 0 untersucht.

Beispiel 29.1
Sei f(z) =sinl/z. Um die Stetigkeit zu zeigen setzt man: f*(z) = sin z. Diese Funktion ist stetig an z = 0,

das heifit f ist stetig an oo.

Zur Differenzierbarkeit: Ist f* an z = 0 differnzierbar, dann nennt man f an oo differenzierbar. Der
Wert f’(c0) ist nicht definiert. (Manche Autoren setzen in solchen Fillen f’(co) := 0, wir nicht.)

29.2 lIsolierte Singularitdten und Laurent-Entwicklung

Wichtig ist die Untersuchung des Verhaltens von Funktionen in der Umgebung von Punkten, in denen
die Funktionen nicht holomorph sind.

Beispiel 29.2 Typische Beispiele

Betrachte die Funktionen fi(z) = (22 —1)/(z + 1), f2(z) = 1/z und f3(z) = exp(1/z). Diese sind kritisch an
den Punkten z = —1 (fiir f1) und 2z = 0 (fiir f> und f3), jedoch das Verhalten der Funktion an der kritischen
Stelle ist signifikant unterschiedlich.

Theorem 29.1
Betrachte den Kreisring K (a,r7,R) ={z € C:0<r < |z —a| < R < oo}. (Die Extremfille » = 0 und
R = oo sollen mit eingeschlossen sein.) Die Funktion f sei in K (a,r, R) holomorph. Fiir r < o < R

seien definiert:
1 f(©)
= ——=—d
w5 | e ©
So(a)

Dann gilt:

1. Die aj, sind von p unabhangig.

2. Fiir alle z € K(a,r, R) gilt die Laurent-Entwicklung von f im Ringgebiet K (a,r, R):

a_g
(z —a)¥

WE

f) = ap-(z—a)f + (29.2)
k=0

b
I|

1

Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt.

3. Beide Reihen in (29.2) konvergieren fiir alle z € K (a,r, R) absolut. Sie konvergieren gleichméfig
in jeder kompakten Teilmenge von K(a,r, R).
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Es ist nicht notwendig, dass f in a holomorph ist. Es ist auch keine Aussage dariiber gemacht, wie sich
f auf dem Rand 0K (a,r, R) verhélt. Hiufig schreibt man (29.2) als eine einzelne Reihe:

oo

f)= Y ar-(z-a)f
k=—o0
Beweis Der Beweis der dritten Aussage steht in diversen Lehrbiichern.

1. Sei also 7 < r; < p < Ry < R. Wir betrachten jetzt das Gebiet K(a,r;, R;). Die Funktion
f(2)/(z — a)*+Y ist in K (a,71, Ry) holomorph.

70
/ a0

0K (a,r1,R1)

Die Rander der Menge K(a,r1, R1) miissen (wie immer) so orientiert sein, dass die Menge zur
Linken liegt. Daraus folgt:

Srl (a) SRl ((l)

2. Sei z € K(a,r,R) so, dass r1 < |z —a| < R;. Daraus folgt, dass f im abgeschlossenen Gebiet
K(a,r1, Ry) holomorph ist und mit der Cauchyschen Integralformel folgt:

1 f(Q) _ 1 f(Q) 1 f(©)
1@ =05 / - %79 / -2 Lo / -z %
0K (a,r1,R1) SR1 (a) Sry (@)

Jetzt wenden wir Lemma 28.1 wie folgt an: Im ersten Integral setzen wir h(¢) := f(¢)/2mi, z
liegt im Innengebiet. Wir erhalten die erste Reihe in (29.2). Das zweite Integral entspricht der
Hilfsfunktion h(¢) := —f(¢)/2mi, z liegt im Aufengebiet; damit folgt die zweite Reihe aus (29.2).

Die Laurent-Entwicklung ist besonders interessant, wenn an der Stelle a eine sogenannte isolierte
Singularitét vorliegt.

Definition 29.2

Sei a € Cy und f eine Funktion, fiir die es eine Umgebung U(a) gibt, sodass f in der punktierten
Umgebung U(a) \ {a} von a holomorph ist. Dann heift a isolierte Singularitit von f.

Bei den kritischen Punkten in den drei Ausgangsbeispielen liegen zum Beispiel isolierte Singularitéten
vor. Wir wollen natiirlich auch a = oo in die Betrachtungen einbeziehen.

Entwicklungen im Punkt oo

1. Potenzreihenentwicklung: Ist f in co holomorph, so ist g(w) := f(1/w) in w = 0 holomorph, hat
also eine Potenzreihenentwicklung, die im Inneren des Konvergenzkreises konvergiert. Wenn w im
Inneren der Kreises ist, dann ist 1/w im Auferen des Kreises. Das heift, f hat eine Entwicklung in
der Form:

) =a+ 24+ 24
z oz
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Dabei ist z im Auferen eines geniigend grofien Kreises (also einer Umgebung von oo). Beispiel-

haft betrachten wir die Funktion f(z) = sin(1/22). Gesucht ist die Entwicklung an 2z = oco. Der

umsténdliche Weg wire: z = 1/w und damit die Reihe:
2~ (=D

g(w) = sinw :kzom-w4k+2 = f(z):;

(D)1
(2k + 1)1 z4k+2

Der einfachere Weg ist, sinu aufzuschreiben und u = 1/22 einzusetzen.
Ein Beispiel fiir nichtisolierte Singularitidten ist f(z) = 1/(sinl/z) mit den kritischen Punkten
zn = 1/(2mn).

2. Laurent-Entwicklung: Sei a = oo eine isolierte Singularitét von f. Das heifst, f ist in einer punktierten
Umgebung von oo holomorph. Sei also G ein Gebiet, das oo enthélt. Sei K,-(0) der kleinste Kreis,
sodass C\ K,(0) C G ist. Dann kann man auf dieser Menge C \ K, (0) das Theorem 29.1 (hier mit
dem Extremfall R = oco) anwenden. In diesem Gebiet hat f dann die Entwicklung:

f(z):Z;:-Fbek'Zk: Z Z%
k=0 k=1 k——oo
Fiir die Koeffizienten gilt:
1 k—1
b = — - f(z) 28" dzVkeZ,o>r
2mi
5,(0)

Zu diesen Termen gelangt man in der Praxis durch eine Hilfsfunktion g(z) = f(1/z), die an 0 in
eine Laurent-Reihe entwickelt und dann zuriicksubstituiert wird.

Definition 29.3

1. Sei a € C eine isolierte Singularitdt von f mit der in K(a,r, R) giiltigen Laurententwicklung:

f& =S o Goaf+3 e
k=0 k=1

Dann heiftt die erste Reihe Nebenteil der Laurententwicklung von f an a, die zweite Reihe ist
der Hauptteil.

2. Ist a = oo die isolierte Singularitit von f mit der Laurent-Entwicklung
o b o0
k k
=N"2F Ny,
f(Z) kzo Sk kzl k2

Dann ist die erste Reihe der Nebenteil und die zweite Reihe ist der Hauptteil.

Beispiel 29.3

Sei f(z) =1/(1 — 2). Singulér sind z = 1 und z = co. Die Laurent-Entwicklung von z = 1 ist:

An der Stelle z = oo ergibt sich die Laurententwicklung aus der Hilfsfunktion: g(w) = f(1/w) =1/(1-1/w) =
w/(w — 1). Diese Funktion ist an w = 0 holomorph, und die Laurententwicklung an z = oo ist:

oo oo

gw) =~ = w Swh =S = ==Y

k=0 =0 k=0

Das steht im Einklang mit der Tatsache, dass g an w = 0 holomorph ist.
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Ist a € C eine isolierte Singularitéit, so kann man stets die Laurent-Entwicklung in dem Kreisring
{#:0 < |z — a|] < R} (fiir ein geeignetes R) betrachten, das heifst: Es kann stets der Fall = 0 betrachtet
werden.

Definition 29.4 Klassifikation isolierter Singularitédten

Sei a € Cy eine isolierte Singularitdt von f. Dann nennt man a:

1. hebbare Singularitat, wenn alle Koeffizienten des Hauptteils verschwinden:

a_p = 0 bzw. b,k =0 Vk > 1

2. Polstelle der Ordnung k, wenn fiir die Koeffizienten des Hauptteiles gilt:

a_#0 und a ;=0 VI>k (a € C)
by #0 und b_; =0 VIi>k (@ = o00)

Polstellen heiffen auch auferwesentliche Singularitét.

3. wesentliche Singularitit, wenn der Hauptteil unendlich viele von 0 verschiedene Gleider hat.

Beispiele fiir isolierte Singularitidten

1. z = —1 ist eine isolierte Singularitdt der Funktion:

Z2—-1 (z2—-1)-(2+1)

f(z):z—i—l_ z+1

—z-1=-2+4(z—(-1)

Das ist die Laurent-Entwicklung an der Stelle z = —1. Wir haben keinen Hauptteil, also liegt
eine hebbare Singularitit vor.

2. Betrachte f(z) = sinz/z? mit der isolierten Singularitit z = 0. Zur Bestimmung der Laurent-
Entwicklung an der Stelle z = 0 nutzen wir die bekannte Reihenentwicklung des Sinus:

Der Hauptteil ist 1/z, und damit liegt ein Pol erster Ordnung an der Stelle z = 0 vor. Zum
Vergleich: Die Funktion g(z) = sin z/z hat an der Stelle z = 0 eine hebbare Singularitét.

3. Fiir Funktionen wie f(z) = e!/# oder f(z) = sin(1/22) liegen wesentliche Singularitiiten an z = 0
vor. Die Laurent-Entwicklungen siehen wie folgt aus:

1 11 [1)?
ez = 14+—4+—=-(-] +...
z 2! z
Hauptteil
111
Sln? = ?_52:76
Hauptteil

4. Die Funktion f(z) = 1/27 —1/z+4+ 2 hat bei z = 0 eine Polstelle siebter Ordnung. (Es ist nicht
relevant, dass die Terme O(1/25) bis O(1/2?) verschwinden; wichtig ist nur, dass nach O(1/z7)
keine weiteren Beitrdge kommen.)
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Die Art einer isolierten Singularitét lasst sich durch das Verhalten der Funktion in einer Umgebung
beschreiben.

Satz 29.5 Satz von Riemann

Der Punkt a € Cy ist genau dann eine hebbare Singularitidt von f, wenn es eine Umgebung U (a) gibt,
sodass f in U(a) \ {a} holomorph und beschrénkt ist (das ist genau dann der Fall, wenn lim,_., f(2)
existiert und endlich ist). Durch

f*(a)z{‘“) GFX  nd faa)= )

by a= o0

wird eine in a holomorphe Funktion definiert, die in a fortgesetzte Funktion. Hierbei ist ag bzw.
by der erste Koeffizient des Nebenteils der Laurent-Entwicklung von f an der Stelle z = a.

Beweis fiir den Fall a € C (a = oo l4uft analog)

Die Hin-Richtung ist einfach: Es liegt nur eine Potenzreihe (sprich: der Nebenteil der Laurent-Entwicklung)
vor. Diese Potenzreihe konvergiert in einem Kreis K, (a) und stellt dort eine holomorphe (also insbe-
sondere stetige) Funktion dar. Diese Funktion ist somit in jeder Umgebung U(a) mit kompaktem
Abschluss U(a) C K, (a) beschrankt. Diese Potenzreihe ist bereits die Funktion f* (auferhalb von
K,(a) kann f* durch f fortgesetzt werden).

Sei nun @ € C und f in der punktierten Umgebung {z: 0 < |z — a| < r} holomorph und beschrinkt,
das heifst: | f(2)| < M fiir alle z € U(a) \ {a}. Die Laurent-Entwicklung von f an der Stelle z = a ist:

o o0
— k a—k
f(z)—Zak-(z—a) +Zm
k=0 k=1
Fiir die Koeffizienten a_j galt:

ap— 1. / £ (C—a) "' d¢ Yoe (0,r)keN

So(a)

Mit der Parametrisierung ¢ = a + o - e mit ¢ € [0, 27] erhiilt man wie iiblich:

21 21
1 ‘ . 1
la_g| = "/f(C)‘@kl-e”'(k1)'i@'e’tdt S‘Mgk'/ dt = M - ¥
211 2T
0 0

Da ¢ > 0 beliebig klein gewéahlt werden kann, folgt a_; = 0 fiir alle £ € N. Da der Hauptteil also
verschwindet, liegt an z = a eine hebbare Singularitéit vor. (Die Aussagen iiber f* folgen nun sofort.)
[ |

Satz 29.6

Der Punkt a € Cy ist genau dann ein Pol einer holomorphen Funktion f, wenn gilt: lim,_,, | f(z)]| = o0
ist. Das ist dann der Fall, wenn es zu jedem C' > 0 eine Umgebung U(a) gibt, in welcher |f(z)| > C
fir alle z € U(a) gilt.

Beweis Beweisidee
Zur Hin-Richtung: a € C sei ein Pol der Ordnung k& und C' > 0 gegeben. Die Laurent-Entwicklung an
der Stelle z = a lautet:

a—f a—k+1 . a_g a—k+1
= ...+ Nebenteil = ——— - (1 + —— - (2 —
f(2) G a)F + a1 + ...+ Nebentei G a) < + = (z—a)+ )

=h(z)
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Der Faktor h(z) ist in a holomorph und deswegen stetig, zudem gilt h(a) = 1. Somit existiert ein 6 > 0,
fiir dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. |h(z)| > 1/2 fir |z —a| < ¢
2. la_g| /(2C + 1) > 6%, also |a_g| > (20 4 1) - 6¥

Dann gilt fiir alle z mit 0 < |z — a| < §:

|ag|
ok

2(2C+1)-%>c

N | =

()] = 9=t

L

Das heift, dass fiir alle C' > 0 existiert eine Umgebung U(a) = {z : |z — a| < §} mit |f(z)| > C fiir alle
z € U(a) \ {a}.

Zur Umkehrung: Sei nun lim,_., | f(z)| = oo. Das heift insbesondere: Es existiert eine Umgebung V' (a),
sodass f in V'(a)\{a} nicht verschwindet. Auf dieser punktierten Umgebung kann somit die holomorphe
Funktion 1/f betrachtet werden, fiir welche lim,_,, 1/f(2) — 0 geht. Das heift: z = a ist eine hebbare
Singularitét fiir die Funktion 1/ f, die sich deswegen holomorph in a fortsetzen lasst. (Diese fortgesetzte
Funktion sei wieder mit 1/f bezeichnet.) Es gibt also eine Darstellung in der Form:

1
f(2)

Die Funktion g ist in V(a) holomorph und verschwindet nicht in a. Auf alle Félle ist n > 1, denn
lim, ., |f(2)] = co wire sonst nicht erfiillt. Hieraus folgt:

f(z)=(z—a)™" - h(z)

Hierbei ist h = 1/g in einer Umgebung von a holomorph und ohne Nullstellen. Somit hat f an a eine

=(z2-a)"-9(2)

Polstelle n-ter Ordnung.

Es verbleibt der Fall a = oo, diesen behandelt man wieder mit der Betrachtung der Hilfsfunktion
g(z) := f(1/z), welche an z = 0 eine Polstelle hat. Alles kann somit auf den vorigen Fall zurtickgefiihrt
werden.

|

Die folgende Charakterisierung von Polstellen ist oft sehr niitzlich. a ist eine Polstelle der Ordnung k
genau dann, wenn gilt:

Jlim f(2)- (z—a)* #0

z—a

(Die Existenz beinhaltet insbesondere, dass der Grenzwert in C liegt, was co ausschlieft.) Dann beachte:

a_ a_ z—a
(z—a)* f(z) = (z—a)"- ((Z—Z)k + (Z_I;J)r;_l +> =ap+ta_p1-(z—a)+... —— a_g
Satz 29.7 Satz von Casorati und Weierstrafs

Der Punkt a € Cy ist genau dann eine wesentliche Singularitdt der holomorphen Funktion f, wenn

f in jeder beliebigen punktierten Umgebung von a jedem Wert aus Cy beliebig nahe kommt. (Das
heifst, das Bild jeder punktierten Umgebung U(a) \ {a} C D(f) unter f ist dicht in Cy.)

Beweis Betrachte nur C.
Die Zielaussage der Hin-Richtung bedeutet: Fiir alle ¢ € C, ¢ > 0 und die Umgebung U(a) (mit
U(a) \ {a} C D(f)) existiert ein z € U(a) \ {a} mit |f(z) — ¢| < e. (Das ist gerade die Dichtheit.)
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Angenommen, dies ist falsch, das heifst: Es existiert ein ¢ € C und ein € > 0, sodass |f(z) —c| > ¢
fir alle z € U(a) \ {a} ist. Somit ist g(z) := 1/(f(z) — ¢) in der punktierten Umgebung U(a) \ {a}
beschrénkt. Also hat ¢ in a eine hebbare Singularitat und es existiert lim,_,, g(z) = b. Die Funktion
f(2) = c+1/g(z) hat an a also entweder eine hebbare Singularitdt (b # 0) oder einen Pol (b = 0). Dies
ist ein Widerspruch.

Etwas schwieriger ist die Riickrichtung: Wenn f(U(a) \ {a}) fir alle U(a) \ {a} in C dicht liegt, kann f
natiirlich auf keinem U (a) \ {a} beschriankt sein. Also ist a nicht hebbar. Aber auch lim,_,, | f(2)| = oo
ist nicht moglich, da in jeder Umgebung von a Punkte z liegen, fiir die |f(z)| beliebig nahe bei Null
liegt. Somit ist a auch kein Pol.

]

Beispiel 29.4

Die isolierte Singularitit z = 0 von f(z) = exp(1/z) ist eine wesentliche Singularitéit, denn in jeder Umgebung

von z = 0 werden alle Funktionswerte, also alle z € C\ {0} unendlich oft angenommen.

Satz 29.8 Satz von Picard

a € Cy ist genau dann eine wesentliche Singularitdt der holomorphen Funktion f, wenn f in jeder
Umgebung von a jeden Wert aus C — mit Ausnahme eventuell eines Punktes — unendlich oft annimmt.

Der Beweis ist sehr aufwéindig. Am Beispiel e
(in diesem Falle a = 0).

/% sieht man, dass es einen Ausnahmepunkt geben kann

29.3 Der Residuensatz

Definition 29.9

Sei a eine isolierte Singularitit der holomorphen Funktion f.

e Fiir a # oo sei f(2) = 3%, ax-(z—a)* die Laurent-Entwicklung an a. Dann ist der Koeffizient
a_1 =: (Res f)(a) das Residuum von f an a.

e Fiir a = oo sei f(z) = 3% by - 27% die entsprechende Laurent-Entwicklung. Dann ist der
Koeffizient —b; =: (Res f)(a) das Residuum von f an oo.

Man beachte, dass im Falle a = co das Residuum ein Koeffizient (bis auf ,,—*) im Nebenteil der Laurent-
Entwicklung ist, ansonsten jedoch ein Koeffizient des Hauptteils.

Ist f holomorph in a € C, so ist (Res f)(a) = 0. Fiir a = oo muss dies nicht der Fall sein, zum Beispiel
ist fiir f(z) = 1/2z das Residuum (Res f)(c0) = —1. Im Allgemeinen muss der Punkt co immer separat
untersucht werden.
Theorem 29.10 Einfachste Variante des Residuensatzes
Sei C eine geschlossene stiickweise glatte Kurve, die ein Gebiet G C Cy berandet. In G und auch C
sei f holomorph bis auf eine isolierte Singularitit a € G. (Falls oo € G, dann sei a = c0.) Wird C so
orientiert, dass G zur Linken liegt, dann gilt:

/f(z) dz = 27i - (Res f)(a) (29.3)
@
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Beweis
Zunichst betrachten wir den Fall a # oo. Wir wéhlen einen kleinen Kreis K C G um a mit der
Randkurve S. Dann kann der Cauchysche Integralsatz angewendet werden:

/f(z) dz:/f(z) dz
C S

Die Laurent-Entwicklung von f an der Stelle a laute f(z) = Y 30 ax - (2 — a)¥; sie konvergiert auf
der kompakten Menge S gleichméfig. Somit ist gliedweise Integration moglich.

[1@ra= [1o6= 3 w [e-ara
c 5 k=—oo b

Diese Integrale verschwinden aufer fiir k = —1. In diesem Fall ist [ = 27 (siehe Fundamentalbeispiel).
Fiir das Integral verbleibt also:

/f(z) dz =27i-a_1 = 27mi - (Res f)(a)
C

Jetzt sel a = co. Man erhéilt wieder:

/f(z) dz:/f(z) dz
C S

S~ ist ein Kreis um Null mit der selben Richtung wie C. Die Laurent-Entwicklung lautet:

f(z) = Z b -2k

k=—o00

Analog zum ersten Fall erhélt man durch gliedweise Integration:

. 1
f(z)dz = b [ 27 %dz=0b; [ = dz=0b-(—2mi) = 2mi - (Res f)(c0)
/ g / YR

S S—
[ |
Diesen Satz benutzt man, um den allgemeinen Residuensatz zu zeigen:
Theorem 29.11 Allgemeiner Residuensatz
Sei G C Cy ein Gebiet, das von endlich vielen geschlossenen, stiickweise glatten Kurven Cy,...,Cy,

ohne gemeinsame Punkte berandet wird. Die C; seien so orientiert, dass G zur Linken liegt. f sei
auf den C; stetig und in G holomorph, bis auf endlich viele isolierte Singularititen ay, ..., ay,. (Fir
o0 € G seil 00 € {ay,...,an}). Dann gilt:

n m
/ flz)dz=>" / f(z)dz=2mi-> (Res f)(ax)  (29.4)
5G i=l¢, k=1
Beweis
Man lege um jede der Singularititen a; (i = 1,...,m) jeweils einen Kreis S;, der einschlieflich seines

Inneren K; ganz in G liegt und so orientiert ist, dass die Singularitét a; zur Linken liegt. (Fiir a; = oo
sei K; das AuRere von S;.)
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Damit ist G' = G\ UZZ1E ein beschranktes Gebiet, das berandet wird von den Ci,...,C, und

S1,...,Sm,. Somit kann man den Cauchyschen Integralsatz auf G’ anwenden.
0=%" / fz)dz+ Y / f2)dz = /f(z) dz = Z/f(z) dz 2 oxi 3 (Res £)(ay)
i=1 Ci jzlsf oG jzlsj Jj=1

Durch die spezielle Behandlung des Punktes z = oo bei der Definition des Residuums konnte der Residu-
ensatz konsistent formuliert werden, auch fiir den Fall co € G.

Um den Residuensatz wirksam zur Berechnung von Integralen anwenden zu koénnen, benotigt man
Hilfsmittel und Erfahrung bei der Berechnung von Residuen.

1. Die Laurent-Entwicklung muss wenigstens so weit erzeugt werden, dass der Koeffizient von 1/z
bekannt ist (Hinweis: Einsatz bekannter Entwicklungen). Dies geht besonders bei Polen einfach.
Beispiel 29.5

Sei f(2) = (42® + z + 1) - sin1/2. Die Aufgabe ist, das Residuum zu bestimmen. 2z = 0 ist eine wesentliche
Singularitét, denn dort lautet die Laurent-Entwicklung:

1 1 1 1

Nach Ausmultiplizieren steht bei 1/z der Koeffizient (Res f)(z =0) = 1.

2. Wir unterscheiden drei Félle: Zunéchst habe f an a € C einen Pol erster Ordnung. Dann sieht
die Laurent-Entwicklung wie folgt aus:
a_1

flz) = Z_a—l—ao—l—al-(z—a)—l—... = (z—a)-f(z)=a_14ap-(z—a)+ar-(z—a)*+...

Somit ist a—1 = lim, (2 — a) - f(2).

Beispiel 29.6

2422 -1

f(z):(z—1)~(z—2)

Es gibt zwei isolierte Singularitéiten bei z; = 1 und 29 = 2, also ist:

(Res f)(1) = lim(z — 1) - f(2) = lim ———— = — = —1

251 z—1 z—2 —1

Sei nun allgemein f = g/h, wobei g und h in a holomorph sind und A in a eine Nullstelle erster
Ordnung hat. Damit hat f bei a einen Pol erster Ordnung.

(Res f)(a) = ll—r% [(z —a)- LZE:’;H (h(tQ:O) ll_rg h(zg)(zh)(a) _ ;L],((Z))

zZ—a

3. Man kann 1. weiter verallgemeinern: f habe an a # oo eine Polstelle m-ter Ordnung. Dann erhélt
man:

(Res ) = ot i (D e 0)

(m—1)! z—a\dz
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Der Pol m-ter Ordnung heift:

f(z) = (za:;)lm*’(;::)ﬁlﬂ+-..+ﬁ+a0+.--
(z—a)™ f(z) = amt+a_myr-(z—a)+...+a_1-(z—a)"T4ay - (z—a)"+...

Das Residuum erhélt man durch (m — 1)-faches Ableiten.

Beispiele zum Residuensatz

1. I= f‘z|:1 E—Z dz

Dieses Integral kann natiirlich mit der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen bestimmt
werden (n = 3).
C2mi dPet| i
EnrE s
Weiter kann man das Integral auch mit dem Residuensatz berechnen. Dazu benétigt man das
Residuum der Funktion an der isolierten Singularitdt a = 0:

e® 1 1 1 1 1 i

T S I — ="
24 z4+z3+2!-22+3!‘2+ = (Res £)(0) 3! = 3

2 1= g |2tz e =L+ I
Das Teilintegral I; hat eine wesentliche Singularitat in a = 0:

1 1 1 '

22 ell7 = 2 +z+ +7+ = (Resf)(0)== = Ilzﬂ

3! 3! 3
Beim Teilintegral I5 liegen zwei Singularitaten vor, ein dreifacher Pol bei a = 0 und ein zweifacher
Pol bei a = 7. Beide liegen im Kreis |z — 2| < 7, miissen also bei der Integration beriicksichtigt

werden. Wir nehmen die Formel (x) aus dem Spezialfall 3:

cos z _ 1 . d cosz 6—m>
(RGS 23‘(2—71')2) (O) - 21 dz (z m?|,_o 2t
cos z _ i . cos z _ 3
(Res z3~(z—7r)2) (ﬂ-) - 2! d 23 |z:7r - ot
_ _ ;. 12-x2
-[2 - |: 271.4 + ] - ? 3

Berechnung reeller Integrale mit dem Residuensatz

Es ist ein Integral der folgenden Form zu berechnen:

0o Ry
/ f(x) dz = Rhl};{gﬂ_}oo / f(x) dz

Ry

Falls dieser implizite Grenzwert nicht existiert, besteht die Moglichkeit, den Cauchyschen Hauptwert
zu bestimmen, indem der Grenzprozess in beiden Richtungen synchronisiert wird:

R

/f dr = Jim [ f(z) de

—R



29.3 Der Residuensatz Seite 86

Der Trick besteht darin, die Integration in den C zu iibertragen und dort einen anderen Integrationsweg
zu wahlen. Um dieses Konzept zu verdeutlichen, wollen wir zunéchst ein Beispiel diskutieren.

Beispiel 29.7
Betrachtet wird das bekannte Integral:

7o
I= ——dr=m
/ 1+ 22
—00
Dieses Integral soll nun mithilfe des Residuensatzes bestimmt werden. Wir stellen uns zum einen die Kurve

C; auf der reellen Achsen zwischen —R und R vor (die im Integral des Cauchyschen Hauptwertes vorkommt),
zum anderen einen Halbkreis Cy. Die Parameterdarstellungen lauten wie folgt:

Criz(t) = t mit -R<t<R
Co:z(t) = R-e mit 0<t<nm

Beide Kurven ergeben zusammen eine geschlossene Kurve C. Beide Kurven sind so orientiert, dass die von C
eingeschlossene Fliche, von C aus gesehen, immer zur Linken liegt.
An der Stelle z = i liegt eine Polstelle des Integranden vor. Man berechnet nun das Residuum:

1 1
Res 1) = e =) 132 = 3
Somit ergibt das Integral mit dem Residuensatz:
1 1 i 1 1
271'1'-Z:7T:/mdz: / 122 +/1+22 dz
c -R Ca

Um auf das Integral iiber C; zu kommen, muss das Integral {iber Cy berechnet werden:

/ 1 / iR - e dt
1+ 22 1+ R2.e2it
0

Ca

Wir schétzen das Integral ab:

1
/ dz| < 7m- sup

1+ 22 0<t<m
C2

I L
1+ R2.e2i

1
R - o2it

<7 sup

C r-
< S v R— o0 0
0<t<n R

Damit bleibt nur noch das reelle Integral iibrig, dessen Wert damit zu 7 bestimmt wurde.

Satz 29.12
Sei G C C ein Gebiet, das die obere Halbebene einschliefslich der reellen Achse enthélt. Die Funktion
f sei in G bis auf endlich viele Singularitdten ai,...,a, mit Ima; > 0 holomorph. Weiterhin sei

lim,|_,o0 |2 - f(2)] = 0. Dann gilt:
/ f(x) dw =2mi - > (Res f)(ax)
e k=1

Beweis
C wird wie im obigen Beispiel konstruiert (mit denselben Parametrisierungen). Dabei sei R so grof,
dass die isolierten Singularititen innerhalb von C liegen.

m R 7
27ri-Z(Resf)(ak) :/f(z) dz = /f(:n) dw+/f(R-eit)-iR-eit dt
k=1 C -R 0
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Zu zeigen ist nur noch, dass das rechte Integral fiir R — oo verschwindet. Dies ergibt sich aus dem

geforderten Grenzprozess:

‘f(R‘e"t) -iR-eit| =lz-f(2)] =0

Beispiel 29.8

Fiir eine gebrochenrationale Funktion r(z) = p(x)/q(x) € R suchen wir die Integrale:

I.= /r(m)-cosmdx und I, = /T(x)-sinxdx

Dazu betrachten wir fc r(z) - €* dz und zeigen, dass die Integration iiber Cy nichts liefert, woraus folgt:

/r(z) et dy B2, r(z) - e dz

C —00

Von diesem Integral miissen dann Real- und Imaginérteil betrachtet werden.

z r(z)-coszdr — Re {zm.é (Res(z) - ) (ak)]
;Z r(z)-sinzde = Im [zm-é (Resr(z) - &) (ak)}

Um diese Argumentation zu rechtfertigen, miissen wir (wie oben bereits angedeutet) noch zeigen, dass das
Integral iiber Cy verschwindet. Die Parametrisierung lautete:

s =R. ezt =R. (COSt 4 sint) = et? — ezR‘cost—Rsmt = ‘elZ’ _ e—R‘smt — e Im z
Um diesen Term zu behandeln, unterteilen wir Cs in drei Bereiche.

Co=AUB mit A={2€Cy:Imz>h} und B={z€Cy:Imz<h}

Man beachte, dass B aus zwei disjunkten Teilen besteht. Im Folgenden sei der Grad von ¢ grofler als der von
p, damit kann man |r(z)| < K/ |z| abschétzen. Hieraus folgt:

[r(z)-e*dz| < K%fh-ﬂrzcl-e_h
A
gr(z)-e”dz < Eoup=0y-%
= cfr(z)-eiz dz| < Cieh+Cy- 2
2

Ob () gilt, kommt auf die geeignete Wahl von h an. Giiltig ist zum Beispiel h = V/R.

Weitere Beispiele

1. Wir betrachten das Integral

o0

I / sinx d
T

—00

Die Konvergenz der Losung ist in der Literatur (z.B. Fichtenholz II) aufgezeigt. Es wird die
partielle Integration und die Konvergenz benutzt. Wir wollen das Integral jetzt mit den Mitteln
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der komplexen Funkion ausrechnen. Man konnte zunéchst den folgenden Ansatz probieren:

I—Im/edx
T

Das geht aber nicht, da der Integrand hier einen Pol bei x = 0 hat. Wir nehmen stattdessen den

folgenden Integranden:
oo .
LT
[=TIm / L% e
x
—0o0

Dieser Integrand ist in = 0 holomorph. (Die Eins kann eingefiigt werden, weil das x reell ist,
somit geht die Eins nur in den Realteil des Integranden ein, der aber nicht betrachtet wird.) Wir
berechnen von Hand das dquivalente Integral iiber die bekannte geschlossene Halbkreiskurve:

v R .
0 = Im [“Hde=Im [ S de+Im [ <Lde
C -R Cr
R )
= [ L de = Imfl—;”dz:lm[f dz—fzd]
—R CR CR

Das hintere Integral verschwindet fiir R — oco. Die Kurve Cr kénnen wir wie folgt parametrisieren:
2(t)=R-e* und dz=iR-e"-dt mit 0<t<n

Damit lasst sich das verbleibende Integral berechnen.

(e 9]

/1dz— zRe dt—m = /smx r=m = /Smxdx:ﬂ
z R-eit T
0 —00

Cr

Dieses Verfahren wollen wir verallgemeinern.

Lemma 29.13

Sei a ein einfacher Pol von f und S;f(a) = {z € S.(a) : Imz > a} der ,obere” Teil der Kreislinie S, (a)
mit der Parametrisierung v, : [0, 7] — C,t + a + 7 - e*. Dann gilt:

r—0

lim / f(2) dz = mi - (Res ) (a)
S (a)

Beweis
f hat in a einen einfachen Pol. In einer Umgebung von « gilt also:

a—1

f(z) = — +4(2)

zZ—a

Die hierdurch definierte Funktion ¢ ist in a holomorph und deswegen auf der Integrationskurve be-
schrinkt (|g(z)| < M). Das Integral iiber S;'(a) kann wie folgt abgeschétzt werden:

lim /g(z)dz Slin%M-ﬂ-r
r—

r—0
F(a)
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Das Integral iiber f lautet nun wie folgt:

™

- a—1 . a-1 . it . .
/ f(z)dz = / P dz = / e dt =mi-a_1 =7i- (Res f)(a)
S+(a) 0

5% (a)

Wir betrachten nun eine neue Kurve C:
C=[-R,—r|USH(a)U[r, R]UCR

Das ist anschaulich die Randkurve der oberen“ Halfte eines Kreisringes. Wiederum nehmen wir den
Integranden e*?/z, fiir diesen wissen wir fiir R — oo und r — 0 bereits:

1z 1z
/edz—>0 und /edz:O
z z
Cr c

Desweiteren konnen wir das im vorigen Beispiel gesuchte Integral durch den folgenden Grenzprozess
ausdriicken:

oo - o0 ; ;
3 : 3 1T 1T
I = / S dz = lim /smx dx + / S dzr | = lim Im (/ —oo—r—e dx + /rooe dx)
X r—0 X x r—0 x x
— 00 o0 T

Betrachten wir die Integration iiber C, so sehen wir, dass die Summe dieser Integrale gleich der Differenz
Jo— fCR — Jo+ (a) 18t. Die ersten beiden Integrale verschwinden. Es verbleibt:

r—0

eia:
I=1Im | lim / —dz | = Imir =7
x

5 (a)
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30 Erganzungen zur Funktionentheorie

30.1 Analytische Fortsetzung

Definition 30.1

Seien G; und Gy zwei nicht disjunkte Gebiete. In G; sei die Funktion f; holomorph und analytisch.
Auflerdem sind die Funktionen f; und f5 auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich gleich:

fi(2) = fo(2) Vz€G1NGy

Dann ist die Funktion F' mit
G
F(z):= hz) z€G
fo(z) z € Go

auf G := G U G2 holomorph. F' heifst Fortsetzung von f; in G.

Falls eine Fortsetzung existiert, ist sie aufgrund des Identitétssatzes eindeutig bestimmt.
Wir wollen folgende Probleme genauer betrachten:

1. Sei f im Gebiet G analytisch. Kann man f in ein groferes Gebiet G’ analytisch fortsetzen?

2. Falls ja, gibt es ein Verfahren, um die Fortsetzung zu konstruieren?
Ein solches Verfahren gibt es, fiir bestimmte G und f, tatsédchlich. Ein wichtiges Gegenbeispiel ist die
Potenzreihe ) 07 | 2™ welche im Einheitskreis konvergiert und dort eine analytische Funktion darstellt,

aber iiber keinen Randpunkt hinaus fortgesetzt werden kann. Den Hintergrund der Betrachtungen liegt
in folgendem Satz.

Satz 30.2 Hadamardscher Liickensatz

Sei g eine analytische Funktion mit folgender Darstellung: (Es werden nur die Potenzen mit von Null
verschiedenen Koeffizienten betrachtet.)

o0
g(z) = Zak .M
k=0

Wenn es ein § > 0 gibt, sodass ngy1 —ng > § - ny, fiir fast alle k € N gilt, dann lésst sich f nicht iiber
den Konvergenzkreis hinaus fortsetzen.

Satz 30.3

Fiir alle Gebiete G C C gibt es eine analytische Funktion f, die genau in G holomorph ist, die sich
also nicht iber G hinaus fortsetzen lésst.

Den Beweis hierzu findet man in der Literatur (Behnke/Sommer III, 8.27). Jetzt suchen wir ein Ver-
fahren zur Bestimmung der Fortsetzung und stellen fest, dass es sogar mehrere gibt.
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Satz 30.4 Kleiner Schwarzscher Spiegelungssatz

Sei G ein Gebiet in der ,oberen* Halbebene HT = {z € C: Imz > 0}, zu dessen Rand 9G ein
endliches Intervall [a,b] C R gehort. Das Integral (a,b) moge ein sogenannter freier Randbogen
sein:

Vz € (a,b)Ir >0: K. (x)NH" CG

Die Funktion f sei holomorph in G, auf GU(a, b) stetig und auf (a, b) reell. G~ sei das durch Spiegelung
von GG an der reellen Achse entstehende Gebiet. Dann existiert eine analytische Fortsetzung F' von f
auf GUG™ U (a,b).

Beweis Beweisidee
Man definiert die Fortsetzung wie folgt:

F(z):{f(z) zeGEJ(a,b)
f(z) z€ed@

Der Beweis der Analytizitiat von F' ist sehr aufwéndig.
|

Ein weiteres Fortsetzungsverfahren ist das sogenannte Kreiskettenverfahren. Hierfiir sei f; durch
eine Potenzreihe gegeben:

(e}
filz) = Zan (z—a)" fur ze€ Ky(a)
n=0
Sei b € K, (a). Wir entwickeln f; um b:
fa(2) =Y ba-(z=b)"
n=0

Der Konvergenzkreis K;(b) von fo kann komplett in K, (a) liegen (und mit seinem Rand die Peripherie
von K, (a) beriihren). Es kann aber auch sein, dass der neue Konvergenzkreis iiber den urspriinglichen
hinausragt. In K, (a) N K;(b) gilt natiirlich f; = fo. Dann kann man eine neue (wiederum analytische)
Funktion f in dem Gebiet K,(a) U K(b) definieren:

fiz) z€ K,(a)
f(z) =
() = e Ky()
Diese Art der Fortsetzung geschieht also durch Umordnung von Potenzreihen. Das Verfahren kann
natiirlich mehrfach angewendet werden, aber wie kann man diese Idee ,richtig* formulieren?
Definition 30.5

Sei mit P(z|c) eine Potenzreihe um ¢ bezeichnet.

1. Zwei Potenzreihen P(z|a) und P(z|b) heifen benachbart, wenn ihre Konvergenzkreise einen
nichtleeren Durchschnitt haben, auf welchem P(z|a) = P(z|b) gilt.

2. Eine endliche Folge (P(z]a;));<;<, von Potenzreihen heift Potenzreihenkette, wenn P(z|a;)
und P(z|a;41) fir i = 1,...,n — 1 jeweils benachbart sind.

3. Sei~ : o, B] — Cein Weg in C. Eine Potenzreihenkette (P(z|a;));<;<,, heifit Potenzreihenket-
te lings v, wenn a; = v(a) sowie a, = v(3) gilt und wenn es eine Zerlegung Z = {I,...,I,}
von [o, 3] in abgeschlossene Teilintervalle I, gibt, sodass v(I;) C K, (a) liegt. (Der Weg ~
liegt also abschnittsweise in den Konvergenzkreisen der P(z|ay).)
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Haufig liegen die Mittelpunkte aj der Konvergenzkreise auf C = ([« f]). (Die Entwicklungspunkte
werden also von der Kurve erzeugt.) Im Folgenden wird beschrieben, inwieweit Fortsetzungen langs
einer Kurve v mittels Potenzreihenketten von den Ketten und von v unabhéngig sind.

Satz 30.6

Seien (P(z]ai));<;<, und (Q(2laj)),<;<,, zwei Potenzreihenketten léings ecines Weges v. Wenn
P(z|a1) = Q(z]b1) ist, dann gilt auch P(z|a,) = Q(z|by) (jeweils auf dem gemeinsamen Konver-
genzgebiet).

Beweis Beweisidee

Man beachte v(a) = a1 = by und () = ap, = by, Jetzt seien {I1,...,,} und {Ji,..., Jp} die in der
Definition beschriebenen Zerlegungen des Intervalls [a, §]. Der Hauptbestandteil des Beweises besteht
darin, die folgende Aussage zu zeigen:

(¥*) Wenn I N J; # &, dann sind P(z|ax) und Q(z|b;) benachbart.

Angenommen, (x) gilt nicht fiir ein Paar (k,[) (wobei k 4 | moglichst klein ist). Fiir die Lage von I
und J; gibt es die zwei Moglichkeiten. Wir betrachten den Fall, dass J; von I und I;_; iiberdeckt
wird. Es ist also I_1 NI NJ; # &. (Beachte: Zwei aufeinanderfolgende I, enthalten den gemeinsamen
Randpunkt.) Diese Relation lasst sich auf die Konvergenzkreise iibertragen:

A= KT"k71 (akfl) N Km (ak) N Ksl(bl) * O

Da J;yNIx_1 # @ und k + [ minimal war, miissen P(z|ax—1) und Q(z|bx) benachbart sein. Die Potenz-
reihen P(z|ax_1) und P(z|ay) sind sowieso benachbart. Damit gilt in der offenen Menge A:

P(zlag-1) = Q(2|by) = P(z|la) Vz€ A

In der offenen Menge A konnen wir eine hinreichend grofie Menge (zum Beispiel eine Kreisscheibe)
finden, um den Identitdtssatz anwenden zu kénnen. Insbesondere ist also P(z|ag) = Q(z|b;) fir alle
z € Ky, (ar) N K4 (by). Somit sind P(z|ar) und Q(z|b;) benachbart, dies ist also ein Widerspruch zur
Annahme. Damit ist (x) gezeigt.

Auf alle Félle ist I,, N J,,, # @, also sind P(z|a,) und Q(z|by,) benachbart. Da aber a,, = by, ist, muss
P(z|ay) = Q(z|by,) sein.
]

Definition 30.7

Seien G; C G C C zwei Gebiete. Die Funktion f; sei in G1 holomorph. f; heifft in G unbeschrinkt
fortsetzbar, wenn liangs jedes Weges v, der in G; beginnt und ganz in G verlduft, eine Potenzrei-
henkette existiert, deren erstes Glied die Potenzreihenentwicklung von f; im Anfangspunkt von + ist.
Das letzte Glied der Kette heifst Fortsetzung von f; ldngs «. Die Fortsetzung ist von der gewéhlten
Potenzreihenkette unabhéngig.

Welches Problem taucht auf, wenn man die Unabhéngigkeit von v diskutieren will? Betrachte zum
Beispiel den Logarithmus. Wahle zwei Wege g und 1 vom Punkt a zum Punkt b so, dass der Nullpunkt
in dem von =g und ~y; umrandeten Gebiet liegt. Das Problem ist, dass man den einen Weg nicht stetig in
den anderen deformieren kann und dabei im Definitionsbereich des Logarithmus bleiben kann. (Beachte
0 ¢ D(log).) Der entsprechende Begriff ist die sogenannte Homotopie von Wegen.

Seien 79,71 : [0,1] — C. Sie heiffen homotop, wenn sie — anschaulich gesprochen — stetig ineinander
deformiert werden konnen. Das heift, es existiert eine stetige Abbildung v : [0,1] x [0,1] — C mit:
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1. vs := (s, ) ist fir alle s € [0, 1] ein stetiger Weg.

2. v tberfiihrt 7 und 7; ineinander: v(0,-) = v und y(1,:) =7

3. Alle Kurven ~; haben dieselben Endpunkte: v5(0) = a und ~s(1) = b
Entsprechend heiffen 7o und 77 homotop in G, wenn fiir alle s gilt: v5[0,1] C G.

Ein entarteter Weg ist 7,, : [0,1] — G mit 7,,(t) = po fiir alle ¢. (Die Kurve zu einem entarteten
Weg ist also ein einzelner Punkt.) Sei nun ~ ein geschlossener Weg in G, der bei pg beginnt und endet.
7 heifst auf py zusammenziehbar, wenn v und +,, homotop sind.

Nun ist der einfache Zusammenhang sauber definierbar: Ein Gebiet G heifft einfach zusammenhéin-
gend, wenn es in G ein pg gibt, so dass alle geschlossenen Kurven in G, die in pg beginnen und enden,
auf py zusammenziehbar sind. (Man kann zeigen, dass die Definition von py unabhéngig ist.)

Satz 30.8 Monodromiesatz

Sei f1 in 7 holomorph und in G 2 G unbeschrankt fortsetzbar. Seien vy und 1 zwei homotope
Wege, die a in G; und b in G verbinden. Dann sind die Fortsetzungen von f; langs o und 7; gleich.

Satz 30.9
Die Funktion f; sei im Gebiet G holomorph und in das Gebiet G 2 G unbeschénkt fortsetzbar. Ist
G einfach zusammenhéngend, dann existiert eine analytische Fortsetzung f von f; in G.

30.2 Konforme Abbildungen

Wann kann man zwei Gebiete Gg und G aus Cg eineindeutig und konform aufeinander abbilden? Die
Antwort folgt spéater. Zunéchst sehen wir, dass man bereits mit einfachen Abbildungen viel bewerk-
stelligen kann. Wir betrachten die wichtige Klasse der gebrochen lineareren Abbildungen (M&bius-

Transformationen):
az+b ,
M(z) = 1 d mit  ad —bc#0
Die Umkehrabbildung ist dann:
dw—b
M~ (w) = w0
—cw+a

Die Funktion hat unendliche Funktionswerte:

4 ¢c#0
M(z)=0c0 < c-z+d=0 undauferdom M(o0) = .
CcC =
Weiterhin hat M die folgenden Eigenschaften:

1. M bildet Cy eineindeutig und konform auf sich ab.

2. Die Mébius-Transformationen M bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe.

o . aj bl a9 bg __fa b
M10M2_M mit (61 dl) (62 d2>_<c d>

3. Mobius-Tramsformationen erhalten das Doppelverhéltnis von Punkten. Seien uy bis u4 vier von-
einander verschiedene Punkte. Das Doppelverhéltnis ist dann gegeben durch:

Uy — U3 U2 — Ugq

DV (u1,ug, u3, uq) =
Ul —Ug Uy — U3
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Wenn man etwa uq = oo wahlt, dann setzt man:

. 1 UL — U3
DV (uy,ug,us,us) = lim DV <U1,U2,'LL3, ~- | =
z—0 z

U2 — U3

4. Seien z1, z9, z3 und wy, we,ws zwei Tripel von paarweise verschiedenen Punkten, dann existiert
genau ein M mit:
M(z)=w; mit 1<i<3

Um dies zu beweisen, betrachte M; und My wie folgt:

zZ—Z zZ9 — Z
M (z) = L2275 und Ms(z) =
Z— 23 Z9 — X1 Z— W3 Wy — W1

Z— W1 W2 — Ws

Dann gilt Mi(z1) = 0, M1(22) = 1 und M;(z3) = oo (fiir M2 analog mit den w;). Die gesuchte
Abbildung erhélt man dann als M = M, Lo M.
5. M bildet verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise ab. (Verallgemeinerte Kreise sind

Kreise in Cyp, also Kreise oder Geraden in C.)

Satz 30.10 Riemannscher Abbildungssatz

Sei G C C ein einfach zusammenhéangendes Gebiet und zg € G. Dann existiert eine eineindeutige
konforme Abbildung ¢ von G auf den offenen Einheitskreis K7(0) mit ¢(zp) = 0.

Folgerung 30.11

Seien Gy, G; € C einfach zusammenhédngende Gebiete mit zg € Gy und z; € GG1. Dann existiert eine
eineindeutige konforme Abbildung ¢ von Gy auf G; mit ¢(zp) = 2.

Man kann auch noch die Zuordnung der Réander genauer beschreiben.

Wozu niitzt dieser Satz? Wir betrachten ein Problem in einer Ebene (zum Beispiel eine Randwert-
aufgabe erster Ordnung fiir ein einfach zusammenhingendes Gebiet G). Die Idee ist, dass Problem
im Einheitskreis zu 16sen, denn man kann G auf den Einheitskreis abbilden und die Lésung am Ende
zuriicktransformieren.

30.2.1 Zum Primzahlsatz

Sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen zwischen 0 und x. Wie kann man diese Zahl abschétzen?

Satz 30.12 Primzahlsatz

[
z—oo z/lnzx

Es ist doch erstaunlich, dass man diesen Satz mit den Mitteln der Funktionentheorie beweisen kann.
(Den Beweis finden Sie in der Literatur.)



