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1 Bemerkungen zur Tensorrechnung

Oft wird ein Tensor definiert als ein System von Zahlen Tlg mit 1 < 4,7,k,1,... < n, das sich bei
Koordinatentransformationen wie folgt transformiert: ... — Wir wéhlen eine dquivalente Definition.

1.1 Definitionen

Ab jetzt ist es wichtig, ob Indizes oben oder unten steht. Im folgenden sind alle Vektorrdume endlichdi-
mensional und reell. In diesen Vektorrdumen gibt es zunéchst keine zusétzliche Struktur, insbesondere
kein Skalarprodukt. V' sei ein Vektorraum der Dimension n. (ey, ..., e,) sei eine beliebige Basis von V.
Fiir einen Vektor z € V sind x¢ die Koordinaten von z bzgl. der Basis (ey):

n
x = E e, mitx* €eRi=1,....,n

1=1

Bemerkung Einstein’sche Summenkonvention

Uber doppelt (jeweils einmal oben und unten) auftretende Indizes wird automatisch summiert, zum

Beispiel:
rle; = inei oder AZjBfZ = Z AZjBikl
i=1 kyi=1
Definition 1.1 Dualer Vektorraum

Der duale Vektorraum V* ist der Vektorraum der linearen Funktionale auf V', also V* = L(V,R).

Definition und Satz 1.2 Duale Basis
1

Sei (e1,...,ep) eine beliebige Basis von V. Dann existiert eine Basis (e',...,e") von V* (die zu
(e1,...,en) duale Basis) mit folgender Eigenschaft:

ei(e) = 5;- (Kronecker-Symbol)
Insbesondere ist dim V' = dim V*.

Beweis
Beachte im Folgenden stets: Eine lineare Abbildung ist bereits dadurch eindeutig definiert, dass man
ihre Wirkung auf die Basisvektoren kennt! Also definiere €'(e;) := 5; Daraus folgt:

e'(x) = e'(alej) = a7 (e'(¢g)) = 2/ 8; = o'

Zu zeigen ist noch, dass (e!,...,e") linear unabhingig ist (das ist eine Ubungsaufgabe) und dass
die (e!,...,e") den Vektorraum V* aufspannen. Sei f € V* d.h. f(z) = f(a'e;) = z'f(e;). Setze
c; := f(e;); anscheinend ist f = c;e’. Das wollen wir zeigen. Sei g := c;e’.

g(g;) = ciei(xjej) = cixjei(ej) = Cixj(S;- = CiﬂUi = f(x)
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Satz 1.3

Der zu V* duale Vektorraum wird mit V** := (V*)* bezeichnet. Die Dimension von V** ist wiederum
n. Es existiert ein kanonischer Isomorphismus j : V' — V** der durch die Wirkung von j(x) € V**
auf die Elemente f € V* definiert wird:

[i(@)](f) = f(z) Vf e V"
[7(2)](f) ist linear in f und auch in z. AuBerdem ist j bijektiv.

Beweis
Fiir die Bijektivitdt von V geniigt es, zu zeigen, dass j injektiv ist; daraus folgt die Surjektivitat
unmittelbar. Angenommen, j(z) = 0. Zu zeigen ist z = 0, d.h.

[1(2)](f) =0Vf, also f(x) =0Vf=2=0

Im Allgemeinen wende e', ..., e" auf x an. Das geniigt, um 2 = 0 zu schen.

Im Folgenden identifizieren wir immer stillschweigend x und j(z), d.h. wir betrachten z(f) als [j(z)](f) =
f(z).
Definition 1.4

Seien FEy,...,E, Vektorrdume. Eine Abbildung o« : FE; X ... X Ey — R heift multilinear
(bzw.Multilinearform), wenn « in jeder Komponente linear ist:

Vi=1,....k:a(ur,...,u; + Avg, ... ug) = a(ug, ..o Uy oo ug) + Aa(ug, ..o, 05,00, ug)

Beispiel 1.1
E; = E5 = FE sei ein Vektorraum. Ein Skalarprodukt (-,-) : F x E — R, (u,v) — (u,v) ist bilinear.
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Definition 1.5 Tensor

Sei V ein Vektorraum und r,s € N.

1. Ein r-fach kovarianter Tensor auf (iiber) V ist eine multilineare Abbildung

a: Vi =Vx..xV-=R
N——

r-mal

2. Ein s-fach kontravarianter Tensor auf V ist eine multilineare Abbildung

a: (V)P =V x...xV* >R
—_———

s-mal

3. Fiir r, s > 0 ist ein r-fach kovarianter und s-fach kontravarianter Tensor auf V' eine multilineare
Abbildung
a:V'x (V*)? =R
Bezeichnungen

Im folgenden sei ® das Tensorprodukt.

e T,(V)=T°(V)=V*®...@ V* = @ V* ist die Menge aller r-fach kovarianten Tensoren iiber
—_————

T
=1
r-mal

V.

o T¥(V)=T§(V) = @ V ist die Menge aller s-fach kontravarianten Tensoren iiber V.
k=1

T S
o T5(V) = <® V*) ® <® V) ist die Menge aller r-fach kovarianten und s-fach kontravarianten
i=1 k=1
Tensoren iiber V.
Dass diese Mengen Vektorrdume sind, zeigt man leicht. Im Folgenden sind zu bestimmen:

e Basen und Dimensionen dieser Raume
e das Verhalten dieser Raume bei Koordinatentransformation

e Rechenoperationen mit Tensoren

1.2 Rechenoperationen mit Tensoren

Mit Tensoren konnen viele Rechenoperationen ausgeiibt werden, zum Beispiel konnen gleichartige Ten-
soren linear kombiniert werden. Besonders wichtig ist das Tensorprodukt oder dyadische Produkt:

Seien a € T#(V) und 8 € T (V). Dann ist a ® 3 € T5+5 (V) und es gilt

r—r!
1 1 !
(a®p) (vl,...,vr,vr+1,...,vr+r/,w o ws wsT ,...,w5+5)
_ 1 s s+1 s+s'
= a(vl,...,vr,w,...,w)-5(vr+1,...,vr+rl,w e, W )

Entsprechen wird o ® 8 ® ... ® v erklart.
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Beispiel 1.2

1. T3(V) =V - Witke a € V (bzw. v € V) auf f € V*, dann ist a(f) = v(f). Analog ist TP (V) = V*.
2. Seien f,g € V*[=T1(V)]. Dann ist f ® g € To(V), also wirkt f ® g auf jeweils zwei Vektoren und es ist
(f@g) (v1,v2) = f(v1) - g(v2) [v12 €V]

Seien v,w € V [= T'(V)]. Dann ist v ® w € T%*(V) und es ist

(vew)(fi, f2) = filv) - fo(w) [fi2 € V7]

Die Tensoren der Familie a ® § bzw. a1 ® ... ® ay, heifsen elementare Tensoren. (Wir sehen spéter,
dass zum Beispiel die elementaren Tensoren f @ v mit f € V* und v € V [ feueT ll(V)] den Raum
THV) = V*®V aufspannen. Dazu braucht man Linearkombinationen!)

Beispiel 1.2 (Fortsetzung)

3. Betrachte ein Skalarprodukt (-, -) in V. Das ist ein zweifach kovarianter Tensor, denn er bildet von V x V'
nach R ab. Das Skalarprodukt ist in den Variablen symmetrisch, also ein symmetrischer Tensor.

4. Sei V ein Vektorraum mit einer festen Basis (e,...,e,) und den Vektoren vy,...,v, € V. Seien
Z1y...,%2n die Koordinatenvektoren von wq,...,v, bzgl. dieser Basis. Nun ordnen wir den Vektoren
die Determinante einer Matrix aus ihren Spaltenvektoren zu:

(v, o vn) =21 ], o5 | 2

Dadurch ist ein n-fach kovarianter Tensor definiert. Dieser Tensor ist alternierend, d.h. aus den Vertau-
schen zweier Argumente folgt ein Vorzeichenwechsel.

1.3 Basis und Koordinatendarstellung

Satz 1.6
Sei (e;) eine Basis fiir V und (e*) die duale Basis in V* (d.h. e*(e;) = %). Dann ist

{"®..0e"®e; ®...Q¢€;, ik €{1,....k}, i €{l,...,n}} (%

eine Basis von T)7(V).

Beispiel 1.3
Sei dim V' = 2. Wir suchen eine Basis fiir 72(V') und finden acht Elemente:

e R®ea®es , e1®e;®ey ,..., e3Qe€2Qes

Beweis
Zu zeigen: (*) ist linear unabhéngig und erzeugt 7;7(V'). Aus Platzgriinden sei s = 0 (und r beliebig),
also

(x)={e"®...0":1<i,<n}

Beachte, dass fiir die Anwendung eines Elementes dieser Menge auf die Basisvektoren von V gilt:

(" ®...0€e") (ej,....e5) =€ (ej) ... e (e) :5;15;:
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Angenommen, es ist Y. ¢;,, ;. €" ®...®e'" = 0. Wende dies auch beliebige (ej,,...,ej,) an:

E ) L gh . Lyt — ) -
Cll;-nyzr 5]1 e 5]! — 0 = C]l,-~~7]7‘ — O

Da dies fiir alle Basisvektoren (e;) gilt, ist () wirklich linear unabhéngig. Noch zu zeigen: (x) ist ein
Erzeugendensystem von T;.(V). Sei a € T,.(V') beliebig. Zu zeigen:

a = E iy, i€t Q. ®eT (k)

Behauptung: Setze ay,, . := & (€k,,...,ex,.). Diese a . erzeugen geméf (+*) den Vektor «, d.h. fiir
beliebige uq,...,u, € V ist

a(ui,. . ur) = (Z i€l ®... 0 e) (ut, ... )

Der Beweis dieser Aussage bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, da er sehr lehrreich, wenn
auch etwas umsténdlich ist. Hier zeigen wir eine vereinfachte Variante: Zwei Abbildungen «, 8 € T,.(V')
(analog fiir 7)?(V')) sind schon gleich, wenn sie auf den Basisvektoren gleich sind:

a(ejl,...,ejr) :ﬁ(ejl,...,ejr) V1 < ik <n
(Z aih,“’ireil ®X...Q eiT) (ejl, e ,ejr) = Z ail,m’iréﬁ et 5;:
= ajlv"’vjv“
= oafej,...,ej) (siehe oben)
|
Die Darstellung o = 3 ail,wireil ® ...® e sieht fiir r = 2 anschaulich so aus:
o= Z az-jei ® e’
i,j=1
Allerdings ldsst sich diese Formulierung nicht anschaulich auf r > 2 iibertragen.
Definition 1.7 Koordinaten eines Tensors
Sei a € T?(V). Dann heift das System von Zahlen
3117’:1]: = (ejl, el Ciyy - ,eiT) (1 < Jk,i <n)
Koordinaten von « bzgl. der Basis (e1,...,ey), d.h. bezliglich (x).
1.4 Koordinatentransformation von Tensoren
Betrachte in V' Basen (e1, ..., e,) und (¢}, ..., e},) mit den dualen Basen (61, el e”) und (6’17 el e’")

in V*. Sei z € V und f € V*, dann ist

x = 2le = x’jej f= flel = f]’-e’j
= ej = a;e; e;-A: a;-z‘ei (1)

und el =ble" e’ =ble (2)
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(aé) kann als Matrix interpretiert werden: oderer Index = Zeilenindex, unterer Index = Spaltenindex

Behauptung: Die Matrizen (aé) und (a;i) sowie (b;) und (b;z) sind jeweils invers zueinander (hier ohne

Beweis). Die Transformation der Koordinaten eines Tensors erfolgt dann so:

1o Jai G 1T
7 =alx ) =ax (3)

fi=vr f=bf (4)

Man zeigt, dass in unserem Falle der Wahl der Basen in V* als duale Basen folgendes gilt:

) = () (%)= ()

Aus (3) folgt die wichtige ,Merkregel*:

1J j 1J j
]_81‘ ,j_aaﬂ ,j_ax i j_(?xj i
a; = ~ ., a; = -, |xY = -r , T = -
o' Oz’ oz’ oz
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2 Maxwellsche Gleichungen und
Differentialformen

Der Minkowski-Raum M ist der R* mit Elementen der Form z = (20, 2!, 22, 23), und darin eine

Bilinearform g, das sogenannte Minkowski-Skalarprodukt (das aber kein richtiges Skalarprodukt

0 0 1 1 2 2 3 3

ist) mit g(z,y) =2” -y’ —x' -yt — -yt —x® - y°.

Sei V ein (reeller) n-dimensionaler Vektorraum und g eine Bilinearform auf V' mit den Eigenschaften:
e ¢ ist symmetrisch — g(z,y) = g(y, x)
e ¢ ist nicht entartet — Es gilt eine der folgenden dquivalenten Bedingungen:

— Wenn g(z,y) = 0 fiir festes x und alle y € V, dann soll z = 0 folgen.
— Fiir eine (und damit jede) Basis (v;) in V' ist die Matrix (g(vs, v;)) invertierbar und zudem
symmetrisch.

Dann ist diese Matrix diagonalisierbar, es existiert also eine Basis (u;) von V, fiir die (g(us,u;))
Diagonalgestalt hat. Bei geeigneter Wahl der (u;) hat (g(us, u;)) =: (gi;) die Gestalt:

1 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 O
0 0 0 -1 0 O
0 0 0 O -0
0O 0 0 0 0 -1

Das sogenannte Sylvestersche Trigheitsgesetz besagt: Die jeweilige Anzahl der Plus- und Minus-
zeichen ist unabhéngig von der Basis.

Im Minkowski-Raum liefert die Standard-Basis (eg, ey, €2, e3) von R* gerade

1 0 0 0
0 -1 0 0
@)=10 o -1 o
00 0 -1

Man nennt eine Basis (w;) von V orthonormal beziiglich g, wenn |g(w;, w;)| = d;; ist.

2.1 Grundlagen der Differentialformen

Die Ridume der Differentialformen aus R* wurden mit Q%(R*) bezeichnet, wobei s = 1,...,4 ist. In
QO(R*) sind die beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R* enthalten. Die Elemente von Q°(R%)
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haben in der Standarddarstellung die Struktur:
w= Z Wjyojs - At A LA dade
J1<<gs
Die Ableitung ist gegeben durch
dw= Y dwjj, Ada? AL Adad € QTTH(RY)
J1<+<Js
als Zuriickfiihrung auf Ableitungen in Riumen Q°(R*) mit kleinerem s. Fiir f € Q0(R*) gilt

3
df =) OF quh
k=0

9

AufRer (g;;) wird auch die inverse Matrix betrachtet, die die Form (g*) hat. In unserem Fall ist g;; = ¢%/.
Jetzt wird dieses g benutzt, um in den 2° eine Bilinearform zu definieren.

w o= > Wi, dalt AL Ada
J1<<Js

o = Z Opeig A AL oA dats
11 <-<is

— 181 ... gdsts Ly e

g(w70> T Z gj g]ss w]l"']s 0—21"'15
J1<-<Js
i <-<tig

g auf QF ist wieder symmetrisch. In obiger Summe sind nur solche Summanden ungleich Null, in denen
(1, -+, Js) = (i1, ..., 1s) ist, weil g = 0 fiir i # j ist. Man sieht jetzt sofort, dass die

s = daV AL AT mit < -e- < g

eine Orthonormalbasis beziiglich der Bilinearform ¢ bilden. Mittels g wird der sogenannte Stern-
Operator definiert:

QPR - Q7FRY, 0= %0 mit  wAx0 =g(w,0)-dz® AL Ad2 = g(w,0)-p Yw € Q5(RY)

p=dz® A...Ada? ist eine 4-Form. Wegen w € Q° und xo € Q4% ist w A xo € Q*. O besteht nur aus
Elementen der Form f-da® A...Ada3. f ist aus C°°(R*), und natiirlich ist g(w, o) auch aus C*°(R*).
Der Operator * hat unter anderem folgende Eigenschaften:

e x(h-0)=h-x*o fiir h € C®°(R*), denn g(w,h-0) =g(h-w,0) =h-g(w,0o).

e x ist eindeutig definiert, wenn man weifs, wie * auf die Basiselemente wirkt, denn

o= Z Oiyoiy Az AL Ad2 = k0 = Z Oiyoiy - ¥(dz™ AL A da™)

11 <-<ig 11 < <tg
Betrachte: eit»ink = dzit A .. A dzi. Dann ist
st ink — +elt Tk,

wobei j1 < ... < js—k ist und die ji,...,jnd — k € {0,1,2,3}\ {i1,...,i,k} sind. Also ist zum Beispiel
xeVl = +e23 und #e013 = +e2.

e Fiir k = 0: 1 ist Basis in Q” und g(1,1) =1-1=1. Esist *1 = da" A ... Ada?.
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e Fiir k = 1: Es ist g(e°,¢") = 1 sowie g(e!,e’) = g(da?,dz’) = g% - 1-1 = —1 fiir i > 1. Es folgt:

ONB = 4 o k) = 12
0023

el Ne¥23 = —-u = xel =

o Fiir k =2: Es ist g(e%,e”) =1 und g(e¥,e¥) =1 fiir 4,5 € {1,2,3} und i < j. Also ergibt sich:

w0l — 23
w02 — 13
w03 — 12
wel2 — 03
weld — 02
we23 — 01

Das Kodifferential § : Q5 — Q5! wird definiert durch

6= xdw: Q° 5 Qs 4 o 2 sl

2.2 Maxwellsche Gleichungen im Minkowski-Raum

Fiihre in den Maxwell’schen Gleichungen (in der Vorlesung in vereinfachter Form in den Formeln (18.5)
und (18.6) dargestellt; relevant sind auch (18.7) bis (18.10)) Vierervektoren ein:

J=(°7%7%7% mit %=
A= (Ao,Al,AQ,Ag) mit  Ag:=-V

(18.10) wird jetzt
divd =0

Aus dem Ansatz (18.7) wird jetzt einheitlich folgendes (mit Kurzschreibweise 9; = 9/027):

E;y = —(00A1 — 014)
Ey = —(0pAs — 024p)
Es = —(0pAs — 0340)
H = (32A3 — 03A3)
Hy — —(95A;, —1As)
Hs = ( AQ — 82141)

Definiere nun den sogenannten Faraday-Tensor:

F = > Fydzt Ade” mit  F,, =0,A, —0,A,
p<v

0 —-F —-FEy —FEj

E; 0 Hs —Hy

FEy —Hj 0 H;

Es Hy, —H; 0

Damit kann man zeigen, dass (18.6a) dquivalent sind zu

OuF s+ 0y Fay+00Fu =0 (%)
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fiir paarweise verschiedene p, v und A zwischen 0 und 3. Zum Beispiel fiir p, v, A = 1,2, 3:

O Fos + 09F31 + 03F12 = 01 Hy + O9Hy + 03Hs =divH =0

3 ,

Bilde die 1-Form wg = ) A;dz". Aus Definition von F folgt: F' = dwgq. Daraus folgt dF' = d(dwa) = 0;
=0

dies ist eine 3-Form. Schreibt man dF = 0 in den Komponenten (=Faktoren vor dem Basiselement)

aus, so erhdlt man genau (x). Jetzt wird die 2-Form *F' berechnet:

s = *(Fmdl’o Adat + F()deo A da? + Fogdxo Ada® + Fmdxl A dax? + Flgd{Bl Ada? + F23d$2 VAN d.’Bg)
= —Fg1dx2 A4 ...
= Y Gpdat ANda¥ =G
pu<v
0 H, Ho Hj
—H, 0 —FE35 Ey
—Hy, Ej 0 —F;
—Hy —FEy E; 0

Dann kann man (18.6b) umschreiben zu:

dG = 4rm -0y
o7 = j%-det Adz? Ada?® — 5t da® Ada? Ada? + 52 - da® Ada! Adad — 52 da® A dat A da?

In Komponenten ist
G#G,,,\ + &,GM + 8)\Gw, =4 - jn,

wobei (k, p, v, \) eine gerade Permutation von (0, 1,2, 3) ist.

K

*O'J:(A)_]:Zj,i‘d%ﬁ mit  jo =
Dann kann man alles zusammenfassen:
e (18.6a) wird zu dF' = 0.
e (18.6b) wird zu dG = 47 - oy
o Esist 0F =xdx F = xdG = (47 - 0y) = 4w - x0y = 47 - wy.



