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Kommutatorrelationen
e Orts- und Impulsoperator: [&;, &;] = [p;, p;] = 0 und [p;, &;] = A/ - 6;;
e beliebiger Operator F(Z,5): [F, &) = h/i - 0F /0py, und [F, pr] = —h/i - OF |0y

7

e Bahndrehimpulsoperator | = 7 x p: (5, &) = h/i - €ijk - &; und (L, p;| = h/z €ijk - Dk
[li,1;) = —h/i - eiji - I, und [I2,1;] =

Statistische Aussagen

Sei F der (hermitesche) Operator zur Observablen F.
o Erwartungswert: F' = (F) = (¢|Fp) = Sp(Pj,y F) = Sp(FPy)) mit (plp) =1
e Eigendarstellung des Erwartungswertes: (F) = [, X lo(N)[? dA

Durch Messung der Observablen F' geht das System in einen Eigenzustand von F iiber. Kommutierende
Observablen haben dieselben Eigenvektoren, kénnen also gleichzeitig interferenzfrei gemessen werden.

e Messwahrscheinlichkeit des Eigenwertes A: wy = |(ux|@)|* = SP(Poy Pusyy)

e Streuung: Str F = (F?) — (F)? = <[.7: - <f>]2> — verschwindet, wenn |p) Eigenvektor von F ist

e Unschirfe: AF = /Str F

e Unschérferelation: AF - AG > 1. [([F,3])|

e Energie-Zeit-Unschiirfe: AFE - Atp > h/2 mit Atp = AF/ ‘% (.7-")| (Zeit, in der sich die Observable F' um

ihre Unschérfe &ndert)
Darstellung in den Eigenrdumen der Fundamentaloperatoren
e Orts-Translationsoperator: 7 (€) = e~ # €7 mit 7(&)|ug) = |Ugye)
e Ortsdarstellung der Fundamentaloperatoren: £¢(z) = - ¢(x) und pp(x) = h/i- ¢’ (x)

e Impuls-Translationsoperator: S(¢) = e ¢# mit S(E)|up) = |upte)

Impulsdarstellung der Fundamentaloperatoren: Zp(p) = —h/i - ¢'(p) und po(p) = p - ©(p)

e Zusammenhang beider Darstellungen: ¢(p) = (2wh)~1/2 . [* e P () da
plz) = (2nh) 2 [7 en ™" o(p) dp

Fundamentalbeispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator

e Hamilton-Operator: H = ﬁ P2+ e 22 = hw - (lA)+ b+

(Eigenvektoren von H und 7 stimmen iiberein)

i) =hw (A+3-1)

e Hebungs- und Senkungsoperator: b= Th s lVmw - T+ \/ﬁ ~;ﬁ} und bt = 12 : [\/mw ST — \/;W -ﬁ}
7’&} = —q- (6+)q

e Zusammenhang zwischen den Eigenvektoren: blu,) = /71 - |tn—1) und bt |un) = Vi + 1 - [tini1)

= >

e Kommutatoren der neuen Operatoren: [b,b7] = 1 und [b7,7] = ¢ - b9 und [(b")

e Generierung aller Eigenvektoren aus dem Grundzustand: |u,,) = (n!)=%/2 . (b*)"|ug) mit n = 0,1,2,3, ...

e Energieeigenwerte: F,, = (n + %) - hw

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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Grundlegende Zeitabhingigkeiten
o zeitliche Anderung einer Observable: F = i . [H,F]+ 2 F
e Axiom: 75“,) =0, also %Pls@) = —1 . ['H,Pw }

),t) = Alt,to) - F(#(to), (to), t) - A (¢, to)
e Eigenschaften der Transformation: A(tg,to) = 1 und A(t,to) = A(t, t1) - A(t1, to) und AT (¢, t9) = A(to,t)

unitéire Transformation: F5 (2(t), p(t

Ehrenfest-Theorem: - (F) (t) = <.7-" > (t) (Erhaltungsgrofen: F = 0)

Schrodingerbild
e definierende Transformation: A (¢, to) = 1

SF)S

e Observable: L-F5(t) = (&

Projektionsoperator: %Pli> (t) = (%le))s - _% . [HS7P‘€9>]

Zustandsvektor: %\9@5(1&)) = —% CHI () |95 ()

formale Losung der Bewegungsgleichung: | (¢)) = U (¢, t0)|¢” (to))
Hierbei ist &% unitér, U5 (t,t) = —% - H5(t) - U5 (t, 1) und U5 (to, to) = 1.

— Die Zeitabhéngigkeit liegt ausschliefllich beim Zustandsvektor, die Observablen bleiben zeitunabhéngig.

Heisenbergbild

e definierende Transformation: &AM (¢,t0) = £ - HH (t) - AH (¢, 1)

o Observable: &FH — i [HH (1) FH ()] + (ZF)" (1), also FH (1) = F(&7 (1), p" (¢), 1)
e Projektionsoperator: %H% =
e Zustandsvektor: | (t)) = [ (to))

— Die Zeitabhéngigkeit liegt ausschliellich bei den Observablen, der Zustandsvektor ist zeitunabhéingig.

Diracbild (Wechselwirkungsbild)
Betrachte einen Hamilton-Operator H(t) = Ho(t) + H1(t) (mit einem Stérungsanteil Hi(t)).
e definierende Transformation: £ AW (t,t9) = £ - H{V (t) - AV (¢, %0)

(t)

e Observable: dt]:W : [H(‘J/V(t)vfw(t)] + (%f)w

e Projektionsoperator: %PIV«[J/) =—i. {H}/V(t)fpm (t)]

e Zustandsvektor: oW (1)) = —% - HY (¢)|¢" (t)) (formale Losung wie beim Schrédingerbild méglich)
e formale Losung der Bewegungsgleichung: |¢" (t)) = U(t,to)|e" (to))

Hierbei ist 4" unitér, SUW (t,t0) = —% - HY (¢) - U (¢, o) und UW (Lo, to) = 1.

— Die Dynamik der Observablen wird durch Hy, die des Zustandsvektors durch H; bestimmt.

Wahrscheinlichkeitsamplitude

Betrachte einen nicht explizit zeitabhéngigen Operator F mit den Eigenwerten A und Eigenvektoren |uy).
e Die Wahrscheinlichkeitsamplitude ist als Skalarprodukt (d.h. als p(\,t) = (ux|p(t))) bildunabhingig.
e Zeitabhiingige Schrodingergleichung: C(l—itcp()\,t) = —£ - Hp(\t)

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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Dirac-Theorie

Der Hamiltonoperator enthalte einen Stérungsterm: H(t) = Ho+H1(t) — Es sollen im Wechselwirkungsbild
Aussagen iiber die Verdnderung des Zustandsvektors getroffen werden.

e iterative Losung der Bew.gleichung: Z/I(VX) (t,tg) =1— % fti HY (t1) -L{(ngl)(tl,to) dt; mit Z/{(OW) (t,to) =1
Zum Zeitpunkt ¢y befinde sich das System im Zustand [p" (¢9)) = |u,) (Eigenzustand von Hy).

e Ubergangswahrscheinlichkeit durch Stérung: w,_s(t) = ’(ub|<pW(t)>|2

e Losung in erster Ordnung: wq—p(t) = 75 - ‘ftto exp [£ - (E) — EQ) - (t1 — to)] - (up|H1(t1)ua) dty ’
Sei der Storungsterm nicht explizit zeitabhéngig. Fiir hinreichend grofie Zeiten ¢ gilt asymptotisch:

o Goldene Regel der Quantentheorie: wq_,4(t) = Wliéww -2t - §(wpq) Mit wpe = (EY — EY)/h

Schrodinger-Theorie

Der Hamiltonoperator enthalte eine kleine Storung H = Ho + A - H1 — Wie verdndern sich die Energieei-
genwerte |u510)> durch die Stérung?

o Ansatz: B, = BV + X EY + 22 B2 + . und |up) = [ul) + A [ulD) + 22 [0l + .

Das Eigenwertproblem liefert nach Koeffizientenvergleich fiir Potenzen von A das Gleichungssystem:

Holut) = B jul)
Ho|u£11)> + H1|u510)> = Y. |u£11)> +EY. |u£LO)>
Holul?)) + Halul))y = B ju@) + ESY - july + B - jul)

Die Orthonormierungsbedingung liefert auf dhnliche Weise:

S = {up [uy)
0 = <u£2)|ug)> + <u£}b)|u£10))
0 = @y + Wi uly + @)

e iterative Losung der Energiecigenwerte: Efzm) = (ugn_l)|H1ugn_1)>
ae ; X . —1,,(0) (0)y . (P |Hiul”)

e Energieeigenvektor in erster Ordnung: |un) = |un ") + 3,4, [um’) - ﬁ

|l | H1ud,) |

e Energiekorrekturen in erster und zweiter Ordnung: E,(Il) = <u%0)|H1u510)> und E7(12) =3 PO

m#n
Bei entarteten Energien muss diese Summe alle Eigenvektoren zu anderen Eigenwerten enthalten.

Ritzsches Variationsverfahren

Gesucht ist die Energie Ey des Grundzustandes |ug) fiir ein System mit dem Hamiltonoperator H.

e Rayleigh-Ritz-Prinzip: Ey < (H) = <f;ﬁ“>’> fiir alle Zustandsvektoren |¢)

e Ritzsches Variationsverfahren: Man wéhlt |p) als Funktion eines Parameters und sucht das Minimum der

Energie E(u) = %.

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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Transformationen

e Transformation: g (Struktur a priori unbekannt) mit zugehérigem unitéiren Operator D(g)
e Anwendung auf eine Observable: /' = D(g) - F - D~1(g)
e Die Menge der Transformationen bildet mit der Verkettung (bzw. Operatormultiplikation) eine Gruppe.
e Transformationsgruppe des Hamilton-Operators: D(g) mit [D(g), H] =0
Nicht explizit zeitabhingige D(g) aus der Transformationsgruppe von H sind Erhaltungsgroéfien.

e Struktur einer kontinuierlichen Symmetrieoperation: D(g) = ¢~ #'9F mit Generator F = F+

Die D(g) sind genau dann in der Transformationsgruppe von H, wenn F eine Erhaltungsgrofle ist.

Darstellung von Transformationen

Betrachte eine Transformation D(g) aus der Transformationsgruppe des Hamilton-Operators H. Ist |uy)
ein Eigenvektor von H, dann auch D(g)|uy) (zum selben Eigenwert).

e Beschreibung der Transformation im Falle der Entartung: D(g)|u}) = S°03_, Dﬁfl“(g) : |u’;/>

W=

Die entstehende Matrix Dy (g) heifit reduzibel, wenn sie in Untermatrizen in Blockgestalt zerfillt. Die
minimalen Untermatrizen entsprechenden irreduziblen Unterdarstellungen.

Grundlagen des Drehimpulses

e allgemeiner Drehimpulsopefator: J generiert eine kontinuierliche Transformationsgruppe (Kommutatoren
zwischen den J; und mit 72 in Analogie zum Bahndrehimpuls)

e Transformationen: Rg(a) = e~ hra @) (Drehung um Achse entlang Einheitsvektor €)

e Eigenwertproblem: j2|u;"> =j(j+1)-m%. [u) und T [u}*) = m - h-[u]') mit m = —j,...,j

e Hebungs- und Senkungsoperatoren: J+ = J, + i - J, mit TJ2=J_- T +h- T+ T2

e Kommutatorrelationen: [J1, J-| = 2k - J, und [T,, J}] = £nh- T¢

e Zusammenhang zwischen den Eigenvektoren: J4 [ul") = Vi(G+1) —m(m £ 1)'h-\u}”i1> mit ji|u;tj> =0

snden: ™) — GEm)! gL\ F
e Erzeugung aus Extremalzusténden: [u]') = arGE - luj”)

e Beschreibung des unitédren Raumes benétigt man noch mindestens eine weitere kommutierende Observable

Wichtige Beispiele fiir Drehimpulse

e Beim Bahndrehimpuls I ist j (bzw. 1) ganzzahlig. Ortsdarstellung der entsprechenden Operatoren:

% 1o} : 0 —
+ = ﬁ-ei”-{ﬂ:%—&-z-cotﬂ-%] lz = w A
P . - o2 N 52 — T -
= - |:sirln9 ’ % (811119 ’ %) + sin1219 ' 807</72:| A?/J(r) = ’ % [T ’ 1[)(7’)] - r2.1h2 ’ l2¢(r)

e Der Spin % ist nicht im gewdhnlichen Orts-Impuls-Raum beschreibbar. Essind j — s = 1/2 und m = £+1/2.
Im neuen zweidimensionalen Spin-Raum gibt es die folgenden Spinoperatoren (in Matrixdarstellung):

o 10 / 0 1
m|a2,m — 3 .52, m|a m = .
(u™|$2u™) = I3 0 1 (u™|§pu™) h 1 O)
0 —1
i 0

((1) _01> (wms_u™y = h-

e Pauli-Spinmatrizen: Matrixdarstellungen der Operatoren 6; = % -8 mit i =x,y, 2

1o}

o~

o~
el
S s St

(wnfs,um) =

w
(NI

I

(um(gum) = (um|gum) =

(SIS

0
0
0
1

(SIS
o O O

e Rechenregeln: 3 =0und 87 = § -3 =172 1
~ ~ ~ ~ N ~ ~ N 3
s$-sy:—sy~sw:—%-sz undsgfsy-sz:—%-l

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.



