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Mechanische Grofien und wichtige Sitze

e Bahnkurve: 7(¢), Geschwindigkeit: 0(t) = iﬁ Beschleunigung: d(t) = diﬁ: d—zﬁ Kraft: F'=m-d

e Impuls: p'=m - ¥, Impulssatz: dt Lp= F Erhaltung bei verschwindender Kraft

e Drehmoment: M = 7 x F
e Drehimpuls: L= X p, Drehimpulssatz: C%E =M , Erhaltung bei verschwindendem Drehmoment
Fléchensatz: < /T ‘i"l (A = vom Fahrstrahl 7 iiberstrichene Fliiche)

o Arbeit: W = [, Fdr

e Leistung: P = %W =F

e kinetische Energie: T = 2¢%, £.T =P

e Potential: U () mit (?tU (7) = —Fxons - U

e Energie: FE=T+U = %7"2 + U (7), Energiesatz: 3 4 B = Fdlss U, Erhaltung bei rein konservat. Kraft
e konservative Kraft: 3 U (¥) mit F = —grad U (¥ ) — —VU; rot F = V x F = 0; Arbeit unabhingig vom
Weg; Ringintegrale der Arbeit verschwinden

e Virialsatz: T = %f’ - VU fiir konservative F' und iiber die gesamte Zeit beschrénkte Impulse und Orte
T = LU fiir (zusitzlich) ein homogenes Potential vom Grade k, d.h. U (a - 7) = of - U (7)
Planetenbewegung

M sei im Ursprung fixiert und m (Abstand ¢ zum Ursprung) bewege sich unter der Gravitationskraft

o mM mM
F==—g =15 0
0
e Potential: U(p) = —y2 Energie: E = 2 + 2m92 + U( ) = 26 + Uesi (0) — effektives Potential
e Bahnen des freien Korpers: o(p) = m mit k£ = sz (Parameter) und e = {mex—imin (Exzentrizitét)
Bezugssysteme

e Spezielle Galileitransformation (IS’ bewegt sich gegen IS mit ¥ =wvey): @’ =z —vt, ¢y =y, 2/ =2, t' =t

o Allgemeine Galileitransformation (IS’ bewegt sich gegen IS mit ¥ = v;€}): @} = a;;x; —vit —xo;, t' =t —1p
o = (a;;) muss eine Drehmatrix sein, also a® - =1

e Rotierendes Bezugssystem (KS rotiert mit & bzgl. IS, Ortsvektor 7 in IS bzw. 7 in KS)
— Allgemeine Operatorgleichung;: ( )IS = (%)KS + Jx (anwenden auf 7= 7)

— Zentrifugalkraft: F, = m - & x (& x ), Corioliskraft: F, = 2m - & x

— Transformation von Beschleunigungen: mi#¥ = mi'— F, — F. —m -&J X 7

Systeme freier Massepunkte

Betrachte N Massepunkte der Masse m; an den Orten r; mit den duferen Krafteinwirkungen E
e Gesamtmasse: M = ) . m;, Schwerpunkt: R= ﬁ -y, m;T;, Gesamtimpuls: P= >upi = MR

e Impuls-/Schwerpunktsatz: %ﬁ = MR = Do f}, analog Drehimpuls und Energie

e Zweikorperproblem: keine dufleren Kréfte (nur innere Kriifte FiQ = 71321): MR =0
-1 .
3 . _ 1 1 _ _ 1 5
reduzierte Masse: = (nTl + nTg) — nﬁfgz = M2 T = W= By

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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D’Alembert-Prinzip

Ein System von N Korpern erfahre eine virtuelle Verriickung d7; (i = 1,...,N), d.h. die Zwangsbedin-
gungen gelten noch, wenn man annimmt, dass sich die Zeit nicht dndert (bei d¢ # 0 wire es eine reale
Verriickung dr;). Dann gilt fiir die Zwangskrifte:

> Zi-ori = (mri - F) o7 =0
i

Lagrange 1. Art

Im folgenden sei N die Anzahl der Teilchen und R die Anzahl der Zwangsbedingungen.
1. Zwangsbedingungen in konstanten Koordinaten angeben
Jo(T1,...,x3N,1) =0 (a=1,...,R)
2. Lagrangegleichungen 1. Art mit konstanten Koordinaten aufschreiben

R
mnxn:Fn‘i‘Z)\a(t)g% (nzl,,BN)

a=1

3.1. Zwangsbedingungen zweimal nach der Zeit ableiten (diese Ableitungen sind ebenfalls Null!); umformen

3N

nz_:lgzz{z}nfa(x,:t,t) (@=1,....R)

3.2. hierin Lagrangegleichungen 1. Art einsetzen
R

N dg 1 dg
. <Fn+;>\a(t)8xn>:fa(x,x,t) (a=1,...,R)

— ox, my —

3.3. entstehendes lineares Gleichungssystem vom Grade R fiir die A\, (x,4,t) 16sen und in die Lagrangeglei-
chungen 1. Art einsetzen

R
99ga
mnxn:Fn+Z)\a(x7x;t)ai (n:17...73N)

a=1

4. Losung der entstehenden Bewegungsgleichungen = z(t); ggf. Bestimmung der Zwangskriifte

2 99a
Zn(t) = Z Aal(t) e

a=1

Lagrange 2. Art

Im Folgenden seien f die Anzahl der Freiheitsgrade und qi, ..., g die verallgemeinerten Koordinaten, die
die Zwangsbedingungen automatisch erfiillen.

1. kinetische Energie und Potential analytisch fassen und Lagrange-Funktion formulieren
L(g,4,t) =T(q,4,t) — Ulq,1)

2. Lagrange-Gleichungen 2. Art l6sen
d oL 0L

— === =1,...
dtaqk aqk 0 (k ) >f)

Hamilton-Prinzip der extremalen Wirkung

Der gewiithlte Weg ¢(t) ist dadurch gekennzeichnet, dass das Wirkungsintegral extremal wird.

6/dw<q,q,t> ~0

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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Hamilton-Formalismus

1. Lagrangefunktion aufstellen und verallgemeinerte Impulse bilden
oL

Pk = =
O

2. verallgemeinerte Impulse nach ¢ umstellen und mit diesen Hamiltonfunktion bilden

H (q,p.t Z kpr —

3. kanonische Gleichungen aufstellen

) OH q oOH . dH O0H
= — n = —— 1 - =
i Opk b Pk = Oqu, SOWI® T4 ot
e Spezialfall: zyklische Koordinate
0H
— =0 = pr =0 = pr = const.
Oqx

Poisson-Klammern

oG OF 0G
{F6) = Z{aqk o " oox Bar

e algebraische Eigenschaften:
— Linearitéit: {¢1A 4+ c2B,C} = ¢1 {A,C} + c2 {B, C}, ebenso in zweiter Komponente
— Antisymmetrie: {A, B} = — {B, A}
— Produktregel: {A- B,C} =A-{B,C}+ B-{A,C}, ebenso in zweiter Komponente
— Jacobi-Identitit: {{A, B},C} + {{B C}, A} + {{C A},B} =0

e Zeitableitung einer Funktion F(q,p,t): < ={FH}+ 6t , insbesondere % = %—f

e fundamentale Relationen verallgemeinerter Groflen:

(dritte kanonische Gleichung)

— untereinander: {g;,q;} =0, {pl,pj} =0, {qi,pj} = 0ij

_ _2G
3pk {pr, G} = —55-

— mit Hamilton-Funktion: {qx, H} = ¢, {pr, H} = Pk

— mit Funktionen: {qx, G} =

Kanonische Transformationen

e Definition: Eine Transformation ¢,p — @, P heifit kanonisch, wenn sie die kanonischen Gleichungen un-
beriihrt ldsst, d.h. es gibt eine zu H gleichwertige Funktion H(Q, P,t) mit Qr = g% und P, = —%.

Test: Fine Transformation ¢,p — @, P ist genau dann kanonisch, wenn gilt:

e Zu jeder kanonischen Transformation gibt es eine Erzeugende G, mit der sich die transformierte Hamil-
tonfunktion nach H(Q, P,t) = H (¢(Q, P),p(Q, P),t) + %—f folgt. Es gibt vier Typen von Erzeugenden:

Form G=G(q,Q,t) | G=Ga(q,Pt) | G=Gs3(p,Q,t) | G=Ga(p, P,t)
Eigenschaften p= 0;(’;1 p= 35512 q= faTC:f g=— 88(;4
oG 9G IG: oG
P:_an Q= 5% P:_BQJ Q= 2

e In der Praxis hat man H(q,p,t) sowie die Erzeugende oder die Transformation, findet das jeweils andere
mithilfe der obigen Eigenschaften und geht dann zu H(Q, P,t) iiber. Die Ergebnisse aus der Betrachtung
des werden dann gegebenenfalls riicktransformiert.

o Satz von Liouville: Die Phasenraumdichte o(7,t) entlang einer Trajektorie ist konstant.

do do . (d\
dti{ }Jrat 0 oder dlv(]j =0

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.



AGeS-Kompendium Starrer Kérper Seite 6

Translation

Der Korper (Gesamtmasse M) wird durch ein Inertialsystem (IS) und ein mitbewegtes Koordinatensystem
mit dem Ursprung 7 (der sich mit vy bewegt) beschrieben.

e Geschwindigkeit eines Punktes 7; (rg; im KS) auf dem starren Kérper im IS: 0; = vy + & X rg;
Im Folgenden sei vy = 0 (ortsfester Kreisel) oder ). m;rg; = 0 (7 ist der Schwerpunkt).

e kinetische Energie der Translation: Ty, = %M 1162

Rotation

e Komponenten des Trigheitstensors 0:0e,,, = off[av (Fgémn — rmrn)
e Trigheitsmoment bzgl. einer Drehachse &J: ©5 = Zm n @mnjm
e kinetische Energie der Rotation: T, = % > omn OmnWmwn, = %@5@'2

e Drehimpuls: L =0z

Steinerscher Satz

Der Tragheitstensor O eines Korpers der Masse m an einem Ursprung @ (vom Schwerpunkt aus gesehen)
ergibt sich aus dem Tragheitstensor © im Schwerpunktsystem durch

@;nn = ®mn + M (625771n - aman)

Hauptachsentransformation des Tréigheitstensors

e Die Haupttrigheitsmomente sind die Figenwerte O, ©2, ©3 der Matrix des Trégheitstensors.

e Die Haupttrigheitsachsen sind die zugehorigen Eigenvektorrdume {wi}, {wa}, {ws}. Es gilt:
0w, = O,

Hauptachsentransformation: Im Koordinatensystem der Haupttrigheitsachsen sind

_{er 0 0
0=(0 e o
0 0 6

Eulergleichungen und -winkel

e Eulersche Gleichungen zur Bestimmung der Winkelgeschwindigkeiten

O + (03 —02)wows = M,
Oy + (01 —-03)wiws = M,
Osws + (@2 — @1) wiwy = Ms;

e Eulersche Winkel (Inertialsystem: z,y, z; mitbewegtes Koordinatensystem: x1,za,23; K = Schnittlinie
der zy- und x122-Ebene)

v = <(z,K) wy = @sindsing + Jdcosy
v o= < (K,11) = ws = ¢sindcosy — Vsiny
9 = <(z,z3) w3 = pcost + P

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.
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Kausalitéit

e Zwei Ereignisse (z1,y1,21,¢1) und (z2,y2, 22,t2) heiflen gleichzeitig, wenn bei jedem Ereignis am jeweiligen Ort startende
Lichtblitze gleichzeitig im Mittelpunkt der Verbindungslinie zwischen den Orten ankommen.

e (21,y1,21,t1) und (z2,y2, 22,t2) haben den (unter Lorentztransformation invarianten) Raumzeit-Abstand
s3p = [c(ta —t1)]* — [(12 —21)° + (y2 —y1)° + (22 — Z1)2]
o 3%2 > 0 — zeitartiges Intervall — Es gibt ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse am gleichen Ort stattfinden.

Gleichzeitig koénnen Sie aber nicht stattfinden.

o 3%2 = 0 — lichtartiges Intervall — Die Ereignisse konnen weder gleichzeitig noch am gleichen Ort stattfinden, unabhéingig
von der Wahl des Bezugssystems.

o 3%2 < 0 — raumartiges Intervall — Es gibt ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden. Am
gleichen Ort kénnen Sie aber nicht stattfinden.

e FEreignisse konnen nur dann kausal zusammenhéngen, wenn zwischen ihnen ein zeitartiges oder ein lichtartiges Intervall liegt.
Nur dann kann man zwischen Vergangenheit und Zukunft unterscheiden.

Allgemeine Lorentztransformation

Fiir zwei Inertialsysteme IS und IS’ gibt es zwei Transformationstensoren L’GQ und La’B mit

oot o onNT B T
Definition: (ct',a"y'2) = Llalet,2,y,2) - 1 0 0 o0
(ct,z,y,2)" = L (ct',a',y,2") . s |0 =1 0 0
Le- 18, = & it gap =9 =19 o -1 o0
Eigenschaften: B i v s ~ 0O 0 0o -1
Ly = gpy-g°- L7
Spezielle Lorentz-Transformation
Das Inertialsystem IS’ bewege sich bzgl. dem Inertialsystem IS mit V=Vé.
t = y(t—c%a:) t = 'y(t'+c%ac/)
@ = y(z—Vi) z = ~(a' +VH) _ (v —-1/2
v, = a(v=V) und ve = a(v,+V) mit 7= 2
v, = avy/1-(¥)° v o= a1t () o = (1-=))
o= a1 (2 v = a1+ (%)

e Zeitdilatation: Zwei Ereignisse geschehen von IS gesehen am gleichen Ort mit der Zeitdifferenz At = to — ¢1. In IS betriigt
der Zeitunterschied A¢' = v (t2 — t1) = vAL.

e Lingenkontraktion: Ein in IS ruhendes Objekt hat die Linge L = z2 — x1. In IS’ misst die Lénge dieses Objektes L' = %L.

(Die Messung der Endpunkte 2} und z}, muss jeweils gleichzeitig erfolgen!)
Vierertensoren
e Viererskalare sind skalare Groflen, die lorentzinvariant, also vom Bezugssystem unabhéngig, sind.

— Lichtgeschwindigkeit, Ruhmasse, Eigenzeit 7 eines Systems

— raumzeitlicher Abstand zwischen zwei Punkten und insbesondere eines Punktes vom Referenzereignis

Tax® = P12 — 22 — y? — 22

— Wegelement ds = v/dz®dz,, auf einer Weltlinie
— Eigenzeitdifferential dr = ds/c, dt = v - dr
e Vierervektoren sind Vektoren mit vier Komponenten, die sich unter der Lorentztransformation verhalten wie Ereignisse.
Aus einem Vierervektor @ ergibt sich der entsprechende kovariante Vektor zo = g 53;5 und umgekehrt z& = g*# zg.

— Ortsvektoren von Ereignissen z® = (ct, z, vy, Z)T und deren Differentiale

— Vierergeschwindigkeit u® = dd“”: = (c, )

— Viererimpuls oder Energie-Impuls-Vektor p® = mu® = ymg (¢, ¥) = (%,p?)

Relativistische Bewegungsprozesse

o relativistische Masse: m = ymg

e relativistischer Impuls: p; = mv = ymov
e relativistische Energie: E = ymgc?

e relativistische kinetische Energie: T = E — moc?
e Energie-Impuls-Beziehung: E? = mgc4 + 2p2

e Stoflprozesse: Summe der Viererimpulse ist invariant

Die Verwendung dieses Kompendiums fiir Klausuren und andere Priiffungen ist nicht gestattet.



